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Vorwort. 


Das  von  der  königl.  })elgischen  Akademie  der  Wissenschaften  preis- 
gekrönte,  im  Buchhandel  längst  vergriffene  Werk  von  Mansion:  ,, Theorie 
des  equatiofis  auz  derivees  partielles  du  premier  ordre"  erscheint  hiennit 
in  neuer  und  zwar  deutscher  Ausgabe.  Da  das  vortreffliche  Buch  auch 
in  Deutschland  ungetheilte  Anerkennung  gefunden  und  hinlänglich  bekannt 
ist,  so  düifte  es  übertiüssig  sein,  die  Vorzüge  desselben  nochmals  be- 
sonders hervorzuheben.  Es  mag  nur  darauf  hingewiesen  werden,  dass  das 
Mansion 'sehe  Buch  bisher  das  einzige  geblieben  ist,  welches  in  so  ein- 
gehender Weise  die  verschiedenen  Methoden,  welche  zur  Integi'ation  der 
l)ai*tiellen  Differentialgleichungen  ei'ster  Ordnung  vorgeschlagen  wurden, 
historisch-kritisch  beleuchtet,  ihi-e  Beziehungen  zu  einander  klarlegt,  ihre 
Vorzüge  und  Mängel  gegenseitig  abwägt  und  jedem  der  Begründer 
dieser  Methoden  das  Verdienst  lässt,  welches  ihm  zukommt.  Es  ist  das 
einzige  Werk  dieser  Art  geblieben,  einfach  aus  dem  Grunde,  weil  es 
seine  Aufgabe  gleich  in  vollkommener  und  unübei-treftlicher  Weise 
löste.  Allerdings  hat  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  seit  dem  ersten  Erscheinen  des  Mansion'schen  Buches 
viele  wichtige  Erweiteningen  und  Verbesserungen  ei-fahren  und  es  sind 
auch  seitdem,  besondei'S  in  allemeuester  Zeit,  einige  hochbedeutsame  Wei'ke 
über  jene  Theorie  hei-vorgetreten ;  zum  Theil  aber  sind  dieselben  mehr  als 
Lehrbücher  im  engeren  Sinne  zu  betrachten ,  denen  es  weniger  auf  die 
Hei*vorkehmng  des  historisch-kritischen  Standpunktes  als  auf  eine  syste- 
matische Verarbeitung  und  Zusammenfassung  des  vorhandenen  Mateiials 
ankommt,  zum  Theil  sind  dieselben,  wie  das  hervorragend  wichtige  Werk 
von  Sophus  Lie:  „Zur  Theorie  der  Transformationsgruppen",  dazu  be- 
stimmt, der  gesammten  Theorie  eine  einheitliche  Grundlage  zu  geben,  sie 
auf  ein  einziges  Prinzip  zu  stellen,  aus  welchem  die  Resultate  der  früheren 
Arbeiten  von  selbst  hervorgehen.  Diese  Werke  machen  daher  eine  historisch- 
kritische Untersuchung  der  älteren  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete,  wie  sie  in 
dem  Werke  von  Mansion  enthalten  ist,  nicht  überflüssig.  Infolge  dieses 
kritischen  Standpunktes  ist  das  Mansion 'sehe  Buch  ein  vorzüglicher  Weg- 
weiser für  das  Studium  der  grundlegenden  Arbeiten  über  die  Theorie  der 
partiellen    Differentialgleichungen    erster   Ordnung,    so   dass   ich    mich    der 
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Hoffnung  hingeben  darf,  dass  eine  Neuausgabe  dieses  Werkes,  die  unter 
Zustimmung  des  Verfassers  und  mit  tbätiger  Mitwirkung  desselben  in 
deutscher  Sprache    erscheint,   nicht  ungünstig   aufgenommen   werden   wird. 

Bezüglich  der  grösseren  Veränderungen  und  Enveiterungen ,  welche 
diese  neue  Ausgabe  der  ersten  gegenüber  aufweist,  kann  ich  mich  mit 
einem  Hinweis  auf  die  „Vorbemerkungen"  des  Verfassers  begnügen.  An 
vielen  Stellen  sind  kleinere  Verbesserungen  vorgenommen,  die  nicht  näher 
aufgeführt  zu  werden  brauchen.  Der  Druck  des  Werkes  wurde  fortlaufend 
sowohl  vom  Unterzeichneten,  wie  auch  vom  Verfasser  selbst  sorgfältig  con- 
trolirt,  so  dass  die  Übersetzung  nicht  nur  äusserlich  correct,  sondern  auch 
dem  Sinne  des  Onginals  entsprechend  sein  dürfte. 

Während  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Grossen  und  Ganzen  als  abgeschlossen  betrachtet  werden  darf, 
liegt  die  Theorie  der  pai-tiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
noch  sehr  im  Argen.  In  der  That  kann  trotz  der  zahllosen  kleineren  und 
grösseren  Abhandlungen,  welche  hierüber  bereits  geschrieben  sind,  von 
einer  Theorie  der  Integi"ation  dieser  Gleichungen  noch  kaum  gesprochen 
werden.  Die  wichtigste  Arbeit,  in  welcher  ein  Versuch  zur  Begründung 
einer  solchen  Theorie  gemacht  wird,  ist  immer  noch  die  gi'osse  Abhand- 
lung von  Ampöre  im  17.  und  18.  cahier  des  Journal  de  r£cole  Poly- 
technique,  deren  Resultate  Imschenetsky  im  54.  Bande  von  Grunert's 
Archiv  in  einem  vorzüglichen  Resume  zusammengefasst  hat.  Um  zum 
srründlichen  Studium  dieser  Resultate  und  damit  vielleicht  zur  Erweiterung 
und  Bereicherung  der  Theone  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  neue  Anregung  zu  geben,  hielt  ich  es  für 
zweckmässig,  die  Imschenetsky 'sehe  Abhandlung,  zumal  dieselbe  in  einem 
grossen  Abschnitte  eine  Anwendung  der  Prinzipien  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  dem  Mansion'schen 
Werke  anzufügen,  wobei  ich  mich  der  vollen  Zustimmung  und  Ermun- 
terung des  Herrn  IVIansion  erfreute.  Eine  kleine  ebenfalls  noch  angefügte, 
wenig  bekannt  gewordene  Abhandlung  von  G.  Darboux  lässt  klar  die 
Schwierigkeiten  erkennen,  welche  bei  der  Integi-ation  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichimgen  zweiter  Ordnung  auftreten ,  und  deutet  zugleich  einen 
Weg  an,    auf  dem   man   vielleicht   etwas   weiter  kommen   kann   als   bisher. 

Berlin,  im  October  1891. 

H.  Maser. 


Vorbemerkungen  des  Verfassers. 


I.  Geofenstand  dieses  Werkes. 

Die  vorliegende  Arbeit  wurde  uuternommeu  anlässlich  einer  von 
der  kgl.  belgischen  Akademie  in  den  Jahren  1870  und  1872  gestellten, 
auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  ereter  und  zweiter 
Ordnung  bezüglichen  Pi'eist'rage. 

Imschenetsky  und  Graindorge  haben  beide  ausgezeichnete  Mono- 
graphieen  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht,  die  es  uns  gestatteten, 
unsere  Untei-suchung  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zu  beschränken.  In  der  That  geben  ihre  Schriften  eine 
gute  Übersicht  über  die  Arbeiten  der  Geometer  bezüglich  der  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  abgesehen  von  den  neueren  Studien  von 
D  a  r  b  0  u  X  und  L  i  e  ,  die  übrisfens  nur  bnichstückweise  veröffentlicht 
worden  sind. 

Die  Abhandlungen  von  Imschenetsky  und  Graindorge  sind  da- 
gegen unvollständig  hinsichtlich  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.^)  Wir  haben  daher  den  Wünschen  der  Akademie 
zu  entsprechen  geglaubt,  indem  wir  es  versuchten,  die  hauptsächlichsten 
Untersuchungen  der  Mathematiker  über  diesen  Gegenstand  von  Lag  ränge 
an  bis  auf  Lie  und  Mayer  darzulegen. 

n.   Plan  des  Werkes  uiid  historische  Bemerkimgeii. 

Die  vorliegende  Schrift  enthält  den  Hauptinhalt  der  Untersuchungen 
von  Lagrange,  Pfaff,  Jacobi,  Bour,  Clebsch,  Korkine,  Boole, 
Mayer,  Cauchy,  Serret  und  der  ersten  Abhandlungen  von  Lie  (bis 
ca.  1875)  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


^)  Die  Abhandlung  von  Graindorge  enthält  ausser  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  die  in  den  §§  1  (theilweise). 
3,  6,  16,  17.  18,  19,  20,  21  unseres  Buches  behandelten  Gegenstände.  Die  Ab- 
handlung von  Imschenetsky  enthält  überdies  unsere  §§  9  und  29  und  ein 
Kapitel  über  die  kanonischen  Gleichungen  der  Dynamik.  Graindorge  hat 
daneben  auch  eine  Übersicht  der  Arbeiten  der  Geometer  über  die  Integration 
der  Gleichungen  der  Mechanik  veröffentlicht. 
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Die  Arbeiten  dieser  Geometer  haben  wir  in  den  folgenden  Abscbnitten 
zusammengestellt : 

Einleitung.  Entstehung  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (§§  1—4). 

Buch  I,     Methode  von  Lagrange  und  Pfaff  (§§  5 — 15). 

Buch  IL     Methode  von  Jacobi  (§§   16—27). 

Buch  IIL     Methode  von  Cauchy  und  Lie  (§§  28—32). 

Schluss.  Methode  von  Lie  als  Zusammenfassung  der  früheren  Methoden. 

Diese  Anordnung  ist  streng  didaktisch,  d.  h.  wir  dringen  vom  Anfang 
bis  zum  Ende  tiefer  und  tiefer  in  unsern  Gegenstand  ein.  Sie  ist  zu  gleicher 
Zeit  historisch  in  ihren  grossen  ümiissen,  bis  auf  eine  Ausnahme:  Die 
Methode  von  Cauchy  bestand  viel  früher  als  alle  in  unserm  zweiten  Buche 
angeführten  Arbeiten.  Wir  sahen  uns  genöthigt,  die  Methode  von  Cauchy 
an  das  Ende  unserer  Abhandlung  zu  setzen  neben  diejenige  von  Lie,  weil 
diese  letztere  die  natürliche  Fortsetzung  der  ersteren  ist  und  weil  sie  zu- 
sammen eine  weit  tiefere  Untersuchung  der  Frage  der  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  bilden  als  die  Methode  von  Lag  ränge, 
Pfaff,  Jacobi  und  Bour. 

In  unserer  Einleitung  geben  wir  zunächst  nach  Lag  ränge  (1772 
und  1774)  und  Lie  (1872)  die  Definition  des  Problems  der  Integration 
der  pai-tiellen  Differentialgleichungen  ei'ster  Ordnvmg.  Sodann  deuten  wir 
nach  Jacobi  zwei  allgemeine  und  sehr  einfache  Hülfsmittel  au,  durch  welche 
man  die  abhängige  Veränderliche  aus  den  in  Rede  stehenden  Gleichungen 
entfernen  kann.  Wir  zeigen  im  Gegensatz  zu  der  Ansicht  Bertrand's  und 
anderer  Geometer,  dass  das  zweite  Transformationsverfahren  Jacob  i's 
nicht  illusorisch  ist  (§  1).  Die  beiden  folgenden  Paragraphen  enthalten  die 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  mit  3  oder  n  -\-  1  Veränder- 
lichen, wie  sie  von  Lagrange  im  Jahre  1774  mittels  seiner  fi-uchtbaren 
Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  entdeckt  worden  ist. 
Der  Auseinandersetzung  von  Lag  ränge  haben  wir  jedoch  verschiedene 
Jacobi  entliehene  Bemerkungen  und  eine  sehr  einfache  Methode  der  Er- 
zeugung der  simultanen  Gleichungen  hinzugefügt.  Der  letzte  Paragraph 
ist  den  Ansichten  Lie's  über  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
handelten Gegenstand  und  der  Erklärung  des  auf  die  überschüssigen  Con- 
stanten bezüglichen  Paradoxons  gewidmet. 

Das  erste  Buch  enthält  die  Analyse  der  Arbeiten  von  Lag  ränge 
und  Pfaff.  Wir  haben  diese  schon  alten  Untersuchungen,  mit  einer  ge- 
wissen Vorliebe  auseinandergesetzt,  einmal  weil  sie  den  Keim  mancher 
weiteren  Entdeckungen  enthalten,  sodann  weil  sie  eine  Menge  von  An- 
wendungen zulassen,  die  man  einfacher  nach  diesen  Methoden  als  nach  den 
künstlicheren  Methoden  von  Jacobi  und  Cauchy  behandelt. 

Das  erste  Kapitel  handelt  von  den  linearen  Gleichungen,  deren  Theorie 
Lagrange   in   den   Jahren    1779    und    1785  gefunden    hat.      Unsere    Dai-- 


Vorbemerkungen  des  Verfatwers.  \[i 

legung  unterscheidet  sich  nur  dadurch  von  derjenigen  unserer  Vorgänger, 
dass  wir  uns  mehr  der  Theorie  der  Fuuctionaldeterminanten  bedienen.  Im 
letzten  Paragraphen  geben  wir  die  von  Jacobi  im  Jahre  1827  gemachte 
Erweiterung  der  Lagrange'schen  Theorie.  Es  ist  erstaunlich  genug.  <lu.ss 
diese  Untei-suchungen  des  Berliner  Geometers  in  beinahe  allen  Lehrbücher»  und 
selbst  in  den  neueren  Abhandlungen  von  Graindorge  und  Imschenetsky 
mit  Stillschweigen  übergangen  worden  sind,  denn  sie  allein  lassen  den  engen 
Zusammenhang  ex'kennen,  welcher  zwischen  den  partiellen  Differential- 
gleichungen und  den  Systemen  von  Differentialgleichungen  ei'ster  Ordnung 
besteht  (Siehe  Nr.  32.).  Beiläufig  zeigen  wir,  unter  welchem  Gesichts- 
punkt Lie  die  linearen  Gleichungen  betrachtet  (Nr.  23). 

Das  zweite  Kapitel  enthält  die  Analyse  der  Arbeiten  von  Lagrange 
über  die  nicht  linearen  Gleichungen.  Der  Turiner  Geometer  erfand  das 
Verfahren,  die  Integration  der  nichtlinearen  Gleichungen  mit  drei  Ver- 
änderlichen auf  diejenige  der  linearen  Gleichungen  mit  vier  Veränderlichen 
zurückzuführen,  im  Jahre  1772.  Im  Jahre  1774  kam  er  auf  denselben 
Gegenstand  zurück,  um  auf  die  Verschiedenartigkeit  der  Integrale  der 
pai^tiellen  Differentialgleichungen  aufmerksam  zu  machen,  und  im  Jahre 
1806  nochmals,  um  ein  eigenthümliches  Paradoxon,  welches  die  Theorie  des 
allgemeinen  Integrals  darbietet,  darzulegen.  Wir  geben  die  Methode  von 
Lagrange  unter  ihren  verschiedenen  Formen,  Zunächst  bemerkt  der  aus- 
gezeichnete Geometer,  dass  die  Integration  der  Gleichung 

q  =  k{x,  y,  0,  p) 

in  nichts    Anderem  besteht    als    in  der  Ermittelung   eines  solchen  Weiihes 

von  ^,  dass 

dz  =  pdx  -\-  udy 

integrirbar  ist.  Sodann  giebt  er  das  allgemeine  Verfahren  an,  um  einen 
Werth  von  p  mit  einer  willküi'lichen  Constanten  zu  finden,  welches  der  Kern 
ist,  aus  dem  die  Jacobi'sche  Methode  hervorgegangen  ist.  Endlich  zeigt 
er,  wie  man  aus  dem  allgemeinsten  Werthe  von  p  den  allgemeinsten  Wex'th 
von  z  ableiten  kann,  was  den  Ausgangspunkt  für  die  Pf  äff 'sehe  Methode  bildet. 
In  der  That  wurde  Jacobi,  indem  er  die  Methode  von  Lagrange 
unter  ihrer  letzten  Foi'm  auf  die  Gleichvmgen  mit  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen anwandte,  im  Jahre  1827  dahin  geführt,  alle  Rechnungen  von 
Pf  afi  im  umgekehrten  Sinne  zu  wiederholen.  Wir  legen  diese  merkwürdige 
Arbeit  von  Jacobi  in  unserm  dritten  Kapitel  dar.  Der  Berliner  Geometer 
führt  die  Integration  einer  nichtlinearen  Gleichung  auf  diejenige  eines 
Systems  von  simultanen  Gleichungen  zurück,  dessen  Lösung  allgemeiner  ist 
als  diejenige  der  gegebenen  Gleichung.  Um  diese  Lösung  zu  particulari- 
siren  und  daraus  das  gesuchte  Integral  herzuleiten,  ist  er  gezwungen,  eine 
Änderung  in  den  Veränderlichen  eintreten  zu  lassen:  Die  2w  —  1  Ver- 
änderlichen x^,  .  .  .,  x„,  p^,  .  .  .,  p„_i  werden  ersetzt  durch  die  Integi-ations- 
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Constanten  der  simultanen  Hülfsgieichungen  und  die  Aufgabe  reducirt  sich 
hiernach  auf  die  Integration  einer  totalen  DiflPerentialgleichung  mit  2w  —  1 
Veränderlichen. 

Pf  äff    hatte  seit   1814  genau  einen  umgekehrten  Weg  verfolgt,    wie. 
wir  im  folgenden  Kapitel  zeigen.     Um  die  Gleichung 

Pn    ^^^    ^(•^'    ^U  •   •  •'    ^ni   Pv  •  •  •'   l^n—l) 

zu  integi'iren,  betrachtet  er  die  totale  Differentialgleichung 

dg   =   p^dx^    +   •  •  •    +  Pn-l^^n-l    +  ^d^n 

mit  2n  Veränderlichen  z,  x^,  .  .  .,  x„,  p^,  .  .  .,  p„_i  und  transformirt  sie 
in  eine  andere  von  derselben  Form  mit  2n  —  1  Veränderlichen.  Diese  ist 
genau  dieselbe,  welche  Jacobi  durch  Verallgemeinerung  der  letzten  Unter- 
suchungen von  Lag  ränge  gefunden  hat,  und  Pf  äff  gelangt  dazu  durch 
Integration  desselben  Systems  von  Gleichungen,  wie  das  von  Jacobi.  Die 
beiden  Methoden  sind  daher  identisch,  nur  dass  die  eine  deutlicher  als  die 
andere  die  Verallgemeinerung  der  Lagrange'schen  Methode  ist  und  Pf  äff 
das  seinen  Namen  tragende  allgemeine  Problem  der  Integration  der  totalen 
Differentialgleichungen  behandelt.  In  unserer  Auseinandei'setzung  der  Ar- 
beiten von  Pf  äff  benutzen  wir  verschiedene  Abhandlungen  von  Gauss, 
Jacobi  und  Cayley.  Der  letzte  Paragraph  des  vierten  Kapitels  enthält 
ausser  dem  umgekehrten  Problem  von  Pf  äff  die  Vereinfachung,  welche 
in  diese  Theorie  durch  die  Anwendung  der  Anfangswerthe  der  Veränder- 
lichen als  willkürlicher  Constanten  eingeführt  wird.  Das  allgemeine 
Pf  äff 'sehe  Problem  führt  auf  die  Integration  von  n  Systemen  simultaner 
Gleichungen,  deren  jedes  erst  nach  der  vollständigen  Integration  aller  vor- 
hergehenden gebildet  werden  kann.  Nutzen  ziehend  aus  einer  Idee  von 
Hamilton,  zeigte  Jacobi  1836,  dass  man  diese  n  Systeme  unmittelbar 
bilden  kann,  wenn  man,  wie  wir  soeben  beinerkt  haben,  die  Anfangswerthe 
der  Veränderlichen  als  willkürliche  Constanten  nimmt;  überdies  hat  man, 
wenn  es  sich  um  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
handelt,  nicht  mehr  als  ein  System  zu  integriren.  Schon  lange  vorher, 
im  Jahre  1818,  war  Cauchy  zu  diesem  letzteren  Resultat  gelangt,  indem 
er  ebenfalls  die  Anfangswerthe  der  Veränderlichen  als  Constanten  benutzte. 
Übrigens  gebührt  ihm  die  Einführung  dieser  Idee  in  die  Wissenschaft,  doch 
scheint  Jacobi  die  Arbeiten  von  Cauchy  nicht  gekannt  zu  haben. 

Dies  ist  der  Cyklus  der  in  unserm  ersten  Buche  auseinandergesetzten 
Untersuchungen.  Wir  haben  jeder  Theorie  die  Anwendungen,  welchen  man 
gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  begegnet,  und  ausserdem  diejenigen,  welche 
sich  in  den  Abhandlungen  von  Lagrange  finden,  hinzugefügt.  Ferner 
haben  wir  in  einem  besonderen  Paragraphen  die  Integration  einer  sehr  be- 
merkenswerthen  Gleichung,  welche  von  Schläfli  herrührt  und  von  ihm 
im  Jahre  1868  veröffentlicht  worden  ist,  gegeben. 
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Das  zweite  Buch  ist  der  Methode  von  Jacobi  und  Bour,  den  Ver- 
vollkommnungen dieser  Methode  durch  Clebsch,  endlich  den  Methoden 
von  Korkiue,  Boole  und  Mayer,  welche  damit  in  eugeni  Zusammen- 
hange stehen,  gewidmet. 

Die  Nova  methodus  von  Jacobi  wurde  von  ihm  im  Jahre  1838  ge- 
funden und  von  Clebsch  im  Jahre  1862  veröffentlicht.  Wir  legen  sie 
in  unsem  beiden  ersten  Kapiteln  dar.  Unsere  Auseinandersetzung  unter- 
scheidet sich  nur  dadurch  von  derjenigen  von  Graiudorge  und  Imsche- 
netsky,  dass  wir  in  einem  besonderen  Kapitel,  dem  ersten,  alles,  was  sich 
auf  die  Integrabilitätsbedingungeu  bezieht,  vereinigt  haben.  Indem  wir  uns 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt  ein  wenig  von  unsern  ^'orgängenl  und  von 
Jacobi  entfernen,  wird  man  vielleicht  den  zu  ausgedehnten  Gebrauch  der 
symbolischen  Bezeichnungen  nicht  billigen.  Indessen  wird  der  Leser,  welcher 
sich  mit  diesen  Bezeichnungen  vertraut  gemacht  hat,  erkennen,  dass  nur 
sie  in  natürlicher  Weise  zum  Beweise  der  Principien  der  Jacobi 'sehen 
Methode  führen  können.  Im  dritten  Kapitel  geben  wir  die  von  Bour  her- 
lührende  Ausdehnung  dieser  Methode  auf  simultane  Gleichungen  und  be- 
richtigen dabei  den  kleinen  Irrthum,  welcher  in  der  Auseinandersetzung 
von  Bour,  sowie  in  derjenigen  der  Autoren,  die  ihm  gefolgt  sind,  unter- 
gelaufen ist.  Auf  diesen  In-thum  hat  Mayer  im  Jahre  1871  aufmerksam 
gemacht.  In  historischer  Beziehung  ist  die  Bemerkung  von  Wichtigkeit, 
dass  die  Arbeiten  von  Bour  nicht  aus  denen  von  Jacobi  hervorcresfanoren 
sind,  welche  letzteren  erst  im  Jahre  1862  veröffentlicht  wurden.  Liou- 
ville,  Bour  und  Donkin  hatten  um  1853  und  1854  die  Fuudamental- 
sätze  der  Nova  methodus  gefunden,  ohne  Kenntniss  von  der  letzteren  zu 
haben.  Im  vierten  Kapitel  geben  wir  die  bewunderaswerth  eleganten,  von 
Clebsch  herrührenden  vmd  im  Jahre  1866  veröfieutlichten  Rechnungen 
wieder,  in  denen  der  ausgezeichnete  Algebraiker  eine  bemei'kenswerthe  Ver- 
einfachung der  Jacobi'schen  Methode  kennen  lehrt. 

Das  fünfte  und  sechste  Kapitel  sind  Methoden  gewidmet,  welche  eine 
Andening  der  Veränderlichen  zur  ^'oraussetzung  haben.  Bei  der  Methode 
von  Korkine  (1868),  welche  auf  die  nichtlinearen  simultanen  Gleichungen 
Anwendung  findet,  verfügt  man  über  die  willkürliche  Function,  welche  in 
das  allgemeine  Integral  einer  der  gegebenen  Gleichungen  eingeht,  derart, 
dass  dadurch  den  andern  Gleichungen  genügt  wird;  man  transformirt  so 
das  System  in  ein  anderes,  welches  eine  Gleichung  und  eine  Veränderliche 
weniger  enthält.  Die  Rechnungen,  zu  denen  wir  beim  Beweise  der  Principien 
dieser  Methode  geführt  worden  sind,  würden  ausserordentlich  weitläufig 
sein,  wenn  wir  nicht  ausgedehnten  Gebrauch  von  der  Theorie  der  Deter- 
minanten gemacht  hätten.  Die  Methode  von  Boole  (1863),  welche  nur 
auf  lineare  Gleichungen  anwendbar  ist,  geht  ungefähr  in  derselben  Weise 
vor,  wie  diejenige  von  Korkine.  Sie  ist  im  letzten  Paragraphen  des 
fünften    Kapitels    auseinandergesetzt.      Die    Methode    von    Mayer    (1872), 
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welche  sodann  folgt,  ist  ebenfalls  nur  auf  lineare  Gleichungen  anwendbar, 
deren  Integration  sie  auf  diejenige  gewisser  Systeme  von  totalen  Diiferential- 
gleichungen  zurückfühi-t.  Jedesmal,  wenn  es  gelungen  ist,  eine  Gleichung 
des  einen  von  diesen  Systemen  zu  integriren,  transformirt  man  es  in  ein 
anderes  System,  welches  eine  Veränderliche  weniger  enthält.  Die  neuen 
Veränderlichen  sind  die  Anfangswerthe  der  ursprünglichen  Veränderlichen. 
Ausserdem  kann  man  mittels  einer  Transformation  der  Veränderlichen  von 
ganz  verschiedener  Art  bewirken,  dass  man  nur  ein  einziges  System  zu 
betrachten  hat.  Wenn  es  sich  um  die  linearen  Gleichungen  handelt,  zu 
welchen  die  Jacob i'sche  Methode  führt,  führt  ein  Satz  von  Mayer,  welcher 
dem  von  Poisson  und  Jacobi  analog  und  von  diesem  eine  Folgerung  ist, 
neue  Vereinfachungen  ein. 

Die  Methoden  von  Jacobi,  Clebsch  und  Mayer  führen  darauf,  ein 
Integral  von  Systemen  von  2  (m  —  1),  2(#^ —  2),...,  2  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zu  suchen,  und  zwar  beträgt  die  Anzahl  dieser 
Systeme  für  die  drei  Methoden  respective: 

1,  2,  3,  .  .  .,  (w  —  2),  {n  —  1) 
1,  2,  2,  .  .  ,         2,  2 

I,     1,     I5    •  •   •,  -l,  A. 

Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  die  abhängige  Veränderliche 
nicht  explicit  enthalten.  Die  Methode  von  Lie,  von  der  wir  weiter  unten 
sprechen  werden,  erfordert  genau  dieselbe  Anzahl  von  Integrationen,  wie 
diejenige  von  Mayer. 

Das  dritte  Buch  enthält  zunächst  die  Auseinandersetzung  der  Methode 
von  Cauchy.  Der  berühmte  Geometer  hatte  sie  1818  ausgehend  von  zwei 
Haviptgedanken  gefunden;  der  eine  besteht  in  der  Veränderung  der  Ver- 
änderlichen, ein  Gedanke,  den  er  wohl  eher  Ampöre  als  Lagrange  oder 
Pf  äff  entliehen  hat,  denn  er  scheint  die  Untersuchungen  des  letzteren  nicht 
gekannt  zu  haben;  der  andere  besteht  in  der  unmittelbaren  Einführung 
der  Anfangswerthe  der  Veränderlichen  in  die  Rechnung,  wie  es  in  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  geschieht.  Wenn  die  Untersuchungen 
von  Cauchy  denen  von  Jacobi  über  die  Pfaffsche  Methode  nicht  vorher- 
gegangen wären,  würde  man  sie  für  eine  vereinfachte  Darstellung  aller  in 
unserm  ersten  Buche  analysirten  Arbeiten  einschliesslich  der  Theorie  der 
linearen  Gleichungen  von  Lag  ränge  halten.  Wenn  es  sich  um  die  Aufsuchung 
der  Integi'ale  dieser  Gleichungen  bei  Voraussetzung  von  drei  Veränderlichen 
handelt,  suchen  Lag  ränge  und  Monge  zuerst  die  Kurven,  welche  die 
durch  die  Integrale  dargestellten  Flächen  erzeugen  können.  Ein  analoger 
Gedanke  giebt  Cauchy  die  Kurven  oder  Mannigfaltigkeiten  von  einer 
Dimension,  von  Lie  Charakteristiken  genannt,  welche  gewissermassen  das 
Integral    der    nichtlinearen    Gleichungen    erzeugen.      Pf  äff  und   Jacob 
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waren  im  Verfolg  ihrer  Rechnungen  gezwungen,  n  von  ihren  2  /» — 1  Hiilts- 
veriinderlicheu  Constanten  gleichzusetzen.  Ctiuchy  nimmt  gleich  von 
Anfang  an  nur  n — 1  Hülfsveriinderliche  an  und  setzt  ohne  Weiteres  voraus, 
dass  dieses  die  Aufangsw^rthe  <ler  alten  Veränderliihen  seien:  dadurch  ver- 
meidet er  den  Umweg,  auf  dem  später  Jacob i  zu  dem.selben  Resultate 
gelangte.  Cauchy  hat  im  Jahre  1841  seiner  Methode  eine  allgemeinere 
Form  gegeben;  die  Anfangswerthe  der  Veränderlichen  können  nach  Belieben 
neue  Veränderliche  oder  Integi-ationsconstanten  sein.  Diese  Arbeit  von 
1841,  welcher  man  nicht  genügende  Beachtung  geschenkt  hat,  bildet  die 
Gnindlage  unserer  Auseinandersetzung.  Auf  Grund  derselben  haben  wir 
mit  vollkommener  Strenge  die  Theorie  der  Integration  einer  partiellen 
Diiferentialgleichung  in  den  singuläi-sten  Fällen  geben  können,  z.  B.  in  dem 
Falle  der  halblinearen  Gleichungen  von  Lie  (1872),  auf  den  Serret  bei- 
läufig im  Jahre  18t>l  kam;  das  Integral  dieser  Gleichungen  wird  gegeben 
durch  m  Relationen  zwischen  n  -j-  1  Veränderlichen  und  n  willkürlichen 
Constanten.  Mayer  hat  1871  gezeigt,  dass  die  von  Jacobi  modificirte 
Pfaffsche  Methode  niemals  das  vollständige  Integral  der  in  Bezug  auf  die 
Grössen  jj  homogenen  Gleichungen  giebt;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  der 
urspiünglichen  Caiichy'schen  Methode.  Wenn  man  aber  dieser  Methode 
alle  ihre  Geschmeidigkeit,  wenn  man  so  sagen  darf,  lässt,  so  führt  sie  ohne 
Rechnung  zu  den  Abänderungen  der  Methode  von  Pf  äff  und  Jacobi, 
welche  von  Mayer  vorgeschlagen  wurden. 

Die  allgemeine  Methode  von  Cauchy  thut  auch  sehr  gute  Dienste 
bei  einer  strengen  Darlegung  der  Untersuchungen  von  Serret  (1861),  die 
sich  auf  den  Fall  beziehen,  wo  die  C  a  u  c  h  y'sche  Methode  mangelhaft  zu 
sein  scheint.     Wir  geben  diese  Untersvichungen  im  zweiten  Kapitel. 

Das  folgende  Kapitel  enthält  nach  Mayer  eine  Auseinandei'setzuug  der 
Lie'schen  Methode  (1872),  welche  als  eine  Ei-weiterung  der  Cauch3^'schen 
Methode  betrachtet  wird.  In  dieser  Methode  führt  man  die  Integration 
von  m  -\-  1  Gleichungen  mit  n  +  >'*  unabhängigen  Veränderlichen  auf  die- 
jenige einer  einzigen  Gleichung  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  zurück, 
sei  es  durch  Aufsuchung  eines  Integrals  von  m  Gleichungen,  sei  es  nach 
einer  einfachen  Transformation  der  Veränderlichen.  In  diesem  letzteren 
Falle  sieht  man  deutlich,  dass  die  Lie'sche  Methode  die  natürliche  Fort- 
setzung derjenigen  von  Cauchy  ist.  Verbunden  mit  der  Jacobi'schen 
ist  sie  anwendbar  auf  eine  einzige  Gleichung  mit  n  -\-  1  Veränderlichen 
besonders  in  den  ungünstigsten  Fällen, 

Schliesslich  geben  wir  in  einem  kurzen  Schlussabschnitte  mittels  der 
Ideen  von  Lie  selbst  eine  zusammenfassende  Übersicht  der  hauptsäch- 
lichen Methoden,  welche  den  Leser  ihre  inzwischen  erfolgte  Verschmelzung 
unter  den  Händen  des  norwegischen  Geometers  voraussehen  lässt. 
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Seit  der  Veröffentlichung  der  französischen  Ausgabe  dieses  Buches  (1875) 
ist  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  der 
Gegenstand  erheblicher  Arbeiten  nach  drei  verschiedenen  Richtungen  hin 
gewesen.  Frau  von  Kowalevsky,  Darboux,  Meray  und  Andere  haben 
die  schwierigen  Fragen,  welche  sich  auf  die  Existenz  des  allgemeinen  In- 
tegrals und  der  singulären  Lösungen  dieser  Gleichungen  beziehen,  studirt; 
Lie  und  seine  Schüler  haben  die  Theorie  der  Berührungstransformationen 
auf  die  gesammte  Analysis  der  partiellen  oder  totalen  Differentialgleichungen 
ausgedehnt;  endlich  haben  Frobenius,  Darboux,  Morera  das  Pf  äff 'sehe 
Problem,  dasselbe  im  weitesten  Sinne  genommen,  in  überaus  eingehender 
Weise  behandelt.  Wir  konnten  nicht  daran  denken,  so  tiefe  und  so  originelle 
Untersuchungen  in  den  alten  Rahmen  unseres  Werkes  einzufügen;  dazu 
hätte  der  Umfang  desselben  auf  das  Doppelte  oder  Dreifache  erweitert  und 
sein  Plan  vollständig  geändert  werden  müssen.  Die  kürzliche  Veröffentlichung 
von  drei  bemerkenswerthen  Werken  hat  übrigens  eine  derartige  Erweiterung 
unserer  ursprünglichen  Arbeit  unnöthig  gemacht.  Es  sind  dies  die  folgenden 
Werke:  LcQons  sur  l'integration  des  equations  aux  derivees  par- 
tielles du  Premier  ordre  von  E.  Goursat  (Paris,  Hermann,  1890), 
welches  eine  ausgezeichnete  Übersicht  über  die  erstgenannte  Gruppe  von 
Arbeiten  enthält;  ferner:  Theorie  der  Transformationsgruppen  von 
Sophus  Lie  (Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1888,  1890,  der  dritte  Band  ist 
noch  nicht  erschienen),  und  Theory  of  Differential  Equations,  Part.  I 
Exact  Equations  and  Pfaff's  Problem  von  A.  R.  Forsyth  (Cam- 
bridge 1890),  in  welchen  die  beiden  anderen  oben  angegebenen  Gruppen 
von  Arbeiten  in  vollständiger  Weise  auseinandergesetzt  werden. 

Wir  haben  uns  daher  auf  eine  Revision  unseres  Buches  beschränkt 
und  nur  eine  gewisse  Anzahl  von  Verbesserungen,  bibliographischen  Notizen, 
sowie  einige  Ergänzungen  eingeführt,  die  aus  folgender  Aufstellung  er- 
sichtlich werden: 

1)  Am  Schlüsse  der  Einleitung  haben  wir  als  Nachtrag  I  eine  historische 
Übersicht  über  die  auf  die  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  der  gewöhn- 
lichen und  partiellen  Differentialgleichungen  bezüglichen  Untersuchungen  ge- 
geben.^) Im  Anhang  I  ist  mit  Genehmigung  der  leider  so  früh  verstorbenen 
Frau  von  Kowalevsky  deren  auf  diese  Frage  bezügliche  bemerkenswerthe  Ab- 
handlung reproducirt,  wodurch  die  hauptsächlichste  Lücke  der  französischen 


*)  Während  des  Druckes  dieses  Buches  ist  über  diesen  Gegenstand  eine 
wichtige  Note  von  Herrn  E.  Picard  erschienen,  die  wir  hier  anführen:  Sur  le 
theoreme  general  relatif  ä  l'existence  des  integrales  des  equations  differentielles 
ordinaires  (Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France,  1891,  t.  19,  p,  61 — 64 
und  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques ,  1891,  3e  Serie,  t.  X,  p.  197—201), 
deren  Princip  er  in  seinem  Memoire  sur  la  theorie  des  equations  aus  derivees 
partielles  et  la  methode  des  approximations  partielles  (Journal  de  Mathematiques 
pures  et  appliquees  de  Jordan,  1S90,  42  Serie,  t.  VI.  p.  145—210,  231)  dargelegt 
hatte.  —  Zur  Ergänzung  dessen,   was   wir  über  die  Existenz    der  Integrale   der 
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Ausgabe  unseres  Buches  ausgetüllt  wird.  2)  In  der  Theorie  der  linearen 
Gleichungen  haben  wir  überall  die  Methode  von  (Jilbert  eingt-tührt,  welche 
die  vordem  durch  Jacobi  in  versteckter  Weise  angedeutete  singulilr»'  Lösung 
giebt.  Femer  haben  wir  im  Nachtrag  II  gezeigt,  wie  auch  die  Methode 
von  Cauchy  zugleich  das  allgemeine  Integral  und  die  singulare  Lösung 
geben  kann.^)  3)  Im  Nachtrag  III  haben  wir  als  Anwendung  der  Theorie 
der  linearen  Gleichungen  die  {tartiplle  Difterentialgleichung  der  KegelHächen 
integrirt.  4)  Bei  der  Darlegung  der  Prinzipien  der  .lacobi'schen  Methode 
haben  wir  die  Verilndervuigen  eingeführt,  welche  uiierlilsslich  sind,  um  ge- 
wissen Einwürfen  von  Gilbert  zu  begegnen,  und  haben  der  grösseren 
Sicherheit  wegen  im  Nachtrag  IV  die  Darlegung  reproducirt,  welche  dieser 
Geometer  von  der  Jacobi 'sehen  Methode  gegeben  hat.  5)  Schliesslich 
haben  wir  hier  und  dort  verschiedene  minder  wichtige  Verbesserungen  oder 
Ergänzungen  gemacht,  besonders  in  bibliographischer  Beziehung,  ohne  jedoch 
zu  versuchen,  absolut  vollständig  zu  sein,  und  zwar  dies  um  so  weniger, 
als  die  Werke  der  Herren  Lie,  Forsyth  und  Goursat  eine  derartige 
Vollständigkeit  auf  dem  von   ihnen  gewählten  Gebiete   überflüssig  machen. 

UI.  Bezeiclimingeii  imtl  besondere  Festsetzun«i:en. 

I.  Wenn  eine  Veränderliche  z  eine  explicite  oder  implicite  Function 
der  unabhängigen  Veränderlichen  ä;^  ,  x.,,  ...  ist,  so  bezeichnen  wir  ihre 
Ableitungen  in  Bezug  auf  a;^,  a^,  ...  durch 

dz        dz  ,-  V 

d^'  <te:'  •  •  •' ^^ 

abweichend  von   Jacobi,  der  in  diesem  Falle  die  Bezeichnungen 

8x^'      8x7'   ■'  ' 

anwendet  und  die  geraden  d  für  die  Ableitungen  der  Functionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  vorbehält. 

Wir  bedienen  uns  der  Bezeichnungen 

to,'      öa;,'  •  •  •' ^  ' 


partiellen  Differentialgleichungen  gesagt  haben,  müssen  wir  noch  die  Inaugural- 
dissertation (1879)  des  HeiTn  Poincare,  die  uns  entgangen  war,  erwähnen:  „Sur 
les  proprietes  des  fonctions  definies  par  les  equations  aux  derivees  partielles" 
(Paris,  Gauthier- Villars,  1879,  93  S.  in  40),  sowie  diejenige  des  Herrn  Bourlet, 
die  während  des  Druckes  des  Werkes  erschien  und  noch  gelegentlich  erwähnt 
werden  konnte  (S.  303). 

^)  In  den  Annales  de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles,  1890 — 1891,  t.  XV, 
1.  pai-tie,  p.  3— 6,  in  einer  Note  sur  la  methode  de  Lagrange  pour  Tintegi-ation 
des  equations  lineaii-es  aux  derivees  partielles  haben  wir  gezeigt,  dass  diese 
Methode  von  Lagrange  ebenfalls  die  singulare  Lösung  Gilbert's  giebt. 
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um  die  Ableitungen  einer  expliciten  Function  (fix^,  x.,, . . .)  von  x^  x.^,  . . . 
in  Bezug  auf  den  Buchstaben  x^^  in  Bezug  auf  den  Buchstaben  Xo,  u.  s.  w. 
darzustellen,  unbekümmert  darum,  ob  x^,  a;.,,  .  .  •  von  einander  unabhängig 
sind  oder  nicht.  Die  beiden  Bezeichnungen  können  in  gewissen  Fällen 
gleichbedeutend  sein;  die  Bezeichnung  (1)  dient  zur  Darstellung  eines  Aus- 
druckes, welcher  nicht  von  der  Form  der  zwischen  z,  x^^,  X2,  ...  bestehenden 
Relationen  abhängt:  das  Umgekehrte  ist  der  Fall  bei  der  Bezeichnung  (2).i) 
II.    Die  Bezeichnungen 


S{fr,   •..,  fn)        djf,,   ...,  f„) 

d  (a?,,  .  .  .,  Xti)'     d  (a-i,  .  .  .,  Xn) 
stellen  resp.  die  Functionaldeterminanten 


=  D 


fvl     •    •    M     f" 


X, 


.,  Xn 


•           • 

8f„ 
'  ■'  8x, 

df, 

dx,'   ■ 

df„ 
'  •'  dx. 

• 

ÖA 

8fn 

9 

•           • 

df, 

•           •           • 

dfn 

8xn    ' 

•  •'   8x„ 

dxu'  • 

'   ■'    dXn 

dar. 


^)  Jacobi  hat  die  Bezeichnung  0  eingeführt  im  §  1  der  Dilucidationes 
(Ges.  Wei-ke,  IV,  S.  152):  „DifFerentiationem  vulgarem  symbolo  indicavi  d,  dum 
differentiationi  partiali  symbolo  8  adhibui.  Si  certae  variabilium  independentium 
functiones  ipsae  pro  variabilibus  independentibus  sumuntur  earumque  respectu 
diflerentiationes  partiales  instituuntur ,  haec  nova  differentialia  uncis  inclusi,  ut 
a  differentialibus  partialibus  variabilium  independentium  j^ropositarum  respectu 
sumtis  distinguerentur."  Diese  „ diiferentialia  uncis  inclusa"  gerade  sind  es,  die 
wii'  durch  das  Symbol  8  bezeichnen.  Was  die  Unterscheidung  der  partiellen 
Diiferentiale  von  den  gewöhnlichen  Differentialen  anlangt,  so  ist  dieselbe  nicht 
berechtigt;  die  einen  wie  die  andern  sind  ihrer  Definition  nach  gleich  den 
Ableitungen  der  betrachteten  Functionen  nach  den  unabhängigen  Variablen, 
multiplicirt  respective  mit  willkürlichen  Grössen,  welche  die  beliebigen,  reellen 
oder  imaginären  Zuwächse  dieser  unabhängigen  V^ariablen  darstellen. 

Gent,  den  10.  October  1891. 


P.  Mansion. 
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Entstehung  der  partiellen  Ditlerentialgleichungen 

erster  Ordnung. 

§.  1.  Definition  der  partiellen  Differvntialgleichunyen  erster  Ordnung. 
Verfahren,  um  die  ahhüngiye  Veränderliche  ans  ihnen  herauszu- 
schaffen.    Geometrische  Deutung  von  Lie. 

1.   Definition  nach  Lagrange.  —  Eine  pai'tielle  Ditterentialgleicbung 
erster  Ordnung 


^o 


/■(>,  X^,  X^,  .  .  .,  X„,  i?!,  p.,,  .  .  .,  p„)  =  0       ....       (1) 

ist  eine    Beziehung   zwischen   einer   abhängigen  Veränderlichen  s,    n  unab- 
hängigen Veränderlichen  x^.  ir,,  .  .  ..  x„  und  den  ersten  Ableitungen 

dz  dz  dz 


P^     ==    ^^   Pl    =    ^'    ■'   Pn  = 


äx,'  ^-  dx^:   ■  ■  ■'  ^''         dx„ 

von  s  nach  x^,  x.,.  ....  .r,;.     Sie  heisst  linear,  wenn  Py,  p.,,  .  .  .,  j>„  darin 

nur  im  ersten  Grade  vorkommen. 

Die  Gleichung  (1)  integriren,  heisst  sämmtliche  Relationen  zwischen 
z,  x^,  OJj,  .  .  ..  x„  von  solcher  Beschaffenheit  finden,  dass  die  Weiibe  von 
5-,  j9j,j;.,,  .  .  .,  p„,  welche  aus  ihnen  abgeleitet  werden  können,  die  Gleichung 
(1)  zu  einer  identischen  macheu. 

Mehrere  Gleichungen  von  derselben  Form  wie  die  Gleichung  (1)  bilden 
ein  simultanes  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung,  mag  nun  in  ihnen  nur  eine  einzige  unbekannte  Function  z  mit 
ihren  Ableitungen  vorkommen  oder  mögen  deren  mehi'ere  vorhanden  sein. 
Da  sich  die  Mathematiker  beinahe  ausschliesslich  mit  dem  ersten  dieser 
Mansion,  Part.  Dififerentialgleichungen.  1 


2  Entstehung  der  part.  Ditt'ercntialgleichungen.  [Nr.  1  —  2] 

beiden  Fälle  beschäftigt  haben'),  so  werden  wir  uns  hier,  abgesehen  von  einem 
Paragraphen,  der  gewissen  simultanen  Oleiehungeu  gewidmet  ist  (§  7),  auch 
nur  auf  die  Untersuchung  derjenigen  simultanen  Ditt'ereutialgleichungen 
beschränken,  welche  nur  eine  abhängige  Veränderliche  enthalten. 

Ein  System  von  simultanen  der  Gleichung  (1)  analogen  Gleichungen 
iutegriren  heisst  ebenfalls  alle  Relationen  zwischen  :<:,  i\,  x.,.  .  .  .,  .f,,  von 
solcher  Beschaft'enheit  finden,  dass  die  Werthe  von  ^,  j;^,  p.^,  .  .  .,  p,,,  welche 
daraus  abgeleitet  werden  können,  diese  Gleichungen  zn  identischen  machen. 

2.  Erste  Transformationsmethode.  —  Es  ist  häufig  vortheilhaft, 
mag  es  sich  um  eine  einzige  Gleichung  oder  um  ein  System  von  solchen 
handeln,  die  gegebenen  Relationen  in  andere  zu  transformiren,  welche  eine 
unabhänüfige  Veränderliche  mehr  enthalten,  in  denen  aber  die  neue  abhängige 
Veränderliche  nur  vermöge  ihrer  partiellen  Ableitungen  vorkommt.  Um 
dies  zu  erreichen,  hat  Jacobi  zwei  Transformationsmethoden  angegeben, 
die  wir  jetzt  vorführen  wollen,  wobei  wir  ims  jedoch  auf  den  Fall  einer 
einzigen  Gleichung  beschränken."-) 

Es  sei 

fi^,  ^,  x.> .r„,  Pi,  p. p„)  =  0    ....     (1) 

eine  partielle  Ditferentialgleichuug  und 


')  In  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  erwähnen  wir  jedoch  zweier  wichtiger 
Abhandlungen  von  Hamburger  (Crelle's  Journal  1882.  Bd.  93,  S.  188  —  215, 
Bd.  100,  S.  390—404)  und  einer  Note  von  König  (Mathem.  Annalen,  1884,  Bd.  23, 
S.  520—528).  Jordan  (Coiu-s  d'analyse  Bd.  :C  S.  297— 300,  Nr.  232— 234)  giebt 
an,  wie  man  allgemein  irgend  ein  System  partieller  Ditferentialgleichungen  auf 
ein  solches  erster  Ordnung,  welches  nur  eine  abhängige  Veränderliche  enthält, 
zurückführen  kann. 

-)  Die  erste  ^Methode  tindet  sich  in  der  Abhandlung  von  Jacobi:  Dilueida- 
tiones  etc.  (Crelle's  J.,  Bd.  23,  S.  18—20),  die  andere  in  seiner  Nova  Methoclns, 
§  1,  und  in  seinen  ..Vorlesungen  über  Dynamik'*,  Vorlosung  31,  S.  237.  Diese  zweite 
Methode  ist  weit  weniger  elegant  wie  die  erste,  doch  ist  sie  nicht  illusorisch, 
wieBoole,  On  the  differoitial  eqiiations  of  di/namics  (Philosophical  Transactions 
1863.  S.  485—501)  S.  489.  Bertrand  in  seinen  Vorlesungen  am  College  de  France 
in  den  Jahren  1852,  1855,  1868  (Graindorge,  3In)wirc  etc.  S.  16  Anni.)  und  nach 
ihm  Imschenetsky  S.  43,  Graindorge  S.  16  und  Mayer  (Mathenuitische 
Annalen,  Bd.  3,  S.  437)  behauptet  haben.  Diese  Geometer  haben  Jacobi  einen 
Irrthum  zugeschrieben,  den  or  nicht  begangen  hat,  nämlich  den,  dass  er  hätte  zwei 
Grössen  //  und  t  zwischen  zwei  Gleichungen  eliminiren  wollen.  ..Jacobi  war  doch 
nicht  so  kurzsichtig",  sagte  Clebsch  zu  uns  in  Bezug  auf  diesen  angeblichen 
Irrthum  des  grossen  Geometers.  !Mayer  (Mathem.  Anual.  1875,  Bd.  9,  S.  366—369) 
hat  später  die  Richtigkeit  der  zweiten  Jacobi'schen  Methode  anerkannt  und  die- 
selbe dargelegt,  indem  er  im  Grunde  ebenso  wie  wir  aus  einem  Gedanken  Nutzen 
zog,  der  ihm  von  Lie  mitgetheilt  worden  war.  Mayer  (a.  a.  0.  S.  368 — 369) 
verdankt  man  die  wichtige  Bemerkung,  dass  diese  zweite  Methode  nicht  wie  die 
erste  gewisse  singulare  Lösungen  der  ursprünglichen  Gleichung  ausfallen  lässt 
(vgl.  die  Bemerkung  am  Schlüsse  von  Nr.  2). 
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F{z,  x,,  ^ x„)  =  0     .     .  (2) 

ein  Integral  dieser  Gleichung.     Dann  hat  mau: 

f>F  8F  öF 

ax,  _    Ar,  8x„ 

'''   ~  ~  IF'  ^-  ~"         61' ''•'  ~         IF- 

S:  S:  8z 

Setzt  man  diese   Werthe  in  die  Gleichung  (Ij  ein,  so  kommt: 

(8F  8F 

8z  8z  - 

Die   Gleichung,    welche   man    aus  dieser    erhillt,    wenn    man   überall   f) 
mit  (l  vertauscht,  nämlich: 

ilF  dF 


f\  -.  ^. '-.  -  ^ -  ^  I  =  "    •  •  w 

dz  dz 

ist  die  transformirte  Gleichung,  die  wir  suchen.     Es  ist  dies  eine  partielle 
Differentialgleichung  zwischen  einer  abhängigen  Veränderlichen  F  und  den 
unabhängigen  Veränderlichen  ^,  x^^  .  .  .,  J/-„,   deren  Integration    unmittelbar 
diejenige   der  Gleichung  (1)  giebt,    wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 
Es  sei 

(p{F,  z,  xi,  ...,  x„)  =  0 (5) 

irgend  eine  Lösung  der  Gleichung  (4j.     Man  hat: 

8q)  S(p  8<p 

dF  8s_  dF^   _    ~8x^  <IF_  ^^  Sx^  ,^-. 

dz  8(p'  dx^  dqp  '  '  '  '    '     dx„  8cp  ' 

Si'  SF  8F 

und  wenn  man  dies  in   (4)  einsetzt: 

(dcp  8(p  d(p  , 

Sz  8z  8z  / 

Diese  Gleichung  (7)  enthält  keine  Ableitung  in  Bezug  auf  F.  Ver- 
gleicht man  sie  mit  der  Gleichung  (1),  so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die 
Gleichung  (5)  eine  Lösung  von  (1)  ist,  vorausgesetzt,  dass  man  darin  F 
als  eine  Constante  betrachtet,^) 


*)  Wie  man  sieht,  braucht  man  nicht  vorauszusetzon,  dass  die  Gleichung 
(5)  nach  F  aufgelöst  sei,  wie  es  Imschenotsky,  S.  44,  und  Graindorgo,  S.  17, 
gethan  haben,  um  den  Satz  dieser  Nummer  zu  beweisen. 

1* 


i 


4  Entstehune  der  part.  Dift'erentialgleichungen.  [Nr.  3 — 4] 

Bemerkung.  Die  trausfoiinirte  Gleichung  (4j  ist  homogen  in  Bezug 
auf  die  Ableitungen  von  F.  Wie  man  weitei-  unten  sehen  wird,  lassen  sich 
die  Integrationsmethoden  der  partiellen  Differentialgleichungen  nicht  immer 
direkt  auf  diese  Art  von  Gleichungen  anwenden.  Dies  ist  zweifellos  der 
Grund,  der  Jacobi  veranlasste,  eine  andere  Litegi'ationsmethode  anzuwenden. 
Da  überdies,  •nde  Maver  bemerkt  hat,  die  erste  Transformation  nur  Lösungen 
von  der  Form  (5)  giebt.  in  denen  eine  ^villkürliche  Constante  F  vorkommt, 
so  kann  sie  nicht  singulare  Lösungen  (Nos.  6,  10.  u.  s.  w.)  ohne  willkür- 
liche Constante  liefern,  die  sich  nicht  aus  Integralen  mit  dergleichen  Con- 
stanten herleiten  lassen.  Die  zweite  Methode  bietet  keinen  von  diesen 
Uebelständen  dar. 

3.  Zweite  Transformationsmethode.  —  Wir  setzen 

ü  =  ^t (8) 

und  nehmen  z  nnahhCuigig  von  t  an,  so  dass 

%=' («) 

ist.     Aus  fS)  folgt: 

Mittels  dieser  Werthe  (10)  geht  die  Gleichung  di  über  in: 

„  /du  dl)     1       du     1  du     l\         ^     ,- ..  s 

'  \d%       ^      -  "     dx^     t      djCj     t  dx„     t  '  -" 

welche  i/  nicht  mehr  ex\>licit    enthält,    in   der  jedoch   eine  Veränderliche  t 
mehr  vorkommt. 
Es  sei 

F{i/,  t  a-i,  Ä-o,  .  .  .  ;r„)  =  0 (12) 

irgend  ein  Integral  dieser  transformirten  Gleichimg  (11).  Im  Allgemeinen 
genügt  es.  wie  Bertrand  bemerkt  hat.  nicht,  in  dieser  Gleichung  (12)  y 
durch  zt  zu  ersetzen,  tun  eine  Lösung 

F{zt,  t  x^.  x.^.  .  .  ..  x„)  -=  0 (13) 

der  Gleichung  (1)  zw  erhalten,  aus  welcher  t  von  selbst  herausfiele.  In- 
dessen darf  man  daraus  nicht  schliessen,  dass  die  zweite  Jacobi'sche  Trans- 
formationsmethode im  Allgemeinen  illusorisch  ist. 

Die  Gleichung  (13)  ist  ein  Integral  nicht  von  Gleichung  (1),  sondern 
von  der  Gleichung 

^("  +  ^  li-  ^1^  •  •  ••  ^'"  -^^1'  •  •  ••  ^'«^  =  ^-'  •     ■     •     (14j, 

in  welcher  z  als  eine  Function  von  t,  x^.  ....  x^  betrachtet  wird.  Setzt 
man  in  dieser  y  =  zt  und  lässt  z  ahhängig  sein  van  t.    so  wird    man  zu 
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der  transtbnuirton  Ulfichuu^' (11)  ^'•'führt  und  unijrckohrt  koimni  man  von 
der  Gleichun;^'  (11)  wieder  zu  der  fih'iclmn-,'  (14),  wenn  man  bloss  allein 
y  =  zt  annimmt.  Somit  ist  die  Gleichung  (l;J)  eine  Lösung'  der  (ileiclmng 
(14),  weil  (12)  eine  Lösung  von  (11)  ist. 

Um  aber  von  der  Gleichunjr  (11)  auf  die  Gleichung  (1)  zurückzukommen, 
genügt  es  nicht,  nur  y  =  zt  zu  setzen,  man  muss  auch  auf  die  Gleichung 
(9),  welche  ausdrückt,  dass  s  von  t  unabhän^^ig  ist,  Rücksicht  nehmen. 
Mithin  findet  man  ein  Integral  von  (1)  mit  Hülfe  von  (13),  wenn  man  t 
zwischen   dieser   Relation   und  der  folgenden 

8F  8F 

iF      —  -  '^ (l-^^' 

welche  der  (Jleichung  (9)  äquivalent  ist  und  in  welcher  y  durch  zt  ersetzt 
zu  denken  ist,  eliminirt.  Mit  andern  Worten,  man  findet  ein  Integral  von 
(1),  wenn  man  y  und  t  zwischen  den  Gleichungen  (8),  (12),  (15)  eliminirt. 
Bemerkung.  Ist  die  gegebene  Gleichung  homogen  in  Bezug  auf 
die  Grössen  7^  so  kann  man  sie  auf  die  Form  bringen: 

^U    ^h ^n.    |S    ....    ^^')=0. 

V  pn  P"     I 


Die  transformirte  Gleichung 


(dy 


X„,    ^^   ...,^1   =  0 


■ni 


pn  Pn 

enthält  nicht  f  explicit,  was,  wie  wir  weiter  unten  (Nr.  15)  sehen  werden, 
eine  neue  Vereinfachung  ist. 

4.  Definition  einer  partiellen  Differentialgleichung  nach  Lie'). 
Betrachtet  man  eine  Veränderliche  x,  welche  von  —  00  bis  -|-  x  variirt,  oder 
allgemeiner,  welche  alle  denkbaren  Werthe  annimmt,  so  sagt  man,  sie  könne 
unendlich  viele  (  00^)  Werthe  annehmen.  Man  kann  ebenso  sagen,  dass  das 
System  der  beiden  Veränderlichen  x,  y  cc^  Werthe,  femer  dass  das  System 
der  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  00 ^  Werthe  annehmen  könne  u.  s.  w.  All- 
gemein, wenn  man  sagt,  das  System 

z,  x^.  .  .  .,  x^ 

könne  00  "+i  Werthe  annehmen,    so  bedeutet  dies,  dass  jede  der  Veränder- 
lichen alle  nur  denkbaren  Werthe  annehmen  kann. 


*)  Lie.  Göttinger  Nachrichten,  1872,  Nr.  16,  S.  321—326,  Nr.  25,  S.  473-489 
und  S.  151  u.  ff.  der  grossen  Abhandlung:  „Ueber  Complexe,  insbesondere  Linien- 
und  Kugelcomplexe,  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  partieller  Ditforential- 
gleichungen"  (Mathematische  Annalen  Bd.  5,  S.  145—256).  Es  war  Cauchy,  der 
sich  zuerst  mit  Räumen  von  beliebig  vielen  Dimensionen  beschäftigte  ((Jotnptes 
rendus  t.  XXIV  p.  885—887). 


6  Entstellung  der  part.  DiflFerentialgleichungen.  [Nr.  4 — 5] 

Wenn  zwei  Veränderliche  x,  y  durch  eine  Gleichung 

m  2/)  =  0 

verbunden  sind,  so  kann  x  oc^  Werthe  annehmen  und  jedem  Werthe  der 
Veränderlichen  x  wird  darnach  nur  eine  gewisse  Anzahl  von  Werthen  der 
Veränderlichen  y  entsprechen;  in  diesem  Falle  sagt  man.  dass  das  System 
(a;,  y)  nur  ooi  Werthe  habe  und  nicht  oo^.  wie  im  vorigen  Falle.  Ebenso 
sagt  man,  n  -\-  \  Veränderliche,  welche  unter  einander  durch  1,  2,  ....  n 
Eelationen  verbunden  sind,  haben  resp.  cd",    oo"~^,  ....    oo^  Werthe. 

Betrachtet  man  x.  y,  z  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume, 
so  kann  das  Ensemble  der  drei  Coordinaten  x.  y,  s  gleichfalls  Punkt  ge- 
nannt werden  und  man  kann  sagen,  dass  der  Raum  oo^  Punkte,  eine  Fläche 
00  2  und  eine  Kurve  nur  oc^  Punkte  enthält.  Im  allgemeineren  Sinne  kann 
man  Punkt  das  Ensemble  von  n  -\-  1  Werthen  (^,  rr^,  .  .  .,  x„),  welche  seine 
Coordinaten  heissen,  und  Maum  von  n  -\-  1  Dimensionen  das  Ensemble  der 
Punkte  nennen,  welche  allen  überhaupt  möglichen  Werthen  dieser  Coordi- 
naten entsprechen.  Betrachtet  man  unter  den  oo"  +  i  Punkten  des  Raumes 
von  n  -{-  1   Dimensionen  diejenigen,  deren  Coordinaten  der  Gleichung 

f{z,  x^,  .  .  .,  a:„)  =  0 

genügen,  so  hat  man  eine  Mannigfaliigkeit  von  n  Dimensionen,  welche 
00 "  Punkte  enthält.  Das  Ensemble  der  Punkte,  welche  durch  2,  3,  .  .  .,  ti 
derartige  Gleichungen  dargestellt  werden,  bildet  eine  Mannigfaltigkeit  von 
resp.  n  —  1,  n  —  2,  .  .  .,  1  Dimensionen.  Die  Punkte  selbst  können  von 
der  O*^'^  Dimension  genannt  Averden. 

Im  Räume  von  3  Dimensionen  unterscheidet  man  unter  den  Flächen 
diejenige,  deren  Gleichung  vom  ersten  Grade  ist,  oder  die  Ebene 

pX  +  qY  —  Z  -\-  P  =  0. 

Die  Ebene  ist  bestimmt,  wenn  man  ihre  Richtungscoefficienten  p.  q.  —  1 
und  einen  ihrer  Punkte  x,  ?/,  z  kennt.     Ihre  Gleichung  ist  in  diesem  Falle : 

p{X—x)  +  q{Y  —  y)  _  (Z  -  ^)  =  0.      ' 

Ein  Punkt  und  eine  durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  Ebene  bilden 
ein  Element  des  Raumes.  Ein  Element  des  Raumes  ist  somit  durch  fünf 
Grössen,  welche  seine  Coordinaten  heissen, 

X,  y,  z,  p,  q 

bestimmt  und  somit  enthält  der  Raum  oo^  Elemente. 

Unter  den  Elementen  des  Raumes  sind  die,  deren  Coordinaten  der 
Gleichung 

f{x,  y,  8,  p.  q)  =  0 

genügen,    in    der  Zahl  oo^  vorhanden    und   dieselben  werden  die  Elemente 
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dieser  Gleichung  oder  die  Elemente  der  durch  diese  Gleichung  dargestellten 
Figur,  wenn  man  so  sagen  darf,  genannt.  Durch  jeden  Punkt  des  Haunies 
gehen  oc-  Ebenen,  von  denen  nur  00  *  zusammen  mit  diesem  Tunkte  00' 
Elemente  der  Gleichung  /'  bilden.  Diese  oc*  Ebenen  umhüllen  einen  ge- 
wissen Kegel,  welcher  den  gemein.samen  Punkt  zur  Spitze  hat.  In  gewissem 
Sinne  kann  man  daher  sagen,  dass  die  Gleichung  /"==(•  <x"'  KegelHUchen 
in  der  Umgebung  ihrer  Spitzen  darstellt,  deren  jede  in  diesen  Punkten  00' 
Tangentenebenen  besitzt. 

Im  Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  können  wir  Ebene  die  Mannig- 
faltigkeit von  n  Dimensionen  nennen,  deren  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
laufenden  Coordinaten  linear  ist.  Eine  durch  einen  Punkt  (e,  arj,  .  .  .,  .r„) 
gehende  Ebene  hat  zur  Gleichung 

Pi  (A'i  -^i)  +  ...-hP„  {X„  -  T„)  -  (Z  -  z)  =  (. 

und  bildet  zusammen  mit  dem  Punkte  selbst  ein  Elcmriil  des  Raumes, 
welches  durch  die  2n  -\-  \  Coordinaten 

z,  x^,  .  .  ..  .r„,  p^,  .  .  .,  p„ 

bestimmt  ist.     Der  Kaum  enthtllt  002"+!  Elemente.    Die  durch  die  Gleichung 

f{2,    X^,    .   .   .,    X„,   i?i,    .   .   .,    ^J    =    0 

dargestellte  Figur  ist  das  Ensemble  der  00  2"  Elemente,  welche  dieser  Gleichung 
genügen.  Diese  Elemente  heissen  die  Elemente  der  Gleichung  oder  der 
entsprechenden  Figur. 

5.  Neue  Auflfassung  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen. —  Eine  partielle  Differentialgleichung,  mit  drei  Veränder- 
lichen z.  B. 

f{x,  y,z,p,q)  =  0 (16). 

integriren  heisst  nach  Lie  alle  Figuren  finden,  welche  oo^  von  den  00^  durch 
diese  Gleichung  dargestellten  Elementen  enthalten  und  derart  beschaffen  sind, 
dass  zwei  unendlich  nahe  Elemente  der   Gleichung 

dz  =  pdx  -\-  qdy (17) 

genügen.     Ebenso,  eine  Gleichung  mit  n  -\-  \   Veränderlichen 

f{z,  x^,  .  .  .,  x„,  pi,  .  .  .,  p„)  =  0 (1) 

integriren  heisst  alle  Figuren  finden,  welche  c»"  von  den  00  ^■^  durch  diese 
Gleichung  dargestellten  Elementen  enthalten  und  derart  beschaffen  sind, 
dass  zwei  benachbarte  Elemente  der  Gleichung 

dz  =  p^dx^  +  .  .  .  -f  p„dx^ (18) 

genügen. 


8  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  5 — 6] 

Nimmt  man  in  der  Gleichmig  (16)  x,  y,  z  als  konstant,  j>,  q  als  vari- 
abel an,  so  genügen  die  so  erhaltenen  Elemente  der  Gleichmig  (17),  da 
man  hat: 

dx  =  0,    (ly  =  0,    ffe  =  0; 

solcher  Elemente  aber  giebt  es  nur  einfach  unendlich  viele.  Ebenso  ge- 
nügen die  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Elemente,  wenn  man  den 
Punkt  als  fest  beti'achtet,  der  Bedingung  (18).  aber  solcher  Elemente  giebt 
es  nur  oo"~i.     Die  entsprechenden  Figuren  sind  daher  keine  Integrale. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  von  Nr.  2,  welche  oo"+i  Elemente  der 
durch  Transformation  von  Gleichung  (1)  erhaltenen  Gleichung  (4)  geben, 
geben  nur  noch  oo'-',  wenn  man  F  constant  annimmt.  Ebenso  stellen  die 
Gleichung    (12)    von    Nr.   3    und    die    aus    ihr    abzuleitenden  Werthe    von 

—-,  ~,  .  .  .,  -r^  oo"+i  Elemente  der  Gleichung  (11)  dar  und  geben  somit 
dt     dj\  dx,i  o  \     ■>  o 

ein  Integral  dieser  Gleichung  (11);  nimmt  man  aber  das  Bestehen  der  Re- 
lation (15)  oder  (9)  an,  so  sind  diese  Elemente  nur  noch  in  der  Zahl  oo" 
vorhanden  imd  geben  ein  Integral  der  Gleichung  (1). 

^  2.    Entstehung  der  Gleichungen  mit  drei   Veränderlichen.     Theorie 
von  Lagrange.^) 

6.  Entstehung  dieser  Gleichungen  auf  drei  verschiedene  Arten. 

Es  sei 

2  =  F(x,  i/,a,b) ' .     (1) 

eine  Relation  zwischen  .r,  _^,  z\  in  welcher  zwei  willkürliche  Constanten  a,  h 
vorkommen.     Man  erhält  daraus: 

P  =  F',r  (^,  y,  a,  />),     q  =  F',,  [x,  !/,a,h)       ...     (2). 

Eliminirt  man  a  und   h  zwischen  diesen    drei  Gleichungen,    so  erhält  man: 

f{x,  y,  5,i?,  g)  =  0  oder  z  =  (p(x,  y,  p,  q)      ...     (3), 

welches  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sind. 

Ersetzt  man  a  und  b  durch  geeignete  Funktionen  von  x  und  ?/,  so 
kann    es  vorkommen,    dass    die    Gleichung  (1)  zu    derselben  Gleichung  (8) 

')  Die  Untersclieidung  der  drei  Arten  von  Integralen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  rührt  von  Lag  ränge  her  (Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie,  1772,  Oeuvres,  t.  III,  Nr.  2,  p.  572;  1774,  Oeuvres,  t.  IV,  Nr.  41, 
p.  65,  Nr.  47,  p.  74;  Leeons  etc.,  p.  367  u.  ff.).  Man  vgl.  auch  Pfaff  (Abhandl. 
der  Bcrl.  Akad.,  1814 — 1815)  an  verschiedenen  Stellen,  und  Jacobi,  Ueber  die 
Pfaft"sche  Methode  etc.  (Crelle's  .1.,  Bd.  2,  S.  848  —  349)  und  vor  Allen  „Vor- 
lesungen etc.",  S.  471—509.  Wir  folgen  hier  hauptsächlich  der  Darstellung  von 
Imschenetsky,  Kap.  1,  S.  9  —  19;  Graindorge  I,  S.  1  —  9  ist  weniger  voll- 
ständig. 

Wir  machen  den  Leser  auf  eine  einfachere  Darlegung  dieser  Theorie  auf- 
merksam, die  weiter  unten  gelegentlich  der  simultanen  Gleichungen  gegeben  wird 
und  die  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint. 


VerschiodtMio  Arten  von  Fntojfnilen.  9 

führt.     Es  ist  da/u  nur  nöthig,  dass  die  ueuou  Werthn  von  /)~uii-l  7 

'  '    ^   Ä.t     ff-r    ^     d<*     rf.1 

..,      ,     öF  da  ffF  ilb 

''  ''  "^    An    */f/    "^    dh    dj, 

sich  auf  die  alten  reduciren.   d.   h.   dass  man   liat: 

SF  da  SF  db    ^^  ^      SF  da  öF  dh  

Sa   dx    "^    Sb    d.r  '      üa    d„    "•"    üb   dif  *  •      ('») 

Aus  diesen  letzteren  (Gleichungen   folgt: 

^a,b      SF  ^,         ,,(,b      öF         ,- 

D •  -"    =0.       />—  .         =0        ...     (5), 

X,  !f      Sa  X,  V      8b  ^  •" 

Relationen,  denen   man   genügt:    1)   indem  man  setzt: 


2)  indem  man  setzt: 


SF  ,.      SF 

SK-""^     .7;  =  '» '6>' 

J)^    -^   0     oder    b  =  jT  [n) (7), 

wo  Jt  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet.  In  diesem  Falle  reduciren  sich 
die  beiden  Gleichungen  (4)  auf  eine  und  dieselbe 

SF  ^8FSn_  „ 

Art    ^   8b    Sa  ^    '' 

Die  beiden  Gleichungen  (6)  oder  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  genügen  zur 
Bestimmung  der  Funktionen  a  und  b. 

Wir  werden  in  der  folgenden  Nummer  sehen,  dass  alle  Lösungen  der 
Gleichung  (2)  enthalten  sind  unter  den  Lösungen,  welche  gegeben  werden 
entweder  durch  die  Gleichung  (1),  das  sogenannte  roUstihuliffc  Intef/ral  von 
('2),  oder  durch  die  Gleichungen  (1),  (7).  (8),  in  denen  jr  willkürlich  ist 
und  die  zusammen  das  allgemeine  Integral  bilden,  oder  endlich  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (6),  welche  die  singulare  Lösung  oder  das  singulare 
Integral  liefern. 

Geometrisch  drückt  die  Gleichung  (3)  eine  Eigenschaft  der  Tangenten - 
ebenen  an  die  durch  das  vollständige  Integral  dargestellten  Flächen  oder 
der  Enveloppen  dieser,  welche  das  allgemeine  Integral  giebt.  oder  endlich 
der  Enveloppen  von  gewisser  anderer  Art,  welche  durch  das  singulare  Inte- 
gral dargestellt  werden,  aus.  Die  erstereu  Enveloppen  berühren  die  Flächen 
(1)  je  längs  einer  durch  die  Gleichungen  (1),  (7),  (8)  gegebenen  Kui-ve, 
die  letzteren  in  Punkten,  welche  durch  (1)  und  (6)  bestimmt  werden. 
Darboux  hat  jedoch  gezeigt,  dass  man  häufig  an  Stelle  von  Enveloppen 
geometrische  Örter  von  singuläreu  Punkten  findet  (Vgl.  seine  in  dem  Nach- 
trage am  Ende  dieses  Kapitels  citirte  Abhandlung:  Memoire  sur  les  sohäions 
singulieres). 


10  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  7—8] 

7.    Sämmtliohe  Integrale  der  Gleichung  (3)  werden  durch  (1), 

(1)  und  (6)  oder  (1),  (7)  und  (8)  gegeben.  —  Es  sei 

,  =  ^P{x,y)  (9) 

eine  Eolation,  welche  der  Gleichung   (3)  genügt,  d.  h.  von  der  Art  ist,  dass 


W 


(-. ")  =  K»^ .".  Ü.  t) ('") 


(11) 


eine  Identität  ist.     Wir  setzen 

dF  Ö^       6F  d^i 

8x  8x'     8tj  'öy 

und  leiten  daraus  die  Werthe  von  a  und  h  her,  welche  konstant  sein  werden 
oder  nicht.  Für  diese  Werthe  von  a  und  h  hat  man.  da  F  eine  Lösung 
von  (3)  ist,  identisch : 

F{x,y,a,h)  =  cp[x,y,^-^,   g')        ....     (12), 

oder  wegen  der  Eelationen  (10)  und  (11) 

F  {x,  y,  a,  h)  ^  y>  {x,  ij) (13). 

Mithin  wird  die  Gleichung  (9)  identisch  mit  der  Gleichung  (1),  wenn 
a  und  h  die  aus  den  Gleichungen  (11)  abgeleiteten  Werthe  haben.  Ferner 
genügen  diese  Wei'the  von  a  und  h,  falls  sie  nicht  konstant  sind,  den 
Gleichungen  (4).     Man  hat  nämlich  für  diese  Werthe  von  a  und  b: 

dF     .     SF  da      ,8Fdh^  Sil, 

^  dx    '^   8ä  Ix   '^~   ~8b   Ix  Ja- 

8F     .     öF  du  8F  db  &ip 

^  Jy    ~^   da    dy    ~^   "Sb  ~dy  'Sy' 

und  hieraus  mittels  der  Gleichungen  (11): 

6F  da  SF  db  

8a    dx  db  dx 

SF  ^     ,     SF  db  „ 

da    'dy    ~^   ~Sb   dy 

Dies  sind  genau  die  Relationen  (4).  Somit  ist  die  Gleichung  (9)  in  einem 
der  drei  Integrale,  von  denen  in  der  vorigen  Nummer  die  Rede  war,  ein- 
begrifien. 

Man  wird  bemerken,  dass  zwei  der  Gleichungen  (11)  und  (13)  die 
dritte  zur  Folge  haben,  so  dass  man  a  und  h  mittels  irgend  zweier  von 
diesen  drei  Relationen  bestimmen  kann.^) 

1 

^)  Man  würde  in  dieser  Weise  verfahren  müssen,  wenn  a  oder  fe  in  i^  linear 
vorkäme  und  aus  den  Gleichungen  (11)  verschwände.  In  diesem  Falle  aber  kann 
man  offenbar  in  jeder  Lösung,  und  somit  auch  in  (9),  z  durch  z — a  oder  durch  z — b 
ersetzen;  femer  enthält  die  gegebene  Gleichung  z  nicht  explicit  (vgl.  Nr.  15). 


Verschiedene  Arten  von  Into^n"ulen.  1  \ 

8.    Ausdehnung    der    vorhorgohondon    Theorie    auf    den    Fall 
einer  impliciton  Relation  zwischen  .<•,  //,  z.   —   Die  (.Jleifliung 

F  (X,  jf,  z,a,b)  =  0 ,  1  '^ 

giebt  durch   Difl'erentiation: 

ÖF     ,     SF  ,,       rW--     ,0  7' 

*^   +    dF  ^^  =   "•      ö,     -'-    ö:    ''-''       ■      ■  <-') 

und,   indem   man   a   und  b  zwischen  diesen   letzten   (ihüchuujjen   eliminirt: 

/"C^,  J/,  -s-,  i»,  <?)  =  0 (3'^ 

falls  a  und  b  Constanten    oder   Functionen  von  x   und  //  von  solcher  He- 
schafifenheit  sind,  dass 

(SFda     X     SiF  db\   .  SF  ^^  ^       I8F  da  öF  dh\       öF  _  ^  , 

\Sa    di   "•"    Sb    dx)   '    8z  \8.i    dij    ~^    bb    d'y]    'dz     ~  '      ^    ' 

ist.     Aus  diesen  letzteren  folgt  wie  oben: 

8F  äF 

B^   X    -4^.  =  0,.      D^    X    — ^.  =  0       .     (5') 
x,y  d_t_  x,y  öF  ^    ^ 

dz  dz 

und  diesen  Relationen  genügt,  man:   1)  indem  man  setzt: 

_  8F  _  *j^ 

Sa  _Jb 


d.  h. 

oder  2)  durch 


SF  '  8F 

8z  Sz 


'»'j  y 


wo  Jt  eine    beliebige   Funktion    bedeutet.     In  diesem  letzteren  Falle  gehen 
die  Gleichungen  (5')  wegen  der  aus  (7')  sich  ergebenden  Relationen 

8ti        8n  dh       da  db      da 

Sa    '    6b  dx   '  dx  dy   '  dy 

über  in 


Sn 

SF 

SF 

,    Sa 

Sa 

8b     ^    Sn 

SF 

8b 

=  0, 

Sz 

was 

man 

auch 

schreiben  kann: 

dz 

da 

^    db 

db 

da 

0 

(80, 


12  Entstehung  der  part.  Difterentialgleichungen.  [Nr.  8 — 9] 

Die    beiden    Gleichungen  (6')  oder    die  Gleichungen  (7')   und  (8')  genügen 
zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  und  h. 
Jede  Relation 

xp{x,y,z)  =  Q (9'), 

welche  der  Gleichung  (3')  genügt,  d.  h.  so  beschaffen  ist,  dass  die  aus  ihr 
abgeleiteten  Wertbe  ^j,  j?;^,  q-^   von 

dz     dz 
'    dx'   dy 
identisch 

f{x,y,  ^i,i?i,  (h)  =  0 (10') 

ergeben,  gehört  zu  einer  der  drei  oben  angegebenen  Klassen  von  Lösungen. 
In  der  That,  bestimmen  wir  a  und  &  durch  die  Relationen 

1^  =  Pv     2  =  ?!, (ll'X 

Avo  p  und  q  die  aus  (2')  abgeleiteten  Werthe  sind,  vergleichen  wir  sodann 
die  Gleichung  (10')  mit 

f(x,y,s,p,q)  =  0 (3') 

und  berücksichtigen  (11'),  so  kommt: 

z  =  z^. 

Man  beweist  sodann  wie  oben,  dass  die  Werthe  von  a  und  ö,  welche  durch 
die  Gleichungen  (11')  bestimmt  werden,  den  Gleichungen  (4')  genügen,  wo- 
durch der  Beweis  des  Satzes  vollendet  ist.^) 

Bemerkung.  Das  allgemeine  Integral,  welches  durch  die  Gleichungen 
(1'),  (7'),  (8')  gegeben  ist,  enthält  im  Allgemeinen  nicht  die  durch  (1'),  (6') 
gegebene  singulare  Lösung.     Denn  die  Gleichungen  (7')  und  (8')  geben  in 

den  meisten  Fällen 

dz  dz 

da  dh 

Sit  8ii ' 

da  '8b 

welche  Gleichung  nicht  die  Gleichungen  (6')  zur  Folge  hat. 

Das  vollständige  Integral  kann  aus  dem  allgemeinen  Integral  abgeleitet 


^)  Die  Darlegungen  dieser  Nummer  würden  überflüssig  gewesen  sein,  wenn 
nicht  Imschenetsky  §6,  S.  18 — 19  und  Graindorge  Nr.  10,  S.  7 — 9  den  Nenner 

— -  weggelassen  hätten.  Aus  der  Theorie  der  singulären  Lösungen  der  gewöhn- 
8z 

liehen  Differentialgleichungen  ist  bekannt,  dass  man  es  sorgfältig  vermeiden  muss, 
die  Nenner  dieser  Art  wegzulassen,  da  sehr  häufig  nur  sie  allein  zu  der  ge- 
suchten Lösung  führen,  welche  Form  man  auch  der  Function  F  geben  mag,  so- 

8F 

bald  die  Unendlichkeitsstellen  von  ^r"  i™  Endlichen  liegen. 

oz 


Beispielo.  1;{ 

werden,    indem    niuu   in  n  zwei   willkürliclie  Constuntfii  aufniinint.      E^  ist 
ferner  klar,    dass  man  unendlich  viele  vollständige   Integrale   finden   kann.'i 

0.  Beispiele. -i.  —  1.  Die  Gleichung 

«  =  «-}"  ''•'  ~l~   '""^ 
giebt : 

p  =  h,     q  =  hu 

q  =  mp. 

Die  singulare  Lösung  existirt  nicht,  da  die  (rleichungen  (6)  sind: 

dz  ^  f.      (L  , 

^^^=1   =  0.     ;^^  ==  ^   +   vu,  =  0, 

deren  erste  absurd  ist.     Das  allgemeine  Integral  wird    gegeben  durch  Eli- 
mination von   <i   und  //  zwischen  den  Gleichungen: 

h  =  Jl{a) 

0  =  1+  j^ia)  (r  +  my). 


und   dies  führt  zu 


z  =  xyx  +  7tiy), 


wo  X  eine  beliebige  Punktion  bezeichnet. 

II.  Es  sei 

Z  =   a  -\-  bx  -j-  //  /\«.  h). 
Dann  hat  man: 

P  =  ^.  q  ^  f{a,  b). 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

q  =  f{z  —  px  —  qy,  p). 

III.  Verallgemeinerte    Clairaut'sche    Gleichung.      Wir  nennen 
so    die  Gleichung,  die  man  aus 

z  =  ax  -i-  hy  -\-  f{a,  h) 

*)  Lagrange  (Abb.  d.  Berl.  Akad.  1774,  Oeuvres  t.  IV.,  p.  80).  Die  voll- 
ständige Theorie  der  Relationen,  welche  zwischen  den  vollständigen  Integralen 
bestehen,  ist  von  Jacobi  , Vorlesungen  etc."  S.  471 — 509  und  an  verschiedeneu 
Stellen  seiner  Abbandlungen  und  von  Mayer,  Math.  Annal.  Bd.  3,  S.  449 — 452 
und  Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  21,  S.  405—420  kurz  dargelegt  worden; 
aber  dieser  schwierige  Gegenstand  kann  nur  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Theorie 
der  Transformationen  von  Lie  dargelegt  werden  (vgl.  Gott.  Nachrichten  1872. 
S.  484).  Aus  diesem  Grunde  begnügen  wir  uns,  den  absolut  nothwendigen  Theil 
der  Untersuchungen  dieser  Geometer  auseinanderzusetzen. 

2)  Lagrange,  (Abh.  d.  Berl.  Akad.  1774,    Oeuvres  t.  IV..  Nr.  39,  p.  63—64; 
Nr.  49,  p.  75  u.  ff.) 


14  Entstehung  der  part.  Differentialgleichungen.  [Nr.  9 — 10] 

erhält,  weim  man  a  und  h  mittels  der   folgenden  durch  Differentiation  er- 
haltenen Relationen 

p  =  a,     Q  =  h 

eliminirt.     Die  partielle  Differentialgleichung  ist  daher: 

z  =  px  -{-  qy  +  f{p,  q). 
Das    allgemeine  Integral  dieser  wird  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

z  =  ax  +  f/fj  -\-  f{a.  V). 
h  ==  jt{a), 
0  =  x  +  :t'{a)y   +  f^   +   %  ^'(«), 

Dasselbe  stellt  eine  abwickelbare  Fläche  dar,  die  Enveloppe  der  Ebene,  deren 
Gleichung  das  vollständige  Integral  ist. 


Die  singulare  Lösung 


(IX  +  &y  +  /■(«,  b), 


stellt  eine   Fläche    dar,    welche   jede    dieser  Ebenen  in  einem  Punkte  oder 
jede  abwickelbare  Fläche  längs  einer  Kurve  berührt  (vgl.  Nr.  21). 

IV.  Als  Beispiel  der  verallgemeinerten  Gl air aufsehen  Gleichung  sei 
die  folgende  Aufgabe  zu  lösen:  Die  Flächen  zu  finden,  deren  Tan- 
gentialebene eine  konstante  Entfernung  h  vom  Coordinaten- 
anfangspunkte  hat. 

Die  Gleichung,   auf  welche  die  Aufgabe  führt,  ist: 


s  =  px  -\-  qii  -\-  /<  V 1  +  i?'^  +  q'^. 

Das  vollständige  Integral    ist    die  Gleichung    einer    beliebigen    Ebene, 
welche  in  einem  Abstände  U  vom  Anfangspunkte  gelegen  ist,  also: 


s  =  ax  +  htj  +  7t VI  +  «2  ^  /j2. 
Die  singulare  Lösung  ist  die  Gleichung  der  Kugelfläche 

^2    +    ,j2   4_   ,2    _    7,2^ 

welche  alle  diese  Ebenen  berührt. 

Das  allgemeine  Integral  stellt  irgend   eine    dieser   Kugel  umschriebene 
abwickelbare  Fläche  dar.     Setzt  man  z.  B. 

am  -j-  hn  =   1. 

so  findet  man  einen  Umdrehungscylinder ;  denn  diese  Relation  ist  im  gegen- 
wärtigen Falle  wegen  p  =  a,  q  =  h  (vgl.  Nr.   20)  äquivalent  mit 

mjj  +  nq  =  1. 


Boispiole.  1 ;, 

Setzt  man 

l,\  1    -f-  ,,-•  _|-  //-'    =  1-  _  ,„„  _   „1,^ 

so  findet  man  einen  Kegel,  der  ebenfalls  eine  Umdrf'hun«,'stlUch«^  ist.  da  .t 
der   Kugel  umschrieben  ist.      Man  hat  uämlich   in   diespiii    Falb-: 

z  =  (IT  -\-  Inf  4"  [k  —  ma  —  nh) 
und 

3  —  fc  =  p{x  —  in)  -]-  '/(y  —  n\ 

welche  einem  Kegel  angehören,  der  den  l'uiikt  (m.  n,  /.)  zur  Spitze  hat 
(vgl.  Nr.  201 

Man    kann    gelegentlich    dieses    Beispiels    mit    Lagrange    bemerken, 
dass  es  unmöglich  ist,  Jt  derart  zu  bestimmen,  dass  da«  allgemeine  Integral 

3   =    a.r   +    l/JT  {(( )   -f-   //  VF-f-  ff2   -t-   TT-^a) 

0  =     ./•  +  i/jt'ui]  '{-  h  ^  '       >— 

Vi  4_  a"-  +  71' {,t) 

die  Kugel  reprilsentirt.  Denn  man  kann  nicht  zwischen  den  soeben  hin- 
geschriebenen zwei  Gleichungen  und  derjenigen  der  Kugel  x,  y,  z  eliminiren. 
Übrigens  repräsentiren  diese  beiden  Gleichungen  eine  abwickelbare  Fläche 
und  es  ist  bekannt,  dass  die  Kugel,  ebenso  wie  alle  Flächen  zweiten  Grades 
mit  einem  Mittelpunkt,  analj^tisch  gesprochen,  eine  windschiefe  Fläche 
(surface  gauche)  ist;  jede  Erzeugende  ist  imaginär  bis  auf  einen  Punkt. 

§  3.  Entstehung  der  Gleichungen  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Ver- 
änderlichen.    Lagrange'sche  Theorie^). 

10.     Entstehung    dieser    Gleichungen    auf    drei    verschiedene 
Arten.   —  Es  bestehe  die  Relation: 

z  =  F{x^,  X.,,  .  .  .,  x„,  a^,  a.y,  .  .  .,  a„)   .     .     .     .     (1). 

Aus  derselben  folgt: 

ÖF  8F  SF  ,^. 

Eliminirt  man  a^,  .  .  .,  (i„  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2),  so  findet 
man  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

f(z,  «1,  .  .  .,  x„,  i?!,  .  .  .,  p„)  =  0 
oder 

Z    =    (p(Xi,    X2,    .  .   .,    X„,   i?i,   p^,    .  .   .,   Pn)     ■       ■        ■       '       i'^)- 


^)  Wir  beschränken  das  auf  die  Gleichungen  mit  n  unabhänjjigen  Veränder- 
lichen Bezügliche  auf  das  absolut  Nothwendige,  da  die  Prinzipien  im  vorigen 
Paragraph  hinreichend  dargelegt  sind. 
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Man  findet  dieselbe   Gleichung,    wenn  man  annimmt,  dass  u^^,  .  .  .,  a„ 
Funktionen  A^on  .f^.   .  .  .,  a;„  von  solcher  Beschaftenheit  seien,  dass  man  hat: 

Sa,    dx,    -\-  ■  ■  •  ■  -r     ^^^^     ^^  (,4J 


8F    da,      ,  ,      8F    da»  ,-,  /,  x 


8a,    dxn  8a„     dxn 

Aus  diesen  Relationen  erhält  man.  wenn  man 


/l  =  D 


«1-  ■  .  .,  an 


X,,  .  .  .,   Xn 

setzt: 

^  4^  =  0.      zi  4^  =  0 zJ  1^  =  0    .     (5). 

Sa,  öflj  San  ^  ' 

Man    genügt    diesen    Gleichungen    auf  verschiedene    Arten:    1)  indem 

man  setzt: 

SF  ^        SF  f  SF  „  ,^s 

0,     ---  =  0,  .  .  .,    -—  =  0     .     .     .     (6), 


8a,  Sa.-,  San 

welche  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Funktionen  a  ausreichen ;  2)  indem 
man  setzt: 

D  ''"•••'""   =.0 (7). 

Diese  Gleichung  {!)  ist  jedesmal  erfüllt,  wenn  die  Funktionen  a^,  a.^,  .  .  .,  a„ 
nicht  unabhängig  von  einander  sind.  Es  sei  n  =  m  -}-  k  und  es  werde 
der  Einfachheit  wegen  bi.  h,,  .  .  ..  h,,,  für  a^^-i,  «A-+2!  •  •  •:  "w  geschrieben. 
Um  der  Gleichung  (7)   zu  genügen,  schreiben  wir: 

&i   =  ^i{ai,  «2,  •  •  •.  «a) (7i') 

h    =    ^2(«l:    "2'     •   .   •:    «a) (72') 


h,„   =    7T,„{CI^,    «2,   .   .  ..    «/,)    ......       (7„/). 

Man  hat  somit  für  irgend  eine  der  Grössen  h: 


(7''). 


dh   Sn    da,  Sti^  da^     .  ,       Sn     dak 

dci-  107  ^  '     'ScL,  "(te    "*"'"'     '      8ak    dx 

Daraus  folgt,  dass  jede  der  Gleichungen  (4)  die  Form  annimmt: 

/  SF  ^F^  Sn,       ,  ,       Sfl    8nm\    da^ 

\~8ä~    '^     Sb,  Sa,     ""     ••••"+-     ^^^^^     ^^^  j     ^i^ 

+ 

ISF^  8F^  Sn,      .  ,      SF    SiinÄ    dak   ^^   ^       /^^ 

+  \yfä    ~^     Sb,  8ak     +■■■■"+"   8b„7    Sak  j     dx  ^    ^' 
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Multipliciren  wir  die  Gleichungen  {^i'),  (4.,'),  (4./),  .  .  .,  (4/;')  resp.  mit 
dx\,  dx.,,  dx.^,  .  .  .,  dxk  und  addiren  die  Kesultate,  so  kommt: 


iiii^ 


\  Sa^     "■       Sb,      Sa^     "'"■■■'+-    ^/,^^;     ^^,    j 
+ 

/  J^  ^    d^  ÖF    ön,.j\  _  ^ 

^    \  öa/,     ^     Sb,     önk     ^  ^     6b,n    6ak )        ^ 

Die  Funktionen  a^^,  a.,,  .  .  .,  «„  sind  von  einander  unabhängig  und  somit 
sind  ihre  Ditterentiale  willkürlich;  man  erhält  demnach  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  die  k  Relationen: 

SF       ,       dF     Ön,       ,  ,       SF     ÖTCm  n      j        ^~  n  /ä  \ 

+   —, -'-   +   •  ■  •  •   +   -TT ^^ —   =  0  oder  -j—  =  0    .     .     (ö, ) 

8a^     ~     Sb,      d(J,     ^  ~     8bm     dVi,  rfn,  ^^ 


IF  öF^n^  öF    ön^  _  ^  ^^^d^    =  0   .      .      (8,). 

Die  Relationen  (7)  und  (8)  genügen  zur  Bestimmung  der  Funktionen 
a  und  6.  Die  bemex-kenswerthesten  Fälle  sind  diejenigen,  wo  m  =  1  und 
wo  m  =  n  —  1  ist.  Ist  m  =  1,  so  ist  Tc  =  n  —  1  und  die  Gleichungen 
(7')  und  (8)  werden: 

Un  =  7r(((i,  a.,,  «3,  .  .  ..  a„_^) (7'"), 

1^     .     iZ::  JZL  =  0,  .  .  ..    _^    +     ^Z  J^  =  0     (8') 

Ist  dagegen  m  =  it  —  1,  so  ist  A-  =  1  und  die  Gleichungen  (7') 
und  (8)  werden: 


Die  Lösung  (1)  der  Gleichung  (3)  ist  das  vollständifje  Integral;  die 
durch  die  Relationen  (1)  und  (6)  gegebene  Lösung  ist  die  singidäre  Lösung; 
die  durch  die  Relationen  (1),  (7'"),  (8')  gegebene  Lösung  ist  das  allgemeine 
Integral-,  die  andern  Lösungen,  welche  durch  (1),  (7'),  (8)  gegeben  sind, 
haben  keinen  besonderen  Namen  erhalten.  Sie  stehen  in  der  Mitte  zwischen 
der  singulären  Lösung  und  dem  allgemeinen  Integral;  man  könnte  sie  halb- 
singidäre  Integrale  nennen. 

Die  Auseinandersetzung  des  Vorhergehenden  macht  ebenfalls  keine 
weiteren  Schwierigkeiten,  wenn  die  Relation  (1)  zwischen  z,  den  x  und 
den  a  in  impliciter  Form  gegeben  ist. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungeu.  2 
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11.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (3)  ist  in  den  vorhergehen- 
den enthalten.   —  Es  sei 

0  =  yj  {x^,  X.,,   .  .  .,  x„) (9) 

eine  Lösung  von  (3),  d.  h.  wir  nehmen  au,  dass 

yj{x^,  .  .  ,  x„)  =  (p^x^,  .  .  .,  x„,     -^,  .  .  .,    -^j     .     .     (10) 

sei.     Wir  setzen: 

dF    _di^     ^8F_   ^^  J^  JF    ^^  j5i/|_  ,^^, 

8x^  8x^  '      ö.'c,  Sx^  '   ■  ■  ■'    Sxn  8xn      ■     •     V     ; 

und  leiten  daraus  die  Werthe  von  a^,  a^,  ■  ■  .,  a,i  her.     Für  diese  Werthe 
hat  man  identisch,  da  F  eine  Lösung  von  (3)  ist: 

F{Xy,  ...  .,  x„,  «1,   .  .  .,  a„)  =  (p  yx^,  .  .  .,  x„,  -^,  .  .  .,  ^^j    .     (12) 

8F  8F     da^  .       8F     da,,    dtj} 

^1  8x^       '       8a^     dx^  '  San      dx^  Sx^ 

_ÖJ^  8F     da^      .  8F     da»  8m> 


8x,i  5«!       dXn  8an      dxn  8Xn  ' 

woraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (11)  F  ^=  ip  und  die  Gleichungen 
(4)  ergehen. 

Die  Lösung  s  =  ip  ist  somit  unter  denen  enthalten,  welche  in  voriger 
Nummer  angegeben  wurden.  Man  kann  die  Grössen  a  auch  aus  der  Gleichung 
(12)  und  aus  n — 1   von  den  Gleichungen  (11)  herleiten. 

Wäre  die  Lösung  (9)  in  der  Form  einer  impliciten  Relation  zwischen 
z  und  den  x  gegeben,  so  könnte  man  den  vorstehenden  Beweis  ebenfalls 
leicht  führen. 

Es  ergiebt  sich  übrigens  aus  allem,  was  wir  soeben  bewiesen  haben, 
dass  man  nur  die  vollständige  Lösung  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung zu  haben  braucht,  um  alle  Lösungen  zu  kennen. 
So  können  z.  B.  alle  Lösungen  der  verallgemeinerten  Clairaut'schen 
Gleichung  (vgl.  Nr.  28) 

S    =    p^   X^    -\-  P-2  X.2    -\-    ■  ■  ■    +  Pn  Xn    +  f  {Px^   P->^    ■  ■  •,   Pn) 

aus  dem  vollständigen  Integrale 

z  =  a^  x^  +  «2  ir.,  +  •  •  •  +  an  x„  ~\-  t\a^,  «g,  .  .  .,  a„) 

abgeleitet  werden. 

12.  Entstehung  der  simultanen  partiellen  Differentialglei- 
chungen.^) —  Wir  betrachten  die  Relation: 


^)  Der  Leser  wird  bemerken,  dass  diese  Nr.  12  in  ausserordentlich  konden- 
sirter  Form  alle  vorherigen  auf  die  Entstehung  der  partiellen  Differential- 
gleichungen bezüglichen  Resultate  enthält. 
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y  =  /'(j;,,  Xj,  .  .  .,  j„,  «j,  </,.  .  .  .,  a,„),    »!<;».  (!'). 

Aus  derselben  folgt: 

Eliminirt  mau  ^/j,  a^,  .  .  .,  (<„,  zwisclu'U  diesen  n  -\-  1  Ob'ichuugen, 
so  findet  miui  das  folgende  Sj-stcin  von  k  =  n  -\-  l  —  m  simultanen  par- 
tiellen Difterentialgleichungen  erster  Urdnuu}^: 

/i    =   <^'    /•'  =  0.   .  .  .,  f,  =  0        ....     (3'), 

wo  jede    der    Funktionen  /'  von    der  Gesammtheit  oder  einem  Theile   der 
Grössen  z,  Xy,  .  .  .,  x„,  pi.  .  .  .,  p„  abhilngt. 

Man  findet  dieselben  Gleichungen  (3'),  wenn  man  annimmt,  dass 
«j,  «2,  .  .  .,  fl,„  Funktionen  der  Veränderlichen  von  solcher  Beschaifenheit 
sind,  dass 

^^    da,  +     .  .   +  -^   rfa„,  =  0       ....     (4') 


öOj         '     '  '      Sa, 

ist;  denn   in   diesem  Falle  hat  man: 

welche   Relation    den  Gleichungen  (2')  äquivalent   ist.     Die   Gleichung  (4') 
selbst  ist  äquivalent  den  n  Gleichungen 

SF     da^  .     JF    dam_  .. 


8a  i      dx  Sam     dx 

Um  der  Gleichung  (4')  zu  genügen,  kann  man  an  erster  Stelle  setzen: 

da^  =  0,  .  .  .,  da,,,  =  (j 

und  dies  führt  zum  vollständigen  Integral  (1'). 

An  zweiter  Stelle  kann  man  die  Gleichungen  annehmen: 


Sa^  ■  •  •   1  g(j^^^ 

und  dies  führt  zu  der  singulären  Lösung. 
An  dritter  Stelle  kann  man  annehmen : 

a,„  =  ji  (u^,  .  .  .,  a,„_i) 
und  dies  giebt: 

8F  JF^   Jt^    _  ^  JF^      ,      ^      8n      ^  ,^. 


ÖCly  Sam      öa,  ;    •  ■  ••    Sa„,_t  ÖOm    Öa„,_^ 

oder: 


und  dies  giebt: 
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8F  8F      Sn^       ,      _öF      dn,     ^ 


g-F        ,        g-F       Sit,        .      _Ö^     a^r.,      _   Q 

ort;,; o  O^??/ 1      Sei,)/ 2  ÖClm        Sa,), o 

und  in  analoger  Weise  weiter. 

Schliesslich  kann  man  auch  Annahmen  machen,  die  zwischen  den  vor- 
hergehenden liegen,  z.  B.  setzen: 

<^K   =   0,     -^  =  0,    a,n  =  7T{a^,   .  .  .,  a,n-y). 

In  allen  Fällen  wird    man    zu   einer  Anzahl  von  Gleichungen  geführt,    die 
ausreicht,  um  alle  Grössen  a  zu  bestimmen. 
Jede  Lösung 

s  —  yj [x-^ ,  x.2^  .....  Xfij 

ist  unter  den  vorhergehenden  enthalten.  Die  Werthe  von  z  und  der  aus 
dem  Werthe  von  z  abgeleiteten  Grössen  j)  genügen  den  Gleichungen  (3') 
und  somit  den  äquivalenten  Gleichungen  (!'),  (2').     Man  hat  somit: 

\p{x^,  .  .  .,  x„)  =  F{x^,  .  .  .,  Xn,  «1,  .  .  .,  a,„)  .     .     .     (10') 
J^   ^^   _8F^  _S^  ^^   J(F  ,.  .„ 

SX,  8X,' '       SXn     ~     SXn        '       '       '       '       ^    ^' 

Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  erhalten  wir  durch  Differentiation 
die  folgende: 

(130 


Sa^         1      '  '     Sa 


m. 


Die  Werthe  der  Grössen  a.  welche  man  aus  m  von  den  GleichunQ-en 
(10')  und  (11')  herleiten  kann,  genügen  auch  den  übrigen  Gleichungen  (10') 
und  (11')  und  somit  der  Gleichung  (13').  Nun  reducirt  sich  diese  wegen 
der  Relationen  (11')  auf 

1^  *''    +   ■•■   +   1^  "«»  =  0     .     .     .     .     (4'), 

mithin  ist  schliesslich  die  Lösung  z  ==  \p  unter  denen  enthalten,  zu  welchen 
diese  Relation  (4')  führt. 

Bemerkung.  Zwischen  den  Funktionen  f  des  simultanen  Systems 
(3')  bestehen  identische  Relationen,  vnQ  man  bei  Gelegenheit  der  Jacobi'schen 
Methode  sehen  wird. 


Thoorie  von  Lie. 
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§  4.  EtitstehHiKj  dir  Gleich i<n<jen  mit  einer  heliebigi n  Anzahl  ron   l'n- 
ünderlichrn.      Theorie  ron  Lir. 

13.  Entstehung  einer  partiellen  Diflerentialgleichung  mit  Hülfe 
mehrerer  primitiven  Gleichungen').  —  I.  Wir  betrachten  Pin«  Munni^'- 
faltigkeit  von  n  —  m  -{-  l  Dimensionen,  die  durch  m  Gleichungen  definirt 
wird,  welche  ausser  den  Verilnderlichen  n  willkürliche  Constanten  enthalten: 

F^{e,  x,,  .  .  .,  x„,  a,.  .  .  .,  a„)  =  0  .     .     .     .     (],), 


F^  {e,  oTj,  .  .  .,  x„,  a,,  ....  a„)  =  0        ...     (1„,). 

Wir  suchen  die  Gesammtheit  der  Elemente,  welche  durch  die  Punkte  dieser 
Mannigfaltigkeit  hindurchgehen  und  so  beschafl'en  sind,  dass 

dz  ==  p^dXi  +  .  .  .  4-  2)ndx„ (2) 

ist.  Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimen- 
sionen, deren  Gleichung  ist: 

F  =  X^  /\  +  .  .  .  4-  A„,_^  F„._,  +  F,„  =  0    .     .     .     (3), 

wo  >ij,  Äo,  ■  .  ;  ^m-i  willküi-liche  Constanten  sind.  Alle  Punkte  der  Mannig- 
faltigkeit (1)  gehören  zu  der  Mannigfaltigkeit  (3).  Wir  suchen  in  di(-sen 
Punkten  von  (3)  die  Elemente,  welche  der  Bedingung  (2)  genügen.  Dazu 
müssen  wir  die  Gleichungen  hinschreiben: 

+  i'i   -TT-  =  0.   •  •  •'    -ä:^    +  i'«  -TT-  =  0      .     (4). 


Sx,       ■     ^1      dJ  ^'    •  •  •'     8Xn       '     ^"    Sz 

Eliminirt  man  o^^  .  .  .,  a,„  A^,  .  .  .,  A,„_i  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und 
(4),  so  findet  man  eine  partielle  Differentialgleichung 

f{z,  x^,  .  .  .,  a;„,  ^1,  .  .  .,  i?„)  =  0 (5), 

deren  sämmtliche  Elemente  der  Bedingung  (2)  genügen    und    ihre    Punkte 
in  der  Mannigfaltigkeit  (1)  haben. 

Umgekehrt  stellt  die  Gleichung  (5)  alle  Elemente  dar,  welche  durch 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  definirt  werden.  Man  erhält  nämlich  aus  der 
Gleichung  (1),  wenn  man  den  Werth  (2)  von  dz  benutzt: 


(hFm       ,              SFm  \      7           ,                  I      /  öFm  ,              8Fm  \    j^              n            /a     \ 

1^     +    ^1    -äTJ     ^^1    +    •  •  •    +    (    ^  +    ^^    -öT]    ^^n=^     •       (6.). 

*)  SophusLie:  Zm- Theorie  partieller  Diflerentialgleichungen  erster  Ord- 
nung, insbesondere  über  eine  Klassifikation  derselben  (Göttinger  Nachrichten 
1872,  S.  473—489,  Nr.  25)  S.  480—482. 
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Man  ersieht  hieraus,  dass  nur  w  —  m  von  den  Differentialen  dx^ ,  .  .  .,  dxn 
willkürlich  sind  für  die  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  dargestellten 
Elemente.  Um  m  Differentiale  aus  den  Gleichungen  (6)  zu  eliminiren, 
multipliziren  wir  diese  Gleichungen  respective  mit  ^j,  Ä.^,  .  .  .,  Ä,„_^  und 
1  und  addiren  sie  dann;  darauf  setzen  wir  die  Coefficienten  der  m  Diffe- 
rentiale, welche  eliminirt  wei-den  sollen,  und  sodann,  weil  die  übrigbleiben- 
den Differentiale  von  einander  unabhängig  sind,  die  Coefficienten  dieser 
letzteren  gleich  Null.  Diese  Rechnungen  führen  uns  zu  den  Gleichungen  (4). 
Dies  sind  die  nothwendigen  Bedingungen  dafür,  dass  die  Elemente,  welche 
den  Gleichungen  (1)  genügen,  auch  der  Gleichung  (2)  Genüge  leisten. 

Mithin  stellen  schliesslich  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  die  gesuchten 
Elemente  dar  imd  die  Resultante  (5)  dieser  Gleichungen  ist  die  einzige 
Gleichung  dieser  oo^«  Elemente. 

n.  Wir  denken  uns  die  Gleichungen  (1)  aufgelöst  nach  m  von  den 
Constanten  und  nennen  die  n  —  ni  ^  k  übrigbleibenden  &j,  b^,  .  .  .,  h^. 
Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  neuen  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen 
die  folgenden  seien: 

'     '  ^1  (^,  Ä-j,  .  .  .,  x„,  6j,  .  .  .,  &ä)  —  «1   =  0   .     .     .     (li'), 


Jj.,„  (2,  iCj,  .  .  .,  X„.   Oj^,  .  .  .,   0/,-j  tt,)i  —   U         ,      .      (i  fji). 

Schliesst  man  nun  wie  im  vorhergehenden  Falle,  so  wird  man  dahin 
gefühi*t,  die  Grössen  a,  h  und  x  zwischen  diesen  m  Gleichungen  (1')  und 
den  folgenden 

8H      ,  öH  (-,  SH      .  811  f.  /-..s 


8x^       ■     ^1      02  -'•••'    sxn       '     ^"     8 

zu    eliminiren.     Die    Funktion  H  wird  bestimmt  durch  die   Gleichung: 

oder  durch 

H=Ä,  H^+  A,H,  -i -H  /l,„_i  H,„-^  +  H,„  +  Ji, 

wenn  gesetzt  wird: 

0  =  ij  ff^  +  ^2  «2  +  •  •  •  +  x,„_i  a,„_i  +  a,n  +  h. 

Die  Grössen  a^,  .  .  .,  a,„  kommen  in  den  Gleichungen  (4')  nicht  vor; 
mithin  kommt  die  Elimination  der  Grössen  a,  b,  A  zwischen  den  Gleichungen 
(1'),  (4')  zurück  auf  diejenige  der  Grössen  b,  A  zwischen  den  Gleichungen  (4'). 

Betrachtet  man  schliesslich  die  eine  Beziehung 

E  —  h  =  0 (l'O 

und  sucht  man  die  entsprechende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, so  wird  man  ebenfalls  die  Constanten  b  und  A  zwischen  den  Gleichungen 
(4')  zu  eliminiren  haben. 
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Folglich  ist 

f{z,  ari,  .  .  .,  x„,  I^^,  ..../)„)  =  (» (5) 

die  Gleichung  der  Elemente,  welche  durch  die  Gleichungtm  (1)  und  (2), 
oder  (1')  und  (2),  oder  (1")  und  (2)  dargestellt  werden,  und  man  hraucht 
nur  eine  Lösung  (1")  dieser  Gleichung  (5)  zai  finden,  um  implicite  aucli 
die  Lösung  (!')  oder  (1)  zu  kennen. 

14.    Klassifikation    der    partiellen    Differentialgleichungen.    - 
Aus  den   vorstt-lu-mh-n   Bt.'trachtuii<,'»'u  »Tgieht  sicii  die   folgende  Eintheilung 
der  partiellen   Ditlerentialgleichungen  in  Klassen'). 

L  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  n  -\-  1  der  (iloichuug(l)  ana- 
logen Relationen  hervor.  In  diesem  Falle  kann  man  die  Constanten  a 
zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren  und  gelangt  dadurch  zu  einer  Relation 

f{g,  a;,,  Xo,  .  .  .,  x„)  =  0, 

welche  die  />  nicht  enthält.  Diese  Gleichung  stellt  in  gewissem  Sinne  oo*" 
Elemente  dai-,  nämlich  in  jedem  der  oc"  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  von 
n  Dimensionen  die  oo"  Elemente,  welche  man  erhält,  wenn  man  jp^,  .  .  .,  p„ 
auf  alle  möglichen  "Weisen  variiren  lässt.  Diese  Elemente  genügen  der 
Gleichung  (2),  da  die  Grössen  dz,  dx^,  .  .  .,  dx„  sämmtlich  null  sind. 

IL  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  n  der  Gleichung  (1)  analogen 
Relationen  hervor.  In  Nr.  23  werden  wir  sehen,  dass  man  in  diesem 
Falle  zu  einer  linearen  Gleichung  gelangt. 

ni.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  >i — 1,  n — 2,  ....  2  der  Glei- 
chung (1)  analogen  Relationen  hervor.  Man  findet  auf  diese  Weise  »i — 2 
Klassen  von,  wenn  man  sie  so  nennen  darf,  halblinearen  Gleichungen.  Lie 
giebt  an,  dass  es  ihm  gelungen  sei,  dieselben  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zuführen, indessen  war  es  uns  nicht  möglich,  nach  seinen  Andeutungen  den 
Beweis  zu  rekonstmiren^).  Die  Cauchy'sche  Methode  in  der  Form,  wie 
wir  sie  auseinandersetzen,  lässt  sich  direkt  auf  diesen  Fall  anwenden,  wie 
im  Falle  der  linearen  Gleichungen  (vgl.  Nr.   109). 

IV.  Die  Gleichung  (5)  geht  aus  einer  einzigen  der  Gleichung 
(1)  analogen  Relation  hervor.  Dies  ist  der  gewöhnliche  Fall  der  nicht 
linearen  Gleichungen. 

Einfacher  ausgedrückt,  kann  die  Gleichung  (5)  hervorgehen  aus  einer 
Relation  von  der  Form  (1"),  welche  I.  n  Constanten,  IL  n — 1  Constanten, 
III.  n — 2,  n — 3,  .  .  .,  1  Constante  linear  oder  endlich  IV.  gar  keine  Con- 
stante  enthält. 

15.    Überschüssige  Constanten. •^)  —  Es  kommt   häufig  vor,    sagt 


^)  Lie,  Zm-  Theorie  etc.  (Nachrichten  S.  485). 

-)  Lie,  Zur  Theorie  etc.  (Nachrichten,  S.  486—487). 

^)  Jacobi,  Vorlesungen  S.  475—4^1,  ist  beinahe  der  einzige,  der  sich  mit 
dieser  Frage  beschäftigt.  Er  behandelt  dieselbe  analytisch.  Wir  haben  es  für 
vortheilhaftor  und  deutlicher  gehalten,  unter  Benutzung  der  Fundamentalideen 
von  Lie  kurz  auf  die  Sache  einzugehen. 
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Jacob i,  dass  die  Recliaungen,  welche  zur  Aufsuchung  einer  vollständigen 
Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  dienen,  in  natürlicher  Weise 
dazu  nöthigen,  in  diese  Lösung  eine  Anzahl  von  Constanten  einzuführen, 
welche  grösser  ist  als  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen,  und  man 
würde  die  Symmetrie  der  Rechnung  zerstören,  wenn  man  eine  gewisse 
Anzahl  der  überschüssigen  Constanten  gleich  null  setzte.  Es  wird  übrigens 
angenommen,  dass  sich  diese  Constanten  nicht  dadurch  auf  eine  geringere 
Anzahl  reduciren  lassen,  dass  man  Funktionen  der  ersteren  als  neue  Con- 
stanten einführt.  In  diesem  Falle  ist  es  praktisch  am  besten,  die  über- 
schüssigen Constanten  als  Constanten  zu  betrachten,  welche  einen  speci- 
ellen  aber  gleichgültig  welchen  Werth  haben.  Ein  Beispiel  hierzu  wird  man 
weiter   unten   bei  der  Integration  von  Schläfli's  Gleichung  (§  12)  finden. 

Die  Art,  wie  Lie  die  partiellen  Differentialgleichungen  auffasst,  ge- 
stattet es,  die  Einführung  dieser  überschüssigen  Constanten  zu  erklären, 
wie  wir  an  einem  sehr  einfachen  Beispiel  zeigen  wollen.  Dieses  Beispiel 
wird  uns  .zugleich  Gelegenheit  geben  zu  zeigen,  dass  für  eine  und  dieselbe 
partielle  Differentialgleichung  mehrere  vollständige  einander  absolut  äqui- 
valente Integrale  existiren  können,  i) 

Eine  Fläche  zu  finden,  deren  Tangentialebene  mit  einer 
o-egebenen  Ebene  einen  constanten  Winkel  r  bildet.  Nimmt  man 
die  gegebene  Ebene  zur  a;^-Ebene  und  eine  Senkrechte  zu  dieser  Ebene  als 
^- Achse,  so  ergiebt  die  Aufgabe  die  Gleichung: 

1    +fi^V+    (4iV^=^oder=/o2       .     .     .     (1). 
^  V  (U  ]    ^    \  cly  j  cos-/-  ^  ^ 

Man  findet  leicht,  dass  die  Ebenen,  welche  durch  die  Gleichung 

s  —  c  =  Ax  -\-  By (2), 

^"  "^'^'^''^  A^  ^B-^  =  r~-\ 

ist,  dargestellt  werden,  der  Aufgabe  genügen.  Die  Gleichung  (1)  stellt  oo* 
Elemente  dar,  welche  mit  der  .^;y-Ebene  einen  Winkel  r  bilden;  die  Gleichung 
(2)  und  die  daraus  abgeleiteten 

p  =  Ä,     q  =  B (2') 

stellen  dieselben  oo^  Elemente  dar. 

Nimmt  man  an  Stelle  der  Gleichung  (2)  die   Gleichung 

z  —  c  =  A{x  —  a)  +  B{y  —  -b), (3), 

so  lässt  sich  diese  Gleichung  (3)  auf  die  Form  (2)  reduciren   und  sie  ge- 

2)  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  491—509,  beschäftigt  sich  mit  diesem  noch  nicht 
völlig  aufgeklärten  Gegenstande.  Man  vergleiche  weiter  unten  (§  32)  gelegent^ 
lieh  der  Methode  von  Lie  einige  der  Untersuchungen  von  Mayer,  auf  denen  die 
Auseinandersetzung,  welche  er  von  der  Methode  des  norwegischen  Geometers 
gegeben  bat,  beruht. 
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nügt  der  Gleichung  (1).  Man  kann  abor  die  Sache  anch  so  auffassen,  dass 
man  sagt,  diese  Gleichung  (3)  und  die  daraus  abgeleit«teu 

P  =  -^  <i  =  B (;i') 

stellen  oo-  mal  die  durch  (2)  und  (2')  dargestellten  oo '  Elemente  dar.  In  der 
That  hat  für  jeden  Werth  von  a  und  h  die  Gleichung  (3)  dieselbe  Aus- 
dehnung wie  die  Gleichung  (2). 

Die  Enveloppe  der  durch  die  Gleichung  (3)  unter  der  Bedingung 

^2  _|_  ßi  =  A;2  —  1 

dargestellten  Ebenen  ist  der  Kegel,  dessen  Gleichung  ist: 

{z  -  cy.  =  (&2  -  1)  [(X-  -  aY-  +  0/  _  l>f\  .     .     .     (4). 

Dieser  Kegel  ist  eine  Fläche,  welche  der  Aufgabe  genügt.  Betrachtet 
man  a  und  b  in  der  Gleichung  (4)  als  willkürliche  Constanten,  so  ist  es 
eine  vollständige  Lösung;  zusammen  mit  den  Gleichungen 

(2  —  c)p=^{r--  1)  {x  —  fl),  {z  —  c)(j  =  (^•2  —  ij  (//  —  h)     (4') 

stellt  die  Relation  (4)  die  oo-*  Elemente  der  Gleichung  (1)  dar.  Setzt  man 
aber  voraus,  dass  c  auch  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  stellen  die 
Gleichungen  (4)  iind  (4')  unendlichvielmal  dieselben  oo*  Elemente  dar. 

In  gewissem  Sinne  stellen  die  Gleichungen  (4)  und  (4')  x"'  Elemente 
des  Raumes  dar,  ebenso  wie  die  Gleichungen: 

^2  j^cl  =  (k-^  -  1)  [{X  -  aY  +  {y-  h)n      .     .     .     (5), 
zp  =  (Ä2  _  1)  {x  —  a),  zq  =  (Z;2  —  \)  {y  —  b)    .     .    (5'). 

Aber  die  oo^  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (5')  dargestellten  Elemente 
sind  sämmtlich  von  einander  verschieden  und  unter  ihnen  befinden  sich  nur 
00*,  welche  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt  werden,  nämlich  diejenigen, 
für  welche  d  =  0  ist.  Die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (4')  dargestellten 
Elemente  genügen  sämmtlich  der  Gleichung  (1),  aber  sie  sind  nicht  alle  von 
einander  verschieden;  es  sind  vielmehr  oo^-mal  die  co'*  Elemente  der  Glei- 
chung (1). 

Allgemein  stellt  jede  Gleichung 

F{z,x^,..  .,  Xn,  «1,  .  .  .,  a„,  rt„+i,  .  .  .,  a„^.,)  =  0     .     .     (6), 

welche  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung 

f{z,  x^,  .  .  .,  x„,  2h^  ■  ■  ;  Pn)  =  0 (7) 

ist  und  s  überschüssige  Constanten  enthält,    zusammen  mit  den  Relationen 

SF      .  8F  ^  f(,i\ 


8xi      '     ■"'     8z 
oo'-mal  die  o&2"  Elemente   der  Gleichung  (7)  dar.     Wir    setzen,    wohlver- 
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standen,  voraus,  dass  die  Relationen  (6)  und  (6')  die  Gleichung  (7)  zu  einer 
identischen  machen,  sonst  würden  in  (6)  nicht  s  überschüssige  Constanten, 
sondern  nur  eine  geringere  Anzahl  von  solchen  vorkommen. 

Insbesondere  existirt  ein  Fall,  in  welchem  es  immer  leicht 
ist,  in  eine  vollständige  Lösung  eine  überschüssige  Constante 
einzuführen.  Dies  ist  derjenige,  wo  die  Veränderliche  s  oder  eine  der 
Veränderlichen  xi  in  der  gegebenen  Gleichung  nicht  explicit  vorkommt.  In 
diesem  Falle  kann  man  offenbar  in  der  Lösung  ohne  AVeiteres  0  durch 
^  —  a,  Xi  durch  Xj  —  r/,-  ersetzen,    wo  a  und  ai  willkürliche    Constanten 

sind,  da 

dz    d{z — a)         dz    dz 

dx  dx      '      dxi  d{xi  —  ai ) 

ist.  Die  Constanten,  welche  in  dieser  Weise  in  Verbindung  mit  denjenigen 
unter  den  Veränderlichen,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung  nicht  explicit 
enthalten  sind,  auftreten,  werden  von  den  deutschen  Geometern  additive 
Constanten  genannt.  Eine  dieser  Constanten  variiren  ist  gleichbedeutend 
mit  einer  parallelen  Verschiebung  des  Systems  der  Elemente  der  Gleichung 
im  Räume.  Es  ist  klar,  dass  man  für  eine  Gleichung,  in  welcher  t  Ver- 
änderliche fehlen,  nur  eine  Lösung  mit  n  —  t  Constanten  zu  finden  braucht. 
Man  kann  nämlich  daraus  leicht  eine  Lösung  mit  n  willkürlichen  Constanten 
erhalten,  indem  man  t  additive  Constanten  einführt. 


Nachtrag  I.  zur  zweiten  Auflage. 

Allgemeine  Integrale  und  singulare  Lösungen. 

I.  Einleitende  Bemerkung.  In  dem  vorliegenden  Werke  haben  yäv 
den  Beweis  der  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  oder  des  allgemeinen 
Integralsystems  für  die  jDartiellen  Differentialgleichungen,  ebenso  das  specielle 
Studium  der  singulären  Lösungen  dieser  Gleichungen  fortgelassen,  weil  der 
eine  und  der  andere  Gegenstand  in  Wirklichkeit  der  allgemeinen  Theorie 
der  Funktionen  angehört.  Die  verschiedenen  Methoden,  die  wir  darlegen 
werden,  haben  zum  Zweck,  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen auf  diejenige  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zurück- 
zuführen,  deren  Integration  wir  als  möglich  voraussetzen. 

Für  diejenigen,  welche  die  Theorie  der  Integrabilität  der  gewöhnlichen 
oder  partiellen  Differentialgleichungen  sowie  die  Theorie  ihrer  singulären 
Lösungen  gründlich  studiren  wollen,  geben  wir  hier  einige  bibliographische 
Notizen. 

II.  Getvöhnliche  Differentialgleichungen.  Cauchy  hat  zuerst  die  Existenz 
des  allgemeinen  Integrals  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  oder  eines 
Systems  solcher  Gleichungen  bewiesen  und  zwar  1)  wenn  alle  Veränderlichen 
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als  reell  vorausgesetzt  werden,  in  seiuen  \  orlesungon  an  der  polytechnischen 
»Schule,  2)  spllter  (1835),  wenn  die  Verilnderliehen  imaginär  sind,  nach 
einer  andern  Methode,  in  einer  litliographirteii  Alihandlung.  (Jauchy  giehl 
selbst  diese  Hinweise  in  den  Coniptes  rendus  de  TAcadeniio  des  Sciences 
de  Paris,  1842,  t.  XIV,  S.  1020.  Die  lithogruphirte  Abhandlung  ist  in 
seinen  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  niatheniatique,  1840,  t.  1, 
S.   327 — 384  reproducirt  worden. 

Der  erste  Beweis  von  Cauchy  ist  in  dein  i<  1  dieser  Abhandlung 
kurz  wiederholt,  doch  findet  er  sich  in  keinem  Werke  des  Verfassers  voll- 
ständig. Wohl  aber  findet  man  ihn  in  dem  Calcul  integral  von  Moigno. 
leyons  20,  27,  2H,  :j3,  40,  41,  einem  Werke,  welches  bekanntlich  nach 
Cauchy's  Anleitung  geschrieben  ist. 

Unter  den  Autoren,  welche  diesen  ersten  Beweis  vereinfacht  oder  ver- 
vollständigt haben,  müssen  wir  in  erster  Reihe  nennen:  Gilbert  in  den 
drei  aufeinanderfolgenden  Auflagen  seines  Cours  d'analyse  infinitesimale 
(Paris,  Gauthier -Villars  1872,  1878,  1887;  vgl.  besonders  die  letzte  Auf- 
lage Kap.  46,  S.  521 — 539)  und  Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis  Bd.  2, 
1880,  Abschnitt  I,  Kap.  40.  Schon  vorher  hatte  Lipschitz  seinen  Beweis 
veröffentlicht  in  dem  Bulletin  des  scieuces  matheniatiques  et  astronomiques. 
1.  Serie,  Bd.  10,  S.  149 — 159.  Zu  erwähnen  ist  noch  eine  kurze  Note 
von  Peano,  Süll'  integi-abilitä  delle  equazioni  differenziali  di  primo  ordine 
(Atti  della  E.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  Bd.  21,  20.  Juni  1886). 
woselbst  die  Frage  in  einfacher  und  origineller  Weise  behandelt  ist,  ferner 
eine  umfangreiche  Abhandlung,  welche  in  den  Math.  Ann.,  1890,  Bd.  '>1, 
S.  182—228  veröffentlicht  ist. 

Der  zweite  Beweis  von  Cauchy  hat  zu  zahlreichen  Untersuchungen 
Veranlassung  gegeben,  deren  stets  wachsende  Bedeutung  von  Tag  zu  Tag 
in  der  Entwickelung  der  Analysis  infolge  der  Arbeiten  von  Fuchs, 
Poincare  und  vielen  anderen  sich  offenbart.  Wir  erwähnen  nur  einige 
Abhandlungen,  in  denen  es  sich  einzig  und  allein  um  die  Existenz  des 
Integrals  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  handelt. 
Briot  und  Bouquet  haben  einen  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes  gegeben 
in  ihren  Kecherches  sur  les  proprietes  des  fonctions  definies  par  des  6qua- 
tions  differentielles  (Zweite  Abhandlung,  1856,  Bd.  21  oder  36.  Heft  des 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique  S.  134 — 198;  vgl.  besonders  S.  136 — 146). 
Dieser  Beweis  ist  reproducirt  in  dem  zweiten  Buche,  Kap.  1,  ihrer  Theorie 
des  fonctions  doublement  periodiques  et  en  particulier  des  fonctions  ellip- 
tiques  (Paris,  Mallet-Bachelier,  1859)  und  in  dem  fünften  Buche,  Kap.  1, 
der  zweiten  Auflage  dieses  Werkes,  erschienen  1875  unter  dem  Titel: 
Theorie  des  fonctions  elliptiques  (Paris.  Gauthier-Yillars).  Keins  der  beiden 
Werke  enthält  die  in  der  ursprünglichen  Abhandlung  behandelten  Aus- 
nahmefälle; man  findet  dieselben  aber  in  einem  sehr  umfangreichen  Anhange 
(S.  401 — 464)  der  von  H.  Fischer    besorgten  deutschen  Übersetzung  der 
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ersten  Auflage  (Halle,  Schmidt,  1862),  Man  vergleiche  mit  der  Arbeit 
von  Briot  und  Bouquet  den  Bericht  von  Cauchy  (Comptes  rendus, 
1855,  Band  40,  S.  136 — 146)  und  mehrere  andere  Abhandlungen  des 
grossen  Geometers  in  demselben  Bande  der  Comptes  rendus. 

Der  Beweis  von  Briot  und  Bouquet  in  mehr  oder  weniger  modi- 
ficirter  Form  oder  analoge  Beweise  finden  sich  jetzt  in  vielen  Lehrbüchern 
der  Analysis.  Wir  erwähnen  besonders  das  gediegene  aber  zu  wenig  be- 
kannte Werk  von  Meray:  Nouveau  Precis  d'analyse  infinitesimale  (Paris, 
Savy,  1872)  Kap.  14,  15  und  16,  den  dritten  Band  des  Cours  d'Analyse  de 
l'Ecole  Polytechnique  von  Jordan  (Paris,  Gauthier- Villars,  1887)  Kap.  1, 
§  5  und  das  „Lehrbuch  der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen 
Variabein"  von  Königsberger  (Leipzig,  Teubner,   1889),  Kap.  1,  §  3. 

Von  den  wichtigsten  Abhandlungen  über  die  Frage  erwähnen  wir  die 
folgenden:    Weierstrass,    Über    die    Theorie    der   analytischen  Fakultäten 
(Crelle's  Journal  1856,    Bd.   51,  S.   1—60,    oder   Abhandlungen   aus   der 
Funktionenlehre,  S.  188 — 260,  Berlin,  Springer,   1886;  vgl.  besonders  den 
§  7);  Königsberger,  Der  Cauchy'sche  Satz  von  der  Existenz  der  Integrale 
einer  Differentialgleichung  (Crelle's  Journal,  fortges.  von  Kronecker  1889, 
Bd.  104,  S.  174  —  176),  endlich  zwei  wichtige  Abhandlungen  von  E.  Picard, 
1)  Sur  un  point  de  la  Theorie  generale  des  equations  differentielles  (Bulletin 
des  Sciences  mathematiques,  1887,  II.  serie,  Bd.  11,  1.  Theil,  S.  194 — 198), 
wo  er  beweist,    dass    ein  System    holomorpher   Differentialgleichungen    nur 
ein  System  holomorpher  Integrale  hat;    2)    Sur  la   convergence    des    series 
representant    les    integrales    des    equations    differentielles    (Ebenda,    1888, 
Bd.   12,  1.  Theil,  S.   148 — 156),  wo  er   den  Convergenzkreis  dieser  Eeihen 
weiter  ausdehnt,  als  wie  er  von  Briot  und  Bouquet  angegeben  worden  war. 
Diese  letztere  Arbeit  ist  um   so  bemerkenswerther,    als    der  Verfasser 
darin    das    erste    Cauchy'sche  Beweisverfahren    auf   Differentialgleichungen 
anwendet,    in   denen    die  Veränderlichen   imaginär   sind,    diese  Ausdehnung 
geschieht  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Darboux  AFz  =  AAz  F'{s  +   QAs) 
über  die  Zunahme  einer  Funktion  F{z)  einer  imaginären  Veränderlichen  s. 
III.    Partielle  Differentialgleichungen.     Man    verdankt  Cauchy    auch 
die  ersten  Untersuchungen    über    die  Existenz    der  Integrale  der  partiellen 
Differentialgleichungen.     Über  diesen  und  über  verwandte  Gegenstände  hat 
er  eine  grosse  Anzahl   mehr  oder  weniger  umfangreicher  Abhandlungen  in 
den  Bänden  14,   15  und  16  (1842,   1843)  der  Comptes  rendus  und  ander- 
wärts veröffentlicht.  Wir  erwähnen  besonders  die  drei  folgenden:   1)  Memoire 
sur  un  theorfeme  fondamental  en  calcul  integral  (Comptes  rendus,   Bd.  14 
S.    1020  — 1026;    Oeuvres    complfetes,    1888,    I  serie,    Bd.  6,    Nr.  167 
S.  461 — 467).    2)  Memoire  sur  l'emploi  du  calcul  des  limites  dans  l'inte- 
grations  des  equations  aux  derivees  partielles  (Comptes  rendus,  1842,  Bd.  15, 
S.  44 — 59);    8)  Memoire   sur   l'application   du   calcul    des  limites  ä  l'inte- 
gration  d'un  Systeme  d'equations  aux  derivees  partielles  (Ebenda,  S.  85  — 101). 
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Die  hauptsächlichsten  Arbeiten,  welche  seitdem  über  die  Frage  ver- 
öffentlicht wurden,  sind  die  folgenden: 

Darbe  ux:  Mt''moire  sur  l'existence  de  Tintt-grale  dans  les  »''quations 
aux  derivees  partielles  contenant  un  nombre  quelconque  de  fonctions  et  d<- 
variables  (Comptes  rendus,  1875,  1.  semestre.  t.  LXXX,  p.  101  — 104, 
317—319). 

M^ray:  1.  Sur  l'existence  des  integrales  d'un  Systeme  quelconcjue 
d'equations  diflerentielles,  comprenant  comme  cas  trös-restreint  les  ecjuations 
dites  aux  derivees  partielles  (Ebenda,  p.  389 — 393,  444).  2.  Demonstration 
generale  de  l'existence  des  integi-ales  des  equations  aux  derivees  partielles 
(Journal  de  niathematiques  pures  et  appliquees,  1880,  3.  Serie,  t.  VI, 
p.  235 — 266).  3.  Sur  la  convergence  des  developpements  des  integrales 
ordinaires  d'un  systfeme  d'equations  diflerentielles  totales  ou  partielles  (En 
collaboration  avec  M.  Riquier)  (Annales  de  l'Ecole  normale  superieure, 
3.  s^rie,  1889.  t.  VI,  p.  355  —  378;  1890,  t.  \U,  p.  23  —  88).  4.  Sur 
les  systfemes  d'equations  aux  derivees  partielles  qui  sont  döpourvus  d'intf^- 
grales,  contrairement  ä  toute  pi*evision  (Comptes  rendus,  1888,  1.  semestre 
p.  648  —  651)  mit  einer  Bemerkung  von  Darboux  p.  651 — 652,  in 
welcher  derselbe  angiebt,  dass  auf  diese  eigenthüraliche  Thatsache  schon 
früher  von  S.  von  Kowalevsky  hingewiesen  worden  ist. 

Sophie  von  Kowalevsky,  Zur  Theorie  der  partiellen  DiÖerential- 
gleichungen  (Crelle's  Journal,  fortgesetzt  von  Borchardt,  Bd.  80,  S.  1 — 32, 
8.  März  1875). 

Diese  wichtige  Arbeit  ist  ihrem  wesentlichen  Inhalt  nach  in  mehreren 
später  veröffentlichten  Werken  reproducirt  worden,  so  namentlich  in  dem 
3.  Kapitel  des  di-itten  Bandes  von  Jordans  Cours  d'Anal3'se,  sowie  in 
dem  1.  Kapitel  der  Le^ons  sur  les  equations  aux  derivees  partielles  von 
Goursat  (Paris,  Hermann,  1890).  Wir  haben  dieselbe  im  Anhange  mit 
gütiger  Erlaubniss  der  Verfasserin  vollständig  abgedruckt. 

IV.  Singulare  Lösungen.  Von  Leibniz  bis  Cauchy  ist  die  Theorie 
der  singulären  Lösungen  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differential- 
gleichungen Gegenstand  zahlloser  Untersuchungen  gewesen.  Dieselben  sind 
zum  gi'össten  Theile  kurz  wiedergegeben  in  dem  gewissenhaften  und  zu 
wenig  bekannten  Werke  von  L.  Houtain:  Des  Solutions  singuli^res  des 
equations  diflerentielles  (Auszug  aus  den  Annales  des  üniversites  de  Belgique, 
Bruxelles,  Lesigne,  1854,  ein  Oktavband  von  X  und  345  Seiten).  Fast 
alle  vorher  angeführten  Schriften  beschäftigen  sich  von  höherem  funktionen- 
theoretischen Standpunkte  aus  mit  diesem  Gegenstande. 

Im  Jahre  1873  veröffentlichte  Darboux  eine  Abhandlung:  Sur  les 
Solutions  singulieres  des  equations  aux  derivees  ordinaires  du  premier  ordre 
(Bulletin  des  sciences  mathematiques  et  astronomiques,  t.  IV.  p.  158 — 176), 
welche  in  der  geometrischen  Interpretation  dieser  Lösungen  eine  neue  Bahn 
eröfihete    und   in    derselben  Eichtuug  sich   bewegende  Untersuchungen  ver- 
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schiedener  Geometer,  besonders  von  Casorati  und  Cayley,  hervorrief.  Er 
hat  auch  die  analogen  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
bezüglichen  Fragen  in  einer  schönen  Arbeit  eingehend  u.ntersucht,  welche 
von  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  mit  einem  Preise  ausgezeichnet 
wurde  und  den  Titel  führt:  Memoire  sur  las  Solutions  singuliferes  des 
equations  aux  derivees  partielles  du  pi'emier  ordre  (Der  Akademie  einge- 
reicht am  29.  Mai  1876,  veröffentlicht  im  Jahre  1883  in  dem  27.  Bande 
der  Memoires  des  savants  etrangers,  Nr.  2,  p.  1 — 243,  in  4*^).  Es  ergiebt 
sich  aus  diesen  schönen  Untersuchungen,  dass  die  Beziehungen  zwischen  den 
singulären  Lösungen  und  den  vollständigen  Integralen,  wie  solche  in  dem 
vorliegenden  Werke  nach  Lagrange  und  Jacob  i  auseinandergesetzt  werden, 
die  Existenz  vollständiger  Litegrale  von  solcher  Form  voraussetzen,  dass 
man  auf  sie  die  Rechnungen  der  Nr.  6 — 8,  10 — 13  anwenden  kann.  Man 
findet  einen  ausführlichen  Auszug  aus  den  Untersuchungen  Darboux's  in 
dem  10.  Kapitel  der  oben  erwähnten  Legons  von  Goursat. 


I.  Buch. 

Methode  von  Lagrange  und  Pfatt*. ') 


1.  Kapitel. 
Lineare  partielle  Differeiitialgleicliuii^eii.') 

§  5.      Lineare   ^jar^ie/Zc    Dlfferentiälgleichunyeii    mit     zwei    unabhängigen 
Veränderlichen. 

16.  Entstehung  dieser  Gleichungen.  —  Es  seien  ?f  und  v  zwei  ge- 
gebene Funktionen  der  A'eränderlichen  .t\  y,  z  und 

F{ri,   v)  =  ^ (1) 

^)  Wir  trebon  in  diesem  ersten  Buche  nicht  nur  die  Arbeiten  von  Lagran^je 
und  Pfaff,  sondern  auch  die  ersten  Abhandlungen  von  Jacobi,  welche  die 
Untersuchungen  jener  beiden  Geometer  mit  einander  in  Zusammenhang  bringen, 
kurz  wieder. 

■0  Die  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  rührt  im 
Wesentlichen  von  Lagrange  her,  der  sie  unter  verschiedenen  Formen  in  den 
„Abhandlungen  der  Berlinfir  Akademie"  vom  Jahre  1779  und  1785,  in  den  Lo(;'on.s 
sur  la  theorie  des  fonctions,  Leron  20,  und  in  der  Theorie  des  fonctions  analy- 
tiques,  Kap.  XVI  des  ersten  Theiles,  auseinandergesetzt  hat.  Über  die  wahre 
Tragweite  des  hier  dargelegten  Integrationsverfahrens  vgl.  man  den  §  I  der  Ab- 
handlung von  Jacobi:  Dilucidationes  etc.  (Crelle's  Journal,  Bd.  23).  Im  Grunde 
genommen  wird  nur  der  Zusammenhang  festgestellt,  welcher  zwischen  der  Theorie 
der  linearen  simultanen  Differentialgleichungen  und  derjenigen  der  partiellen 
Differentialgleichungen  besteht.  Bei  unserer  Darstellun<r  haben  wir  uns  gehalten 
an  diejenige  von  Serret,  Calcul  integral,  p.  599—608,  Boole,  A  treatise  etc., 
p.  324—335,  Suppl.  p.  56  —  69,  und  (Gilbert  (Vgl.  die  letzte  Note  zu  Nr.  20). 
In  dem  Nachtrag  II  am  Schlüsse  dieses  Kapitels  legen  wii-  eine  andere  im  Wesent- 
lichen von  Cauchy  entlehnte  Methode  dar.  Wir  haben  im  .lahre  1881  in  den 
Annales  de  la  societe  scientifique  de  Bruxelles,  t.  V,  p.  17—33  unter  dem  Titel: 
Notes  sur  les  equations  aux  derivees  partielles  eine  kleine  Abhundlun»  veröffent- 
licht, von  der  man  insbesondere  S.  17—22  vergleichen  möge. 
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irgend  eine  Beziehung  zwischen  diesen  Funktionen.     Dann  besteht  zwischen 
X,  y,  z  und  den  partiellen  Ableitungen  von  s  nach  x  und  y 


P 


dz 
dx' 


dz 
dij 


eine    Relation,    welche  von    der   Form   der  Gleichung  (1)  unabhängig  und 
linear  in  Bezug  auf  ^j  und  q  ist. 

Zum  Beweise  differentiiren  wir   die  Relation  (1)  nach  x  und  y.    dies 


giebt : 


SF  (8u     ,     8u      \      .     8F  iSv      ,     8v      \  ^ 


8u  \8x 
8F  I8u 
8 


F  (8u     .     8u      \     .     8F  I8v      ,     8c     \  ^ 

ir<[8[i   +   Tz  '^j    +    ö7  [sy   +   ^  ^)   =  ^- 


Hieraus    ergiebt   sich ,    wenn    mau    die    Ableitungen    von  F  nach  u  und  v 
eliminirt : 


d.  h. 


8u  ^1  8u  8u  ,  8u 

8x  '^  8z  ^^'  8y  ~^  Sz  ^ 

8v  .  8f  8v  ,  8v 

8X  +  8l  ^''  8if  +  81"^ 


=  0, 


8u 

8u 

8u     8u 

Su 

8u 

8x' 
8v 

8v 

+  P 

8  z'     81/ 
8c     8c 

+    Q 

Sx' 
8c 

8z 
8v 

8x' 

8y 

8z'    8>j 

8x' 

8z 

=  0, 


oder   auch ,    wenn    man   die   Bezeichnung    der   Functionaldeterminauten  an- 
wendet: 

8  (»■  c)  8{i(,  v)   8iu,  c) 

^'    8[v,  ^)    "^   '^    8{z,x)  ~   8{x,  yY 

Wir  schreiben  diese  Gleichunsf  in   der  abcrekürzten  Form: 


indem  wir  setzen: 

X  = 


Xp  -\-  Yfi  =  Z 
8  (m,  v)      , ,  8  {u,  v) 


Z  = 


ö  (»,  v) 


8(y,zy    ^  8{z,xy    "  8{x,yy 


(2), 


17.    System    von     simultanen    gewöhnliehen    Differentialglei- 
chungen, welches  der  Gleichung  (2)  entspricht,  i)    Den  Eigenschaften 


der  Determinanten  zufolge  hat  man: 


^)  Bei  Gelegenheit  der  Gleichungen  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen 
legen  wir  dieselbe  Sache  mit  noch  grösserer  Benutzung  der  Determinanten  dar. 
Der  Leser  mag  urtlieilen,  welche  von  diesen  beiden  Darstellmigen  den  Vorzug 
verdient. 


Aequivalentes  System  gewöhnlicher  Differentialgleichun>;en. 
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Su 

Su      Su 

Sr      8v      8v 

dx' 

öj/ '   dz 

d.r'    Si/'    Sz 

Su 
Sx' 

Su      Su 

0, 

Su      Su      8u 

d.r'    a»/'    S: 

= 

Sv 

Sc      Sv 

de      dl-      Sc 

oder  auch: 

Sx' 

Sy'    Sz 

Sx'    8y'    Sz 

-V  ::■  + 

''T.  +  '-t-" 

X  ^^ 

Sx 

+ 

^■z 

+  ^  {l  = 

0 

=  ü. 


13). 


(4) 


Aus  diesen  Gleichungen  geht  hervor,  dass  die  Relationen 

u  =  (i,        r  =  b, 
wo  a  und  b  Constanten  sind,  ein  Integralsystem  der  Gleichungen 

dx    dy    dz 

~X        r  ~   z~ 

bilden. 

Man  kann  diese  Bemerkung  auch  noch  anders  ausdrücken,  indem  man 
sagt,  die  Gleichungen 

dx 

dz 
dx 
haben  zum  Integralsvstem : 

u  =  a,     V  ^  b 
oder  auch 

F^  (m,  v)  =  A,     F^  («,  v)  =  B 


Y  = 
Z  = 


X 


(5). 
(6), 


wo  A  und  B  neue  willkürliche  Constanten  sind  und  F^  und  F.^  irgend- 
welche Funktionen  bezeichnen.  In  der  That  kann  man  die  Gleichungen 
(5)  aus  den  Gleichungen  (6)  und  umgekehrt  ableiten.  Man  kann  auch 
direkt  beweisen,  dass  die  Differentiale  dF^,  dF^  identisch  Null  sind,  wenn 
man  das  Bestehen  der  Relationen  (3)  und  (4)  voraussetzt.  Aus  F^  =  A 
leitet  man  nämlich  mit  Hülfe  von  (4)  und  (3)  her: 

8F.  (Su    ,      ,    du    ,      ■    Ö't     ,   \    ,     SF.  iSo   j      .     dv    ,      i    dr 
Su    \8x         '    Sy    '^        dz       J    '     äv  \Sx  ^"     '^ 


d.   h. 


SF\/8u   Y  _|_  ^  Y  4-  ^'^    y\    ■    dF, 
Su    \Sx  ^    ~^  dy        "■     dz       I  ~^    8v 


Sv 


dr 


dz 

de 


dx^-^'dy   ^+  dz 


=   0 


0  =  0. 


Umgekehrt,  wenn  u  =  a,  v  =^  b  verschiedene  Integrale  des  Systems 
(4)  sind,   in  welchem  X,  F,  Z  irgendwelche  Funktionen  von  x,  y,  z  sind, 
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d.  h.  wenn  die  Relationen  (3)  existiren,  so  ist  jede  Gleichung 

F{u,  V)  =  0 (1) 

zwischen  den  Funktionen  ii  und  v  eine  Lösung  der  Gleichung 

Xp  -\-  Yq  =  Z. 
Man  erhält  nämlich  ans  der  Gleichung  (1): 

SF    Öu^     .      SF    Sv^    .     ^    I8F    Su^  SF    8i'  \  ^^  ^ 

8F    8i<^     .      SF    8i^    .     ^     i8j^    Su^     .      8F    8i^\   ^^ 
J^  ~8y    ~^     8v     8y    ~^    '^   \8n     Sz     "^     Sr     8z  j 


§1 

Su 


H    ~8z     '^     Sr     Sz  \8u     8z     "^     Sv     Sz  j 


Multiplicii-t  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  A',  Y.  Z  und  addirt  sie 
dann,  so  erhält  man: 

Zufolge  der  Gleichungen  (3)  ergiebt  sich  hieraus 

Xp+    Yq  =   Z, 

wodurch    der    Satz    bewiesen   ist.     Dieser   Schluss  würde  jedoch  eine  Aus- 
nahme   erleiden,    wenn    man    die    Relation  (1)  derart    gewählt    hätte,    dass 

— -  =  —   —    +   —    -— ,  der  Coefficient  von  Xp  4-  Yq  —  Z  in  der  vor- 
der Su     Sz   ^    Sv    Sz'  1     \        ± 

letzten  Gleichung,  beständig  Null  wäre.  In  diesem  Falle  aber  würde  die 
Relation  (1)  z  gar  nicht  enthalten,  ein  Fall,  der  offenbar  ausgeschlossen  ist. 
Somit  entsprechen  sich  die  partielle  Gleichung  (2)  und  die  simultanen 
Gleichungen  (4)  in  bemerkenswerther  Weise.  Zwei  Lösungen  (6)  der  Glei- 
chung (2)  von  der  Form  (1)  geben  unmittelbar  das  Integi'alsystem  der 
Gleichungen  (4),  und  umgekehrt  führt  das  Integralsystem  (5)  der  Gleichungen 
(4)  unmittelbar  zu  einem  Integral  (1)  der  Gleichung  von  der  Form  (2). 
Wir  werden  sehen,  dass  jede  Lösung  der  Gleichung  (1)  übrigens  nothwendig 
von  dieser  Form  ist,  wodurch  die  Lösung  der  Gleichungen  von  der  Form 
(2)  vollständig  auf  diejenige  der  Gleichungen  von  der  Form  (4)  und  um- 
gekehrt zurückgeführt  wird. 

18.  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit   zwei  unabhängigen  Veränderlichen.    —    Es  sei 

Xp  -{-  Yq  =  Z 


Integration  der  part.  Differentialgleichungen  mit  zwei  Veränderlichen.      35 


eine  lineare  partielle  Differeutiiilgleichung.     Weini  m  =  a,  v  =  b  Lösungen 
des  Systems 

iLi    dl/  ds 

H   ~    Y   ~  Z 
sind,  so  dass  mau  identisch   hat: 


^t+^%+ '■':.-'> 


x-^+Yi  +  zi  =  .\ 


Sv 
Sx 


(3), 


so  kann  man  schreiben: 


^  .  Sjuyv)   ^^    Y  .  ^  (">  0  ^  ;^ 


«(«,  V) 


=   i»f , 


Ä(/y,  z)  ■  S{z,  X)  ■  S{x,  y) 

wo  M  den   gemeinschaftlichen  Werth    dieser    drei    identisch    gleichen  Ver- 
hilltnisse  bezeichnet. 

Die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  kann  demnach  in  die  Form 
gebracht  werden: 

V  *(//,-)    ^    '  8{z,x)  8{x,y)\  —  ^ 

oder  nach  und  nach: 

iu     du     8u 

8v     Sv    dv 
Sx'  Sy^  Sz 


M 


0 
Sic 


0 


—  1 


_,  Su  öii  j^  Si(  Sil 

S~v  "+"  ^^  öl'  ^  +   '^  Ä^'  Sl 

Sv  Sv  ^1  5r  Ar 

Sx  "*"  -^^  dr'  ^  +   ''  Sz'  8z 


oder  mit  Veränderung  der  Zeichen : 


M 


du 

du 

dx' 

dy 

dv 
di' 

dv 
dy 

Man    kann    somit    der    gegebenen  Gleichung    auf  zwei    Arten  Genüge 
leisten,  einmal,  indem  man 

M  =  0, 
das  andere  Mal,  indem  man 

u,  V 


D 


X,  y 


0 
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setzt,  Nacli  einer  Eigenschaft  der  Functionaldeterminanten  i)  ergiebt  sich 
aus  der  letzteren  Bedingung,  dass  jede  Lösung  der  gegebenen  Gleichung 
von  der  Form  ist  2): 

F{u,  v)  =  0, 

wofern  nicht  die  Gleichung  M  =  0  eine  Lösung  giebt,  die  nicht  in  dieser 
Relation  enthalten  ist.  Der  vorhergehenden  Nummer  zufolge  ist  übrigens 
jede  Relation  von  der  Form  F(u,  v)  =  0  eine  Lösung. 

19.  Bestimmung  der  willkürlichen  Funktion;  geometrische 
Deutung.  —  Wegen  der  willkürlichen  Form  der  Funktion  F  kann  man 
der  Lösung  eine  Bedingung  auferlegen  wie  die  folgende:  Für  x  ==  x^ 
soll  zwischen  1/  und  s  eine  gegebene  Relation 

w{9/,z)  =  0 (8) 

bestehen.  Setzt  man  in  den  Funktionen  n  und  v  x  =  Xq,  so  erhält  man 
für  diesen  Werth  Xq: 

u  =  ii^{y,g) (9) 

«^  =  «'0  (^'  ^) (10). 

Eliminirt  man  y  und  ^  zwischen  diesen  drei  Gleichungen,  so  sei 

F{u,  v)  =  0 (11) 

das  Resultat  dieser  Elimination,  derart,  dass  man  umgekehrt  (8)  aus  (9), 
(10),  (11)  durch  Elimination  von  m  und  f  ableiten  kann.  Offenbar  genügt 
die  Relation  (11)  der  gegebenen  Gleichung  und  der  gegebenen  Bedingung, 
denn  macht  man  darin  x  ==  Xq,  so  reducirt  sie  sich  auf  (8). 

')  Baltzer,  Determinanten,  §  XIII,  Nr.  3,  S.  114. 

-)  Lagrange  hat  diese  Bemerkung  nur  in  seiner  Abhandlung  vom  Jahre 
1785  bewiesen.  In  seinen  andern  Schriften  über  diesen  Gegenstand  vor  und  nach 
dem  Jahre  1785  nimmt  er  sie  stillschweigend,  ohne  sie  zu  beweisen,  an.  Die 
Form,  die  wir  dem  Beweise  gegeben  haben,  ist  Ph.  Gilbert  entlehnt  (Annales 
de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles,  1885,  t.  IX,  p.  41 — 48:  Sur  Vintegration 
des  tquations  lincaires  aux  derivces  partielles  du  premier  ordre),  der  auf  die  Existenz 
der  durch  den  Faktor  M  gegebenen  Lösungen  aufmerksam  gemacht  und  damit 
eine  räthselhafte  Stelle  in  den  Dilucidationes  von  Jacobi  (Am  Schlüsse  des  §  3, 
Ges.  Werke,  IV,  S.  169)  klargelegt  hat.  Das  Verfahren  von  Lagrange  (Memoire 
von  1785,  Nr.  3  und  4)  hätte  zur  Entdeckung  des  Faktors  31  führen  können, 
denn  dieser  Faktor  ist  beim  Übergange  von  der  ersten  zur  zweiten  Gleichung 
der  Nr.  4  ohne  Grund  weggelassen.  Ph.  Gilbert  hatte  schon  früher  auf  die 
Unzulänglichkeit  der  üblichen  Art  der  Auseinandei'setzung  hingewiesen  in  einer 
kleinen  Abhandlung:  Sur  les  integrales  des  equations  lincaires  aux  derivees  par- 
tielles du  Premier  ordre  (Annales  de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles,  1880,  t. 
IV,  2.  partie,  p.  273—276).  J.  Co  ekle  (Educational  Times,  1880,  XXXIII,  p.  19—20) 
war  ebenfalls  auf  die  Lösung  x  -\-  y  ~{-  z  =  0  der  partiellen  Differentialgleichung 
(x  -\-  ij)  (l  -{-  p  -^  1)  -{-  2p  =  0  gestossen,  welche  nicht  in  dem  allgemeinen  Inte- 
grale enthalten  ist  und  die  gegebene  Gleichvmg  nicht  identisch  befriedigt  (vgl. 
Nr.  20,  Beispiel  VI).  Um  den  Einwürfen  von  Gilbert  zu  begegnen,  haben  wir  die 
im  Nachtrag  II  dargelegte  und  oben  (Nr.  16,  Anm.  2)  erwähnte  Methode  veröffent- 
licht. 
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Man  kann  iiucli  andere  Bedingungen  als  die  eben  angegebene  vor- 
schreiben; um  dieselben  leichter  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  die  oben 
angegebene  Lösung  geometrisch  deuten.     Die  Gleichung 

Xp-^  Yrj  =  Z (2) 

drückt  eine  Eigenschaft  der  Tangentenebene  der  durch  die  Gleichung 

F{u,  V)  =  0 (1) 

dargestellten  Flüche  aus.  Diese  Fläche  wird  offenbar  erzeugt  durch  die 
Kurten,  deren  Gleichungen  sind: 

u  =  a,     V  =  b (5) 

und  die  der  durch  die  Relation 

F{a,  6)  =  0 (12) 

ausgedrückten  Bedingung  unterworfen  sind.  Man  kann  nun  verlangen,  dass 
diese  Fläche  durch  eine  gegebene  der  //.j'-Ebene  parallele  Kurve 

X  =  Xq,  io{y,z)  =  0, 

wie  wir  es  oben  gethan  haben,  oder  durch  eine  beliebige  Kui-ve  hindurch- 
geht, deren  Gleichungen  sind 

oder  dass  sie  eine  gegebene  Fläche  berühre,  oder  dass  sie  einer  beliebigen 
andern  derartigen  geometrischen  Bedingung  genüge.  In  jedem  besonderen 
Falle  leitet  man,  sobald  man  die  analytische  Bedingung  (12)  hat,  daraus 
unmittelbar  die  Gleichung  der  Fläche  her.  Man  ersieht  hieraus,  dass  die 
Bestimmung  der  Form  von  F  eine  Frage  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  ist. 

20.  Beispiele.  /.  Gleichungen  der  Cglinderflächen.^)  Die  Cylinder- 
flächen,  deren   Erzeugende  der  Geraden 

X  =  az  -\-  a',    y  =  bz  +  b' 

parallel  sind,  haben  zur  endlichen  Gleichung 

X  —  az  =  cp{y  —  bz) 

und  somit  als  partielle  Differentialgleichung: 

ap  -\-  bq  =   1. 

Umgekehrt  geboren  diese  Gleichungen  nur  Cylinderflächen  zu.  Dies 
ist  klar  in  Bezug  auf  die  erste.  Die  zweite  hat  die  erste  zum  Integi'al, 
denn  das  entsprechende  System  von  simultanen  Gleichungen 

')  Wir  geben  diese  elementaren  Beispiele  der  Vollständigkeit  halber.  Im 
Nachtrag  III  integriren  wir  die  Gleichungen  der  Regelflächen  in  fast  allen  Fällen 
durch  Reduction  auf  lineare  Gleichungen  erster  Ordnung. 
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dx  dy  dz 

«T  T  T 

führt    unmittelbar    zu    der    folgenden  Gleichung   der  Erzeugenden,    welche 
einer  gegebenen  Richtung  parallele  Geraden  sind: 

X  —  az  =  a',     y  —  hz  =  h'. 

Die  partielle  Differentialgleichung  der  Cylinderflächen  drückt  aus,  dass 
die  Tangentialebene  parallel  der  Richtung  der  Erzeugenden  ist.  Die  Glei- 
chung Jf  =  0  führt  zu  nichts. 

II.  Gleichungen  der  Kegelflächen.  Die  Kegelflächen,  deren  Spitze  der 
Punkt  (a,  b,  c)  ist,  haben  zur  endlichen  Gleichung: 


X- 


-:=^(^). 


und  zur  partiellen  Differentialgleichung 

p (x  —  a)  -\-  q{y  —  b)  =  z  —  c. 

Liegt  die  Spitze  im  Coordinatenanfangspunkt,  so  nimmt  diese  Gleichung 
die  einfachere  Form  an: 

z  =  2'>x  +  qy. 

Man  findet  ohne  Mühe,  dass  diese  letztere  Gleichung,  welche  ausdi'ückt, 
dass  die  Tangentialebene  an  die  Kegelfläche  durch  die  Spitze  geht,  aus- 
schliesslich den  konischen  Flächen  zugehört  oder,  anders  ausgedrückt,  dass 
die  partielle  Differentialgleichung  die  oben  angegebene  endliche  Gleichung 
zum  Integral  hat.  Die  Gleichung  M  =  0  giebt  die  nichtssagende  Glei- 
chung 2;  =  c. 

III.  Gleichungen  der  Conoidflächen.  Nimmt  man  die  geradlinige 
Direktrix  zur  5" -Achse  und  die  Richtungsebene  zur  a:;^-Ebene,  so  findet  man 
als  endliche  Gleichung  der  Conoidflächen 

'  =  "P  (f) 
und  als  partielle  Differentialgleichung 

px  -\-  qy  =  0. 

Diese  drückt  aus,  dass  die  Berührungsebene  die  Erzeugende  enthält,  welche 
durch  den  Berührungspunkt  hindurchgeht.  Integrirt  man  diese  Gleichung, 
so  kommt  man  auf  die  endliche  Gleichung  zurück,  was  beweist,  dass  die 
partielle  Differentialgleichung  nur  den  Conoidflächen  zugehört.  Die  Glei- 
chung iJf  =  0  ergiebt  keine  Lösung. 

lY.  Rotationsflächen.  Man  kann  eine  Rotationsfläche  als  den  Ort  eines 
beweglichen  Kreises 

^2   +   y2   4-   ^2    =    „^ 

a;  cos  a  -|-  y  cos  ß  -{-  z  cos  y  =  b 


Beispiele. 
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betracht^'n,  dessen  Ebene  zu  der  durch  die  Cosinus  cos  a,  cos  ^,  cos  ^  be- 
stimmten Richtung  senkrecht  steht,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Rotations- 
achse diese  Richtung  hat  und  durch  den  Coordinatenaufangspunkt  hin- 
durchgeht.    Die  endliche  Gleichung  der  RotatiousHilchen  ist  somit: 

X  cos  a  -{-  II  coi>  ß  -\-  z  cos/  =  (p  [x-  -j-  //-'  -|-  z*). 

Wenn  man  nach  ./•  und  //  ditfei'entiirt  und  überdies  noch  eine  identische 
Gleichung  der  Symnietrie  wegen   mit   hinschreibt,  erhält  man: 

cos  a  -{-  p  cos  /  =  2qp'.  (x  -\-  pz), 
cos  /S  -|-  q  cos  y  ==  2(p'.  (y  -f-  qz), 
cos/  —    cos/    =  2(p'.  {z  —  z). 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 


P,  3,  —  1 

X  4-  pz,     !f  -{-  qz,     z  —  z 
cos  a,  cos  ß,        cos  / 


=  0, 


oder  wenn  man  die  erste  Zeile  mit  z  multiplicirt  und  dann  von  der  zweiten 
subtrahirt: 

P,  ^,        —  1 


X, 


y^ 


cos  a,     cos  ß,     cos  / 


=  0. 


Dies   ist    die    partielle    Differentialgleichung    der  Umdrehungsflächen.     Man 
kann  dieselbe  auch  schreiben: 

p  {y  cos  /  —  z  cos  ß)  -{-  2  (^  cos  a  —  x  cos  y)  ^^  xqo%  ß  —  y  cos  a. 

Von  dieser  Gleichung  kann  man  leicht  wieder  zu  der  endlichen  Glei- 
chung der  Rotationsflächen  gelangen.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  das  Hülfs- 
svstem  zu  integi-iren: 


dx 


dy 


dz 


y, 

cos  ß,      cos  / 


cos/, 


X 

cos  a 


X,         y 
cos  a,     cos  ß 


Diese  drei  Verhältnisse  sind  den  folgenden  gleich,  in  denen  die  Nenner  und 
infolgedessen  auch  die  Zähler  Null  sind: 


xdx  -\-  ydy  -\-  zds 


cos  adx  +  cos  ßdy  -\-  cos  y dz 


X,  y,  z 

X,  y,  z 

cos  a,     cos  ß.     cos  / 


cos  a, 

X, 

cos  a, 


cos  ß, 

y^ 

cosy9, 


cos/ 

s 
cos/ 


40  Methode  von  Lagrange  und  Pfaff.  [Nr.  20—21] 

Die  Relationen 

xdx  -\-  ydy  -\-  säz  =  0, 

cos  adx  -\-  cos  ßdy  -{-  cos  yds  =  0 
geben  unmittelbar  die  Integrale  des  Hülfssystems : 

^'  +  2/'  +  ^'  =  «, 
ic  cos  a  +  ^  cos  ^  +  ^  cos  /  =  & 

und  somit  ist  das  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung: 

a;  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos;/  =  9?  (^^  +  1/^  +  z-). 

Die  Gleichung  M  =  0  giebt  keine  Lösung. 

Die  partielle  Differentialgleichung  drückt  aus,  dass  die  Normalen  längs 
eines  Parallelkreises  der  Fläche  die  Rotationsachse  in  einem  und  demselben 
Punkte  ti'effen.i) 

F.   Orthogonale  TrajeJctorien.-)     Wenn 

F{x,  y.  z,  Ji)  =  0 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  eine  Schaar  von  Flächen  darstellt,  die  den 
verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechen,  so  ist  die  Gleichung 

SF  SF  8F 

^  8x    ^   ^  öu    ~    Sz 

die  Bedingung  dafür,  dass  eine  andere  Fläche,  deren  Berührungsebene  die 
Richtungscoefficienten  jj,  q,  —  1  hat,  zu  ihr  normal  ist.  Eliminirt  man  k 
zwischen  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  so  ist  die  resultirende 
Gleichung  die  partielle  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien 
der  gegebenen  Fläche.  Diese  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  von  der  ersten 
Ordnung. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  Ellipsoide : 

o  •>  o 

^  -^  ¥  ^  -^  —  ^- 
Die  partielle  Differentialgleichung  der  orthogonalen  Trajektorien  ist: 


X     j^       y    z 

—2   +  a^2  —  -^ 


')  Wenn  wir  nicht  irren,  hat  Monge  zuerst  die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  gegeben.  Siehe  seine  Feuilles 
d' Analyse  appliquce  ä  la  gcometrie,  ä  Vusage  de  VEcole  polytechnique,  publiees  Ja 
premiere  annee  de  cette  ecole  {an  III  de  In  Bepuhlique)  Nr.  4,  5  und  6,  sowie  alle 
Lehrbücher  über  Infinitesimalrechnung. 

-)  Lagrange,  Abh.  d.  Berliner  Akad.,  1785,  S.  188.  Nr.  15;  Oeuvres,  V, 
p.  560. 
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Man  findet  unmittelbar  als  allgemeinas  Integral 

und  21  =  0  giebt  die  evidente  Lösung  ^  =  0. 
VI.  Die  Gleichung 

{x  +  y)  (1  -f-  iv  +  q)  +  -p  =   0 

führt  zu  den  Hülfsgieichungen: 

dx  chj  —  dz 

•«-•  +  y  +  2  X  +  u         .K  +  y  ' 

Dieselben  besitzen   zum   allgemeinen  Integralsystem:  u  =  a,  y  =  ^,  wo 

u  =  1/  +  z,     V  =  log  (x-  -f  y  +  ^)  +    ^  _j_  ^  _^  . 

ist.  Der  Faktor  31  ist  gleich  (x  -\-  y  -\-  z)-  und  giebt  die  singulare  Lösung 
X  -{-  y  -\-  z  =  0,  die  nicht  in  dem  allgemeinen  Integral  v  =  (p  (ii)  ein- 
halten ist  (Co ekle). 

21.     Über    einige    Gleichungen,    welche    man    linear    machen 
kann.')  —  I.  Es  sei  zunächst  die  Gleichung  gegeben: 

xfi  {p,  Q,s-px  —  qy)  +  yfo  (P,  q,  z  —px—  qy)  +  f^  {p,  q,  z  —px  -  qy)  =  0. 

Setzt  man: 

II  =  z  —  px  —  qy, 
so  ist: 

du  =   —    xdp  —  ydq, 

und  somit,  wenn  mau  p  und  q  als  unabhängige  Veränderliche  nimmt: 

du  du 

dp  dq  ' 

Mithin  geht  die  (lleichung  über  in: 

-^  fi  0,  q,  u)  +  ^*  /;  {p,  q,  ti)  =  u  iih  q,  «0- 


*)  Lagrange,  Abb. d.Berl.Akad.  1774,  Oeuvres,  t. IV,  Nr.53,  p.  83;  Lacroix, 
t.  II,  p.  558,  t.  in,  p.  708.  Chasles,  Rapport  sur  les  progres  de  la  geometrie, 
p.  90 — 91,  Paris  1870,  erwähnt  verschiedene  Arbeiten  über  die  Gloichungon  dieser 
Art.  deren  Entdeckung  er  Monge  zuschreibt.  Siehe  überdies  eine  Bemerkung 
von  Orloff,  Bulletins  de  Bruxelles,  2.  s6rie,  t.  XXXIII,  p.  113—122,  ferner  Lie, 
Mathem,  Annalen,  Bd.  5,  S.  159,  der  eine  Deutung  derselben  auf  Grund  der 
neueren  Geometrie  giebt.  ]\Ian  nennt  die  hier  ausgeführte  Transformation  zu- 
weilen die  Legen dre'sche  Transformation,  obwohl  die  erste  Idee  davon  Leibniz 
zukommt,  Plücker  beschäftigt  sich  mit  der  geometrischen  Interpretation 
der  Legen dre'schen  Transformation  in  seinen  analytisch-geometrischen  Ent- 
wickelungen  (Essen,  1831)  S.  265  und  in  Crelle's  Journal,  Bd.  9,  S.  124—134. 
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Da  diese  linear  ist,  so  kann  man  das  Integral  derselben  finden.  Aus  diesem 
Integral  erhält  man  die  Werthe  der  Ableitungen  nach  p  und  q;  man  setzt 
dieselben  gleich  x  und  y  und  elimiuirt  sodann  zwischen  den  so  erhalteneu 
Gleichungen  und  u  =  z  —  iix  —  qy  die  drei  Grössen  i«,  p  und  q. 

Diese  Methode  vereinfacht  sich  im  Falle  der  schon  oben  (Nr.  9)  unter- 
suchten Clair aufsehen  Gleichung: 

s  =  px  +  qy  +  f{p,  q), 

welche  nicht  zu  einer  partiellen  Differentialgleichung,  sondern  zu  der 
Gleichung 

'"  =  f(p,  a) 

führt.     Man  setzt 

p  ^  a,     q  =  h,     u  =  f(a,  b), 
woraus  sich  ergiebt: 

du  =  0,     ä})  ^0,     äq  =  0. 

Somit  ist  die  Relation  du  =  —  xdp  —  ydq  erfüllt.  Man  findet  übrigens 
als  vollständiges  Integral: 

^  =  ax  +  %  +  f{c,  b), 

II.  Es  sei  zweitens  die  Gleichung  gegeben: 

xf^iy,  p,  z  —  px)  =  qf.-.  (y,  p,  s  —  px)  —  f^  [y,  p,  z  —  px). 

Setzt  man 

u=  z  —  px, 
so  wird 

du  =  qdy  —  xdp 

du  du  

%  —  '''     d^  —  ~  ^' 

somit  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

^  fiiy,  p,  «)  +  ^  fo {y>  P'  m)  =  fsiy,  p,  w), 

und  die  Integration  geschieht  me  im  voi-hergehenden  Falle. 
Hat  man  insbesondere 

z  —  px  =  f{y,p), 

so  findet  man  als  transformirte  Gleichung 
Man  setze 

p  =  (p{yh 

dann  erhält  man  zur  Bestimmung  von  z,  welches  auch  (p  sei,  die  Relation: 

z  =  xcp{7j)  +/"[«/,  (p{y)l 

wie  man  im  Voraus  wusste,    da  y  in  der   gegebenen  Gleii^hung    die   Rolle 
einer  Constanten  spielt. 


Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Verunderlichon. 
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§  ß.    Lineare partirlU'  Differenfidhjh'iclunujen  mit  einer  heliehiyen  An- 
ziihl  von   Verändern chni. 

22.  Entstehung  dieser  Gleichungen  nach  Lagrange.  —  Es  seien 
«j,  Wo,  .  .  .,  %i„  n  gegebene  Funktionen  der  Veränderlichen  z,  j\,  x.„  .  .  .,  x„ 
und 

F("i.  ".. ,  "„)  =  0 (1) 

eine  beliebige  Relation  zwischen  diesen  Funktionen.     Dann  bestt-ht  /.wischen 
e,  ÄTj,  .  .  .,  x„  und  den  partiellen  Ableitungen  von  z  nach  den  x 


dz 


p„  = 


dz 

din 


eine  von  der  Form  der  Gleichung  (1)  unabhängige  und  in  p^,  .  .  .,  j),,  lineare 
Relation. 

Um  dies  zu  bewei.sen,  ditlerentiiren  wir  die  Relation  (1)  nach  .r,.  x.,, . . .,  x,,. 
Dies  giebt: 


SF 
Su 

_8F 
d 


ÖM, 


.     \öx,    +     *'    ^'i 

AM, 


)  + 


iF    (  Su,     .     „„,        .    , 


,        8F   I  dlln      ,       8Un  \  „ 

+    di^ld^  +    8z~  ^'^j   =  ^ 
.      8F  (  d»<»    ,     8u„       \  . 


''    l  Sit,      .     8u,    ^\     .  _i_    SF   ( 8un    ,     8ii„        \  . 


8F    (  8u 


Hieraus    folgt,    wenn    man    die   Ableitungen    von   /''  nach   n^^,  i(.„  .  .  .,  %i„ 

eliminirt: 

8u^     ,     gu,  Sun     ,     8nn 

8Ui      .     8u,  8u„  8un 

Sx.,    '^    8z    ^^-'   •   •   •'   8x::  "^  ~87  ^'^ 


oder: 


wenn  man  setzt: 


8u^     .     8Ui  8  Uli     .     8iin 

Sxn  "^    8z    ^^"'    -  ■  '  8x„~^  llT  ^" 


Z  =  X,i9,   +  X.,p.,  +  •  .  •  +  X„p,. 


z  = 


S(U^,  H.„  .  .  .,  Hn) 


(2), 


8(X^,  «o,  .  .  .,  X„) 

•y    __    8{U^,  Mg,  .  .  .,  Hn)      -^    _     SJU^,  Mg,  ...,«71)  y   _      8(Ui,  II,,  .  .  .,  U„) 

'  8{Z,  iC,,  .  .  .,  Xn)  '        -'        8{X^,  Z,  X^,  .  .  .,  X„y  '  '  "        "        d(.Tj,  .r,,  .  ,  .,  Xn—i,z). 

Die  Gleichung  (2)  kann   leicht   auf  die  Form  einer  Determinante  gebracht 
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[Nr.  22—24] 


werden,  welche  eine  Kolonne  und  eine  Zeile  mehr  enthält  als  die  vorher- 
gehende, nämlich: 


+ 1, 

Sz' 

8u, 
8z'   ■ 

8Un 

'   •'     8z 

Pv 

8Ui 

8u, 
8x^'   ■ 

■           •           • 

8u„ 
■   •'    Sx^ 

. 

8u, 

• 

•           •           • 

8Un 

Pm 

öx„' 

SXn'    ■ 

■    ■'   8x„ 

0 


(20. 


Wenn  man  sich  endlich  die  Relation  (1)  auf  die  Form  gebracht  denkt: 

y)(g,  x^,  Xo,  .  .  .,  x„)  =  0 (3), 

Sip  Sip  8^ 

Sx^  Sx.-,  8Xn 

^^1  "~  ~    ~'  ^^-^   ""  "~  IT'   ■  ■  "  ^^"   ~  ~ 


so  dass 


8z 


Sz 


ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (2)  und  (2'),  wenn  man  sie  nach  Nr.  2  trans 
formirt,  über  in 


w 


oder: 


Stp 

8iu 

Silo 

8Un 

8z  ' 

8z  ' 

8z  '     ■ 

■'     8z 

8^ 

Sih 

8U.y 

8Un 

8x^' 

8x,' 

Sxi'   ■  ■ 

■'    8Xi 

8^ 

8ui 

8u, 

8Un 

8Xn' 

SXn' 

8Xn 

■'    SXr, 

8(i}>,  «, 

,  u,,  . 

.  ..   Mw) 

-    0 

■     (40, 


8(Z,   X^,  Xo,    .  .  ;    Xn) 


Diese  Relation  wird  auch  erhalten,  indem  man  äs,  dx^,  dx2,  .  .  .,  dx^ 
zwischen  den  Gleichungen  dip  =  0,  dUi   =  0,  .  .  .,  du,i  =  0  eliminirt.^) 

23.  Entstehung  der  linearen  Gleichungen  nach  Lie.  —  Nach- 
dem, was  wir  oben  (Nr.  13)  gesehen  haben,  hat  man  a^,  a^,  .  .  .,  ci„, 
Ai,  A.2,  .  .  .,  ^n—i   zwischen  den  Gleichungen 


u. 


0,     Wo  —  a.,  =  0,  .  .  .,  u„  —  a„  =  0 


0  Boole,  Supplement  p.  63,  leitet  die  Gleichung  (4')  aus  dieser  Bemerkung 
her,  anstatt  das  Umgekehrte  zu  thun,  doch  scheint  uns  dieses  nicht  erlaubt. 


Aequivalonte  siniultaiio  Diti'erentialglßicbungen.  4. 'S 

in  denen 

F=/,  (,,j  _  „,)  -I-  Ai  («j  —  «.J  4-     •  •+  >?«-!  ("«-,  —  "„-,)  +  '(„  ~  (t„ 

ist,  zu  eliniiniren. 

Die  Constanten  a  verschwinden  von  selbst  aus  den  letzteren  Gleichun^^en. 
man   hat  daher  die  Gi'össen  A  zwischen  den  Gleichungen 


^^'    U:  +  ^^"  rfl)    +     •  •  +    [da:,,  +  i'"  Tz]-'' 

zu  eliminiren,    was    zu    derselben  Gleichung  führt,    wie    die    Methode   von 
Lagrange. 

24.  Das  der  Gleichung  (2)  entsprechende  System  von  simul- 
tanen Differentialgleichungen.  —  Nach  den  Eigenschaften  der  Deter- 
minanten wird  die  Gleichung  (4"),  wenn  man  darin  y)  durch  ?^j,  «,,,  . . .  oder  ?<„ 
ersetzt,  erfüllt  sein,  d.  h.  man  bat: 


"^  17  +  ^1  dx:  +  •  •  •  +  ^^"  ö^  =  ^  •  •  (^")- 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  nicht  nur  dass  die  Gleichungen 

^'1    =  «1'      "2    =   «2'    •    •    •'   ^«  =  "«       ....      (6) 

jede  für  sich  genommen  ein  Integral  der  Gleichung  (2)  sind,  was  uns 
bereits  bekannt  ist,  da  die  Form  von  F  willkürlich  ist,  sondern  auch,  dass 
sie  zusammen  genommen  das  Integralsystem  der  simultanen  Gleichungen 

dz  dx^    (7a„    dxn  ,„s 

'z  ~  IT,  ~~  x;  ~  ' ' '  ~  'x'n ^^ 

bilden. 

Multiplicirt  man  (5i)  mit  -^,    {h.^)   mit    -^1  •  ■  •>  (^n)  ^*  7~'  '^^ 

diese  Faktoren  die  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  (jd(wi,  «21  •  •  •>  "«) 
sind,  und  addirt  man  die  Resultate,  so  kommt: 

dz     *       ^  dx,  '  dxn 
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Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  mau  auch  als  lutegralsystem  der  Gleichungen 
(7)  n  verschiedene  Relationen  von  der  Form 

(p^  (wi,  ^2,  .  .  .,  M„)  =  hj^,  .  .  .,  q),,  (ui,  7*2,  .  .  .,   u„)   =  h„      .     (8) 

nehmen  kann,  und  in  der  That  kann  mau  aus  diesen  die  Relationen  (5) 
herleiten.  Überdies  genügen  die  Gleichungen  (8),  da  sie  von  der  Form  (1) 
sind,  der  Gleichung  (2).  Man  sieht  daher,  dass  ein  genaues  Entsprechen 
zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (7)  stattfindet,  wodurch  die  Lösungen 
dieser  mit  der  Lösung  jener  und  umgekehrt  in  einen  engen  Zusammen- 
hang gesetzt  werden. 

Man  kann  diese  Correspondenz  zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (7) 
auch  direkt  in  folgender  Weise  begi"ünden.  Wir  nehmen  an,  dass  Z,  Xj^,  .  . .,  X„ 
irgendwelche  Funktionen  von  s,  x^,  .  .  .,  x„  und 


^    ttj^,       t('2    ^'2'    •    "    '5  fi   "       •        .        .       •       V    / 


U 


verschiedene  Integrale  der  Gleichungen 


dz   dx^    dx^  dxn  ,ms 

~z        x7~x7        ■        'Xn ^  ^ 

seien.     Dann  wird  behauptet,  dass  die  Relation 

i^(«i,  n.^,  .  .  .,  u„)  =  0 (1), 

wo  F  irgendwelche  Funktion  bezeichnet,  eine  Lösung  der  Gleichung 

Z    =   Pl^l    +  P2^2    + f-   Pn^ (2) 

ist. 

Aus  (1)  erhält    man    nämlich    durch  Ditferentiatiou    und    indem    man 
überdies  noch  eine  identische  Gleichung  mit  hinschreibt: 

ÖF  Si<i     .     SF  Su.,  8F  8u,i     .  dF  

'    Ä»  Ä:r  +  ■  ■  ■  ~r  ä^t:  Ä^  "T  ^^1  .?.-   —  ^ 


SUi  öx^  81(2  8x^  Sun  8x^     '      ^   d. 

Sit^  8x.,    "^    Sil,  8x,  ">■■■'+"  s„]]  §x,     "^  ^^-   dz 


8F  8Ui_     .     8F  8v^    ,  i^^i  ^  q 

Sll^    SXn     "•"     ÖMa    dXn    ~^    '    '   '    ~^    8^,,   8Xn     ~^  ^^"    dz 

8u^    8z     "^    8u.,    8z    +  ■  ■  ■  +  8u„    Sz  ds    ~     ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Xj,  X^,  .  .  .,  X„,  Z  und  addirt 
die  Resultate,  so  kommt: 


Integration. 
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dtti 


.        8F    ( y.     Su.,     ,     Y     ^"-'      I 

+    Ä»;  r^»  ^  "•"   -  ö.r,  "♦" 


+  X,. 


dXn 


z 


i_  Y     *"^   _i_  y   ^"» 


5-  / 

) 


Sl(„       \       '       Ö.l\  -      d.'  ,  «V'yi  ö-    / 


+ 


dF 
dz 


(j),X,    +  p,X,   +  •  •  ■  4-  P"X„  —  Z)  =  0. 


Die   Relationen  (6)  bilden    Integrale    der    Gleichungen  (7)  und    somit 
sind  die  Relationen  (5)  befriedigt.     Die  Coefficienten  von 

8F       SF  SF 


8i(i  '     8ii., ' 


8Un 


in    der   vorstehenden  Gleichung    sind    daher  Null    und    somit  hat  man  in> 

dF 

Allj^emeineu,  da  man  nicht  ~,     =  0  oder  F  unabhängig  von  z  annehmen 
°  '  dz 

kann: 


^o'o 


Z   =  P,X,    +  p,X,    +    .    .   •    +  PnX„. 

25.  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen.  —  Es  sei 


das  Integralsystem  der  Gleichungen: 

dz  dXi  dx.,  


.,  u„ 


Z 


X, 


X 


a. 


dXn 


(6) 


(7), 


so  dass  man  die  n  verschiedenen  Gleichungen  hat: 


2^  +  x,i^  +  . 

Sxit 

—  o| 

ry     SUn         ,        -rr       8Uii        . 

^    8z     +  ^'   öT-,    +  ■ 

—  0 

' 

(5), 


und  somit  identisch  ist: 


„     8{lh,  i<g,  .   .  .,  Un)   Y 


Sjlh,   U.,,   .    .   .,   Un)    


8(z,  x^ 


.,    Xn) 


=    M. 


8{xu  ar,,  .  .  .,  Xn) 
Die  Gleichung 

Z   =  p,X^    +  p,X,    +    ■   •   •   +  PnX„ 

kann    durch  Transformationen  analog  denen  der  Nr.   18  auf  die  Form  ge- 
bracht werden: 


•     (2) 
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M.D  "^'  •  •  •'  ""    =0 (9), 

woraus  man  31  =  0  und  F{ui,  ti.y,  .  .  .,  «„)  =  0  den  Eigenschaften  der 
Funktionaldeterminanten  zufolge  erhält. 

26.  Bestimmung  der  willkürliehen  Funktion.  —  Es  werde  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  Form  der  Funktion  F  derart  bestimmen  solle, 
dass  man  für  x„  ==  x^^^^   zwischen  s,  Xi,  %,  .  .  .,  ,^'„_l  eine  Relation  von  der 

Form 

Fq{^,  x^,  X.,,  .  .  .,  x„_^)  =  0 (10) 

habe. 

Man  setze  x„  =  x^^  in  den  Werthen  der  u  und  erhalte  auf  diese 
Weise : 

K^     It^Q  [Z,    X^,    X.),    .    .    ..    Xji — jj    I 

i (11)- 

U„    =    Itfuy  (^,    X^,    X.21    '    .    .,    X/t—l) 

Es  sei 

F{n^,  u,,  .  .  .,  ii,,)  =  0 (12) 

das  Resultat  der  Elimination  von  5-,  x^,  x^,  .  .  .,  x„_i  zwischen  den  Grlei- 
chungen  (10)  und  (11),  so  dass  umgekehrt  die  Elimination  von 
u^,  .  .  .,  u„  zwischen  den  Grleichungen  (11)  und  (12)  die  Gleichung 
(10)  giebt.  Macht  man  in  (12)  x,,  =  *'„„,  so  findet  man  zwischen 
0,  a?i,  .  .  .,  ä;„_i  jene  Relation  (10). 

Man  kann  auch  andere  Bedingungen  als  die  eben  angeführte  vor- 
schreiben und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  wie  man  denselben  genügt,  indem 
man  die  vorhergehenden  Resultate  mit  Hülfe  der  gegenwärtig  gebräuch- 
lichen, auf  einen  Raum  von  n  +  1  Dimensionen  bezüglichen  symbolischen 
Ausdrucksweise  deutet. 

Die  Gleichung 

Z  =  2h^^  -^  2h^o  +  ■  ■  ■  +  2)„Xn 

drückt  eine  Eigenschaft  der  linearen  MannigfaltigTieit  von  ii  Dimensionen 
aus,  welche  mit  der  3IanmgfaUigJceif  von  n  Dimensionen 

F{H^,    U.y,    .    .    ..    u„)    ==    0 

eine  Berührung  erster  Ordnung  hat.  Diese  letztere  wird  ofi"enbar  erzeugt 
durch  die  Mannigfaltigkeiten  von  einer  Dimension 

1(^    =     «1,      "-..    =    0-2,    .    .    ..    ^1,1    ^    (In       '       ■       •       ■        (13), 

welche  der  analytischen  Bedingung  unterworfen  sind: 

F{a^,  «2,   .   .  .,  a„)  =  0. 
Diese    analytische  Bedingung    kann   die  Folge  von    geometrischen  Be- 
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diogungen  sein.  Wenn  i.  B.  die  Maunigfultigkeit  F  =^  durch  die  Mannig- 
faltigkeit von   //  —  1    Dimensionen,  welche  durch  die  Gleichungen 

i\   =  0,    f,  =  0 (14) 

bestimmt  ist,  hindurchgehen  soll,  so  müssen  in  den  der  erzeugenden 
Mannigfaltigkeit  (l;ij  und  der  dirigirenden  Mannigfaltigkeit  (14)  ge- 
meinsamen Punkten  die  Werthe  der  n  -\-  1  Coordinaten  z.  Xi,  a;.,,  .  .  .,  z„ 
identisch  sein.    Man  lindet  somit  die  Bedingvmg 

F{a^.  a.,,  .   .  ..  a„)  =  0, 

indem  man  diese  Coordinaten  zwischen  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  eliminirt. 
Wir  wollen    ferner    noch   iuinehmeu.     dass   die  Mannigfaltigkeit  F  mit 
einer  gegebenen   Mannigfaltigkeit   von   //    Dimensionen 

Fi(z,  x^,  X.,,  .  .   ..  x„)  =  0 (15) 

eine  lineare  Berührungsmannigfaltigkeit  von  « — 1  Dimensionen  gemeinschaft- 
lich haben  solle.  Längs  der  Berühruugsmaunigfaltigkeit  sind  die  Werthe 
der  Grössen  p   für  F  und  Fi   dieselben.     Man  hat  demnach: 

Die  Gleichungen  (15)  und  (16)  geben  die  Berührungsmannigfaltigkeit 
von  n  —  1  Dimensionen.  Eliminirt  man  z,  Xi,  x^,  .  .  .,  x^  zwischen  den 
Gleichungen  (13),  (15),  (16),  so  findet  man  wiedenim  die  Bedingung 
F{ai,  a.^,  .  .  .,  a„)  =  O^). 

27.  Beispiele.  —  1.  Es  sei  gegeben  die  Gleichung  zwischen  vier 
Veränderlichen : 

(y  +  ^  +  ^)  ~    +  UV  +  /  +  ^)   !  +  (-'•  +  y  +  -^)^=^  +  ^/  +  ^- 

Man  hat  die  folgenden  drei  besonderen  Gleichungen  zu  integriren: 


dy  - 

y-\-t-\-Z 

dt  - 

dz  - 

""^'l+^dx       0 

2/  +  «  + 


^)  Die  Autoren  haben  sich  bisher  auf  die  Ei-mittelung  der  Funktion  F  in 
dem  Falle  beschränkt,  wo  die  Bedingung  (10)  gegeben  ist,  und  dies  ist  natürlich, 
da  der  Begriff  einer  Geometrie  von  n  -\-  1  Dimensionen  durchaus  neu  ist.  Indessen 
hat  sich  Cauchy  gegen  Ende  der  Abhandlung,  die  wir  weiter  unten  (3  Buch, 
1.  Kap.)  analysiren,  etwas  allgemeinere  Bedingungen  als  (10)  vorgelegt.  Die 
Untersuchungen  von  Lie,  welche  die  natürliche  Fortsetzung  derjenigen  von 
Cauchy  sind,  beruhen  wesentlich  auf  der  Geometrie  von  n  -{-  l  Dimensionen. 
Vgl.  die  Anmerkung  der  Nr.  4,  S.  5. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  4 
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Zu  dem  Zwecke  leite  man  hieraus  erst  die  folgenden  her: 

du  —  dx  =   — ,   ^   ,       dx 

dt  —  dx  ^^  — r— — j —  dx 

dz  —  dx  =   — r— :— j —  dx 

y  +  t  +  s 

dx  -\-  dy  -\-  dt  +  dz  =  ^(''  +  y+yr-)  ^j^^ 

und  eliminirt  man  hieraus  — r ; — ,    so  erhält   man   drei   integrable   Glei- 

//  +  *  +  ^ 

chungen,   deren  Integrale  sind: 

(^  _   ^.)3   (^  +  ^  4_  ^  _|_  .)  =  ß 
(z  —  .^■)3  (x  +  1/  -^  f  -^  z)  =  y. 

Hiemach  erhält   man   als  Integral   der  gegebenen  Gleichung  a  =  q){ß^y). 
(Lagrange)^).     Der  Faktor  M  =  0  giebt  keine  Lösung. 
Nimmt  man  an,  dass  für  x  =  ^ 

^3   _j_   ^3   +   ^3    _    1 

sein  solle,  so  hat  man  t,  y,  z  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  folgenden 

f{y^i  +  -)  =  «  . 
t'(y  -^t-{-z)  =  ß 

zu  eliminiren.     Durch  Addition  dieser  drei  Relationen  findet  man  zunächst 

a  +  ß-hr  =  y  +  ^  +  t 

und  sodann: 


'ß  +  ^  +  y  r  a  +  ß  +  Y    ^  f  a 


^  ^a  +  ß  +  y'"  f  a  +  ß  +  y    '^  fa  +  ß  +  y 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung,    so    findet   man  die 
'  folgende  Bedingungsgleichung 

{a-\-  ß-{-r)^  =  a^  +  ß^  +  /, 

und  hieraus  als  das  Integral: 

(y  —  x) -\- (z  —  x) -\- (t  —  x) 


{y  —  ^Y  +  (^  —  ^Y  -\-(t  —  ^Y  = 


x  +  y  -\-  s-ht 


')  Abb.  d.  Berl.  Akad.,  1779,  S.  155—156. 


Beispielf. 

II.    Die  Gleichung 

me  =  px  -}-  p^x^  -\-  p.,x,,  -f  .  .  .  -f-  p^x^ 
führt  zu   dem  Hülfssystem 
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dz  dx 

mz  X 

dessen  Integrale  sind: 


dx. 


dxn 

Xn 


z     ar,    Xn 

IcJ»  '   ~x  '*'■■■'   T  ""■ 

Das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  somit: 

- = --f  r^.  ^ ?)• 

Eine  singulare  Lösung  giebt  es  nicht.  Mithin  besitzen  die  homo- 
genen Funktionen  allein  die  durch  die  partielle  DifiFerential- 
gleichung 

mz  =  px  +  p^Xy  4-  .  .  .   -j-  p,,Xn 

ausgedrückte  Eigenschaft.^) 

m.  Es  sei  die  Gleichung  zu  integriren^): 

(Xj  —  X^Xr^p^  +  {X.,  X<^Xn  )2h  H f-  i^n-i  —  Xn-iX„)p„-i  =  1 

in  welcher  die  Funktionen  X  definirt  sind  durch  die  Gleichung: 


Die  Hülfsgieichungen  sind: 


dx. 


dz   

1  X^  —  X^Xn 

oder  auch: 


dx» 


ofx„_, 


X  —  X^Xn 


X„_j  —  Xn—iXn 


1)  Lacroix,  t.  n,  Nr.  736,  p.  543. 

-)  Dies  ist  im  Wesentlichen  die  Gleichung,    welche  Hesse   untersucht  hat 
in  der  Abhandlung:  De  ititeffratione  aequationis  differentialis  partialis 


A, 


+  A„  L;.-, 


dXi 
9a;, 


+     ^3 


dXs 


-A  ''' 


in-1 


+ 


8a;„_, 


designantibus  A^,  J.,,  .  .  .,  An  functiones  quaslibet  vanabilium  a;,,  x.,,  .  .  .,  a;„_i 
lineares  (Crelle's  Journal,  Bd.  25,  S.  171—177).  Hesse  erwähnt  eine  frühere  von 
Jacobi  herrührende  Arbeit  über  die  der  Zahl  n  =  3  entsprechende  Differential- 
gleichung, welcher  er  seine  Integrationsmethode  entliehen  habe.  Vgl.  auch  Serret, 
Calcul  integral,  p.  425  —  433,  und  Fouret,  Comptes  rendus  t.  78,  p.  831,  1693, 
1837;  t.  83,  p.  794—797.     Wir  suchen  nicht  die  singulären  Lösungen. 

4* 
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—  -^1         ^1^/1 


dz 


^^—   -^^2  '~~^  ^'^•^^n 


dz        ~        2 


dXn—\  y  ->.  T" 

Setzen  wir  mit  Hesse: 

^    yi_    ^    _yi  ~         Vn—i 

wo  «/„  eine  noch  unbestimmte  Funktion  ist,  so  erhalten  wir: 

dx^     __  J_      tZ^/^ ^^     (^yw 

dz  yn       dz  yn^       dz 

dx„_^   __  J^   dy„_^    y«-i      dyn 

dz  yn      dz  yn^        dz  ' 

und  somit  wird  das  Hülfssystem  nach  Multiplikation  mit  y„: 


dy„-i 


dz 

Bestimmen  wir  nxin  y„  durch  die  Bedingung 

dyn  Y  .. 

und  setzen  allgemein: 

r  =  Xy  =  aiVi,  +  a-iVi  +   •  •  •  +  «««/«, 
so  geht  das  Hülfssystem  über  in: 

dyx    Y       dy^     dyn     ^ 

dz     ~  ^1'     dz     ~  -^2)  •  •  •:      ^^      —  ^n- 

Diese  Gleichungen  integrirt  man  leicht  nach  der  Methode  der  symbolischen 
Produkte  von  Brisson  und  Cauchyi).     Bezeichnet  D  eine  Ableitung  nach 


^)  Cauchy,  Exercices  de  mathematiques,  t.  II,  p.  159  u.  f.  Sur  Vanalogie 
des  puissances  et  des  differetices.  Vgl.  auch  unsere  kleine  Abhandlung:  „Note  sur 
la  premüre  methode  de  Brisson  pour  Vintegration  des  equations  aux  differences 
finies  ou  infiniment  petites^  Mem.  couronnes  et  autres  memoires  in  8"  de  TAcademie 
royale  de  Belgique,  t.  XXTT, 
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e,  so  lUsst  sich  jede  der  vorstehenden  (ileichungen  schreiben: 

«nyi  +  •  •  •  •  4-  {n,i  —  D)y,  -\-  ...  +a,„y„  =  0. 

Die  Elimination   aller  zu  bestimmenden  Funktionen  bis  auf  eine  führt 
bekanntlich   zu  einer  einzigen  linearen  Gleichung  von  dtT   «t*"«  Ordnung: 

«11  I>,      «12. 


a 


13' 


a 


a 


'-iV 


«22  A     «23» 


11 


«2/1 


«3 


1» 


a 


325 


«33  ^K 


a 


3" 


«/»l»  ««2»  «713»  •  •   •)    «nn  D 


y  =  0. 


Man  erhält  hieraus    für   die  Funktionen  y  Ausdrücke  von  der  Form: 

y\    =    C\^M    +  (-2^12    +    •  •      •    +   Cn'Sxn 
y-2    =    ^1^21    4-  ^2-2^22    + +   C„^2n 


Vn 


C\Z„y    +  C^_Sn2    + +   Cn^nny 


wo  Cj,  c,,  .  .  .,  c„  Constanten  und  ^^j,  .  .  .,  z„n  Funktionen  von  z  sind, 
die  sich  im  allgemeinen  Falle  für  zwei  Funktionen  y  nur  durch  constante 
Faktoren  unterscheiden. 

Aus  den  vorstehenden  Werthen  folgt: 


yn 


2jCi  Zni 


•)  ■*-rt— 1    — ^:; •  (1). 


Man  erhält  das  allgemeine   Integral    der   gegebenen  Gleichung,    wenn 
man  die  n  —  1   Constanten 


Cl        C3 


Cn—\ 


Cn       Cn  Cn 

zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  beliebigen  Relation 

\en       Cn'  Cn    j 

eliminirt.     In  der  AufiPassungsweise    von    Lie    bilden    die    Gleichungen  (1) 
das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

28.  Über  einige  Gleichungen,   die  man  linear  machen  kann^). 
I.  Die  Gleichung  sei 

^/i   =  F2/2  +  Psfs  +  •  •  •  +  Pnfn  —  f, 


M  Lagrange,  Abb.  d.  Berl.  Akad..  1779,  Bd.  4,  Nr.  8  und  9,  S.  632.  Die 
gegebene  und  die  transformirte  Gleichung  sind  reciprok  genannt  worden.  VgL 
die  Anmerk.  zu  Nr.  21. 
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wo  jede  der  Funktionen  f  von  der  Form  ist: 

Wir  setzen  vsrie  in  Nr.   21: 
und  erhalten  hieraus 

du    =    XiClpi    -\-  ^2^^2    +    •  •  •    +  Pn^l'^n, 

und,  indem  wir  pi,  ajj,   .    .  .,  Xn  als  neue  Veränderliche  nehmen: 
du  du  du    

Die  gegebene  Gleichung  geht  hierdurch  über  in: 

f    du     f^   ^     du  .     „    du    ^ 

woraus    man  leicht  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (vgl. 
Nr.   21)  erhält. 

n.  Die   Gleichung  sei: 

^lA  +  «^if-i  =  Psfs  4-  •  •  •  +  Pnfn  —  f, 
wo  jede  der  Funktionen  /'  von  der  Form  ist: 

fiu,pi,p.2,  x^,  .  .  .,  x„) 

und  u  gegeben  ist  durch  die  Beziehung: 

ii  =  0  —  piXi  —  2h^2- 
Dann  ist: 

du  =  —  Xydpi   —  Xodpo  +  Psdx^  -\-  •  •  •  +  Pn^^ni 

du  du  du  du    

—  =  —  a?i,  ^  —  —  ir2>  ^  —  i's,  •  •  •,  ^  —  Pn. 

Die  gegebene  Gleichung  wird  somit  ebenfalls  linear: 

„    du    j^  ^     du    ^.     „     du    ^.  _\_  r      ^''^    f 

III.  U.  s.  w.    Insbesondere  hat  man  die  Gleichung  zu  beachten: 

«jA  +  ^2/2  +   •  •  •  +  «'/n  +  /'  =  0, 
wo  jede  der  Funktionen  f  von  der  Form  ist: 

f{s  —piXi  —P2X.2   — Pna^n,Pl,  •  •  rPn)- 

Setzt  man 

u  =  ^  —  p^xi  — p„x„, 
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60  findet  mau: 

du  >=  —  Xi(lj)y   —  x.^dp.,   —  .  •    —  J-„dp„ 
du    du    du 

df,    —  "~   •'1'    ,/;,:.    —    ~    ^•-"    •   •   ••      dj^,     =    —    ^n 

und  die  transforniii-te  (rleichung  ist: 

'/"     ,    ,■     du  du 

f'  dp,  +  /-'   dp,  "*"  •  •  •    +  ^"    dpn  =  ^- 

Demnach  geht  die  schon  oben  (Nr.   llj  untersuchte  Gleichung 

^    =    1>\^\    4-     •  •  •    4-  Pn^n    +   fipx,    P2,   ■   ■   ;Pn) 

hierdurch  über  in: 

II  =  f(j)i,p.2,  .  .  .,p„). 
Setzt  man: 

Pi  =  «i,  P>  =  «2»  •  •  •>  2h,  =  ««, 

>(  =  f{ai,  a.,,  .  .  ..  a„), 
so  hat  man: 

du  =  0,   dp^   ==  0,   .  .  .,  dp„  =  0 
und  somit: 

du  =  —  Xidp^   —    •  •  •  —  x„dp„ 

Man  findet  auf  diese  Weise  das  vollständige  Integi'al: 
2  =  a^x^  -I-  .  .  .  -f  a„x„  4-  /'(«i,  ag,  .  .  .,  a„). 

§  7.    Integration   eines  bemerJcenswerthen  Systems    linearer  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.^) 

20.  Entstehung  des  Systems  dieser  Gleichungen.  —  Es  sei 
N  -{-  \  =  m  -\-  n  und  wir  betrachten  iV"  Funktionen  «j,  u.^,  .  .  .,  m^v  von 
m  -\-  n  Veränderlichen 

welche  ersteren  durch  m  Gleichungen 

q>i  K,  «2,  .  .  .,  ifA')  =  0  oder  Fi{2^,  Zc^,  .  .  .,  ^„,,  x^,  .  .  .,  a;„)  =  0       (IJ 

fpmi^i,  «2,  .  .  .,  u^)  =  0  oder  F„,(^i,  ^Tg,  .  .  .,  ^,„,  x^,  .  .  .,  a;„)  =  0      (1,„) 


1)  Jacobi  (Crelle's  Journ.  Bd.  2,  S.  321—323  und  Dilucidationes,  §20—22, 
S.  227—236).  Man  begreift  nicht,  -warum  die  meisten  Lehrbücher  über  die  Integral- 
rechnung, welche  seit  jener  Zeit  (1827),  in  der  er  diese  Ausdehnung  der  Unter- 
suchungen von  Lagrange  gegeben  hat,  erschienen  sind,  diese  für  jede  Theorie 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  unumgängliche  Ergänzung  gar  nicht 
erwähnten.  Wir  kürzen  die  Darstellung  Jac  obi's  durch  Anwendung  der  Functional- 
determinanten  etwas  ab. 


Xi  =  (-  1) 
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mit  einander  verbunden  sind.  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  zwischen  den 
Ableitungen  der  Veränderlichen  ^  nach  den  Veränderlichen  x  bemerkens- 
werthe  Relationen  bestehen,  welche  von  der  Form  der  Funktionen  (p  unab- 
hängig sind. 

Dazu  betrachten  wir  die  Funktionaldeterminante: 

in  welcher  F  irgend  eine  der  Funktionen  F-^^  .  .  .,  F,„  bezeichnet.  Da  die 
Funktion  F  oder  rp  von  den  Funktionen  ^l  abhängt,  so  ist  diese  Determi- 
nante identisch  null.     Mithin: 

wenn  man  Zi,  .  .  .,  Z,n,  Xi,  .  .  .,  X„  die  Unterdeterminanten  von  R  nennt, 
so  dass  also 

^    ^^    / -^y-i ^("i>  »2»   •  •  •>  «a) 

S{Zu   .  .  .,   2i—i,  Zi+i,   .  .  .,   Zm,   Xj^,  .  .  .,  Xn) 

m+i-1   gK,   U„   .  .  .,   Wjv) 

8{S^,  .  .   .,    Ztm   X^,    .  .  .,   Xi—^,   Xi+x,    .  .  .,   Xn) 

ist.     Die  Gleichung  (3)  ist  den  m   Gleichungen  äquivalent: 


ry  8F,n     I  ,     -7     ^^'''«     I     ^'-    *-^"'     I  I     Y  ^^^  n        c^    \   ^ 

^1  -^  +  •  •  •  +  ^'^  ^^  +  ^^^    ^  +   ■  •  •   +  ^"  d^  —  "        ^^"'''- 

Betrachten  wir  nun  die  Funktionaldeterminante 

.  8{F„  .  .  .,  Fr,)  _  ö^i     .      J       «^3     , 

oyz^,  .  .  .,  Zm)  oz^  0^1 

A  ^^1        I         A  ^^2       I 

=  ^12-^  +^^22-^   +   ••••' 

u.  s.  w., 
wo   die  Aik  die  Unterdeterminanten  bezeichnen,  deren  Werth  gegeben  wird 
durch  die  Formel: 

Ä        __    , -|y.4-/,   8{F^,  .  .  .,  Fj—i,  Fi+t,  .  .  .,   Fm)  . 

'^'  ^  ^  8{Zi,  .  .  .,   Zk-u  Zk  +  u  .  .  ;   Zm)       '  \ 

Man  hat  dann:  \ 

^"1-  +  ^- ^ +  ■•••  =  «■  i 

^"11  +  ^- tf +  ■■••=«• 

u.  s.  w. 
Multiplicii-t    man    die  Gleichungen  (3)  resp.  mit  yl^,  A^^,  .  .  .,  ^mi, 
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sodann  mit  -i^^,»  -'^aa'  •  •  •<  ^'^wia?  "•  s-  ^'-  ""*^  adJirt  jedesmal  die  erhaltenen 
Produkte,  so  ergiebt  sich : 

z„.j  +  i',v,  (.1,,,,  j^';  +    •  ■  +  .i,,„„  "11"^  =  0  .  .  (4„). 

Diese    Relationen    lassen    sich   leicht  vereinfachen.     Man   hat  für  jede 
Veränderliche  x: 

Sx      '       Ä:,       f/x       '■■'■'     ä:,„      (ix 


8Fm         SFm     dz^  i^Zü  d^   =  0 

dx      '      dr,      rfx     "^  '  '  '  '     '    Szm      dx 

Multiplicirt  man  diese  Relationen  mit 
und  addirt  die  Produkte,  so  ergiebt  sich: 

Infolge    dieser    Gleichung   (5)   nehmen    die    Gleichungen    (4)    die    von 
Jacob i  entdeckte,  sehr  einfache  Form  an: 


^1          ^'    dx. 

+  X.. 

dz, 

dx.-,    "'"  ■ 

4-  X     '^^» 
•  ^^^  rfx„ 

rj                  ..-•       dZm 

^"'           ^'     dx. 

+  X 

dZm      , 
r/.r,    "^ 

_^     dZm 

(6i) 


Vorausgesetzt  wird,  dass  zj  von  Null  verschieden  ist,  da  sonst  die 
m  Relationen  (1)  nicht  die  m  Grössen  z  als  Funktionen  von  den  x  be- 
stimmen würden. 

30.  Direkter  Beweis  der  Formeln  (B).  —  Nachstehend  geben  wir 
einen  direkten  Beweis  der  m  Formeln  (6).  der,  wie  wir  glauben,  noch  eicht 
bemerkt  worden  ist.  Löst  man  die  m  Gleichungen  (1)  nach  Z\,  z^^  .  .  .,  Sm 
auf,  so  findet  man: 

2i  —  i^(^l,  ^2'   .  .  .,  a:„)  =  0    {i  =   1,   2,   .  .  .,  m)  .     .     (7). 

Eliminirt  man  zwischen  jeder  dieser  Relationen  (7)  und  denjenigen, 
welche  «,,  «j,  .  .  .,  u^  als  Funktionen  von  ^,,  Z^^  .  .  .,  z^-  ^i-  •  •  •>  ^n  be- 
stimmen, die  letzteren  Grössen  bis  auf  eine,  z.  B.  z^,  so  nehmen  die  Glei- 
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chungen  (7),  welche  (1)  äquivalent  sind,  die  folgende  Form  an: 

yji(ui,  Mo,  .  .  .,  ?</v)  =  0 (8), 

d.  h.  ^i   eliminirt  sich  von  selbst.     Die  Funktionaldeterminante 

o.   _^  Sjlpi,   Ml,  .  .  .,    Ujm)  _^  8(Zi  —  ti,  Ml,  •  •  -,   ^a) 

Ö{Z\,  .  .  .,  Zm,  a?i,  .  .  .,  Xn)  8{z^,  .  .  .,  Zm,  X^,  .  .  .,  X„) 

ist  somit  Null,  weil  die  m  -\-  n  Funktionen  m,,  .  .  .,  tir^  und  ipi  der  Ver- 
änderlichen ^1,  .  .  .,  ß„„  Xi^  .  .  .,  x„  nicht  unabhängig  sind.  Die  Gleichung, 
welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  nämlich 

S,  =  0, 

ist  genau  die  Gleichung  (6i).  da  — ^  =     ,"'     ist. 

°   ^    '^'  Sxp  dxp 

Bemerkung.  Ersetzt  man  in  jeder  der  Gleichungen  (4)  die  A  durch 
ihren  Werth,  so  gelangt  man  zu  einer  bemerkenswerthen  Formel  aus  der 
Theorie  der  Funktionaldeterminanten.  Sie  drückt  dasselbe  aus  wie  die 
Gleichung  Si  =  0,  aber  die  Relationen  zwischen  den  ß  und  den  u,  die 
in  dieser  letzteren  Gleichung  als  explicit  vorausgesetzt  werden,  sind  in  der 
Formel,  von  der  wir  sprechen,  in  impliciter  Form  vorausgesetzt.  Es  dürfte 
überflüssig  sein,  diese  Formel  hinzuschreiben. 

31.  Integration  des  Systems  (6).  —  Sind  in  dem  System  (6) 
Zj,  .  .  .,  Z,ni  ^1,  .  •  .,  Xf^  beliebige  Funktionen,  so  suche  man  zunächst, 
um  dieses  System  zu  integriren,  die  N  Integrale 


ui  —  ai. 

^2     ■ 

=  a 

Ja,   .  .  .,   u 

iV  — 

ajs 

der  Gleichungen: 

dz. 

dz„, 

dx. 

dXn 

^x 

Zm 

^ 

Xn   • 

Man  hat  dann  identisch 

: 

Zi  *!■  +  ■  ■  +  z„ 

0«1 

8H^ 
8Zm 

+ 

^1     8x, 

+  • 

1     v     8u, 

•  •    +  ^«  8Xn 

—  0 

Z:^  +  ...  +  2„ 

ÖUis 
8Zm 

+ 

1      •      • 

^1     8x, 

+  • 

••    +    ^"    8Xn 

—  0 

und  somit: 

^   ■  8{Z.2,  2^,  .  .  .,  Zm,  X^,  .  .  .,  X„)  -  ■  8{Zi,  Zg,  .  .  .,  Zm,  «„  .  .  .,  Xn) 

"^  ^  '     8{z^,...,Zm,X.,,X^,...,Xn)         ^'      ^        ^    8[Z,,  .. .,  Zm,X,,X^, .  ..,Xn) 

Setzt   man   die  Werthe   der  Z  und    der  X  in  das  System  (6)  ein,    in 
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welchem  Zj.  .  .  .,  Z,„,  A'i,  .  .  .,   A'„  irgend  welche  Funktionen  sind,  so  er 
giebt  sich  zufolge  Nr.   30: 


MSi  =  0,     MS..  =  (),  .  . 


MS,, 


0. 


Diese  Gleichungen  können  auf  zwei  Ai-ten  befriedigt  werden,   1)  indem 
man  M  =  0  setzt,   2)  indem   man  gleichzeitig 


Si   =  0,     S.,  =  0, 


•S'     =  0 


annimmt.       Nach    Nr.   ;30    haben    diese  (ileichungen ,    wenn    sie    Identitilten 
sind,  als  einzige  Integrale: 

V'i("i,  »2,  .  .  .,  M.\)  =  0.  .  .  .,  J/^»(«^  "j-  •  •  •)  "a)  =  •>• 

Dies  ist  übrigens  der  einzige  Fall,  welcher  vorkommen  kann.  Um 
dies  zu  beweisen,  wollen  wir  die  erste  S\  =  0  betrachten.  Nehmen  wir 
an,  dass  sie  befriedigt  sei  —  nicht  identisch  —  durch  eine  Relation  ^j  = 
^j  {xi,   X.,,   .  .  .,  x„),  so  hat  man: 


S, 


1  ,     0,... 

0,- 

dz, 
dx,'  ■-  ■• 

dz, 

dXn 

dv, 

dz'" 

dv, 

•'  dz„r 

di; 

dr,  ■-■- 

dv, 

'     dXn 

Sil,    5«, 

ÖMi 

SUi 

811, 

Sz, '  Sz., '  •  •  • 

'  8Zm' 

8x,  '  •  ■  •• 

Sx„ 

öwyv    8us 

Sujs 

dwiv 

8ui\ 

dvN 

dvN 

do^^ 

dvN 

8z,'   8z, '" 

•'  8:,n  ' 

8x,'--  •' 

8.r„ 

dz,'-- 

-'  dZm  ' 

dx, '  • • 

•'   dXn 

wenn  man  mit  Vi,  Vo,  .  .  .,  Vj\  dasjenige  bezeichnet,  was  aus  Ui,  u.,,  .  .  .,  m^ 
wird,  wenn  man  darin  ^i  durch  seinen  Werth  ^j  (a;^,  x.,,  .  .  .,  x„')  ersetzt. 
Da  Si  =  0  ist,  so  hat  man  zwischen  den  Funktionen  v  eine  Relation  von 
der  Form  i/'i  («'i,  V2,  .  .  .,  Vy)  =  0,  oder,  wenn  man  die  Funktionen  v 
durch  die  gleichen  Grössen  ti  ersetzt,  ip](ui,  u.y,  .  .  .,  Uy)  =  0.  Nun  ge- 
nügen aber  Nr.  29  zufolge  m  Relationen  von  dieser  Form  identisch  den 
Gleichungen  (6).  Wenn  es  demnach  nicht  identische  Lösungen  dieses  Systems 
(6)  giebt,  so  können  dieselben  nur  durch  Jf  =  0  gegeben  werden^). 

32.    Allgemeine    Folgerung.   —   Aus    den    in    diesem    Kaj^ite]    be- 
wiesenen Sätzen  ergiebt  sich,  dass  die  Lösung  eines  Systems 


dVt 


Ta- 


(^) 


')  Das  Theorem  der  Nr.  31,  welches  demjenigen  der  Nr.  29—30  reciprok 
ist,  ist  in  der  ersten  oben  erwähnten  Abhandlung  von  Jacobi  nicht  enthalten; 
es  findet  sich  aber  wahrscheinlich  implicit  enthalten  in  einem  der  zahlreichen 
Sätze  der  Abhandlung  De  determinantihiis  functionalibiis  (Ges.  Werke  Bd.  3, 
S.  392-438)  oder  Dilucidationes  (Ibid.  Bd.  4,  §  20-22.  S.  227-236). 


60 

mit  Hülfe  von  h 


Methode  von  Lagrange  und  Pfaff. 
1   Relationen 


[Nr.  32] 


wo    Yj,    T,)  •  •  -j  ^'i>  ^^2'  •  •  •   Funktionen  von  ^/i,  2/2'  •  • 
der  folgenden  Gleichungssysteme  nach  sich  zieht: 


sind ,    diejenige 


(Ä-2) 


Qc-l) 


^2 


=  r. 


^1 


=  r. 


Fo 


dy-i 

"~    '    dy\ 
t;-     dy^ 

~      '     dy, 
dl/3 


+  '  dy,  ^ 

i  ^  dy^ 

+  ^'  dy,  +  ■ 

^  '  dy,  ^ 


dy^ 
dys 

dyr, 


rir/3 


V  "^/3  I         -p-     ^"^3      _J_ 

—    "^^       rfy,        +    ^5  rf^^     + 


J-1       =   J-k-X  


I     Y   dy^ 
dyk-,^     "dyk' 


-\r      TT  dy^ 

-^2      —  -^A— 1 


dy, 
dyk—i    ''    ^"^  dyk' 


Ta- 


Yk-,= 

Yk- 

dyk-^ 

-1  dyk-i 

+ 

Yk 

dyk— 
dyk 

Yi 


r.    ^^^ 


•A 


%2 


5a_i=  Y/, 


dyk-i 
dyk 


hB) 


von  denen  das  erste  sich  auf  eine  einzige  Gleichung  reducirt  und  von  denen 
das  letzte  das  System  (Ä)  selbst  ist.  Die  Lösung  irgend  eines  der  Systeme 
(B)  setzt  sicli  zusammen  aus  so  vielen  verschiedenen  Relationen  von  der 
Form  F(ui,  .  .  .,  U/,)  =  0,  als  das  System  Gleichungen  enthält.  Ausserdem 
können  singulare  Lösungen,  welche  durch  eine  Relation  M  =  0  gegeben 
werden,  existiren,  Lösungen,  die  man  findet,  ohne  eine  Integration  auszu- 
führen. 


Nachtrug  II.  jjl 

Narlitra«;  II  zur  zweiten  Aulliiire. 

Anwendung  der  Cauchy'schon  Methode  auf  die  linearen 

Gleichungen. 

Der  Kürze  wegen  betrachten  wir  nur  zwei  simultane  lineare  Gleiclmugen 
mit  vier  unabhängigen   Verilnderlichen : 

^iPl    +  -^-Pj   +  '^:J>:;   +    "^iPt    =     >'   •      •      •      •       (1,) 
-^'i5i    4-  X^,  +  A'.,7,,    +  X^q^   =   /....      (1.^). 

Die  Grössen  A',  Y,  Z  sind  hierin  Funktionen  von  Xi,  x.^,  x^,  x^,  y.  £; 
Pi,  p.2,  P3,  p^  sind  die  partiellen  Ableitungen  von  //  und  qi,  q.,,  5.,.  </.,  diejenigen 
von  z  nach  Xi,  x^,  x^,  x^. 

Es  seien  ti^,  Wg,  Wg  drei  Funktionen  von  Xy,  u\,,  x^,  a;,.  Wir  denken 
uns,  dass  y,  2,  x^,  «g»  ^3  ausgedrückt  seien  als  Funktionen  von  x^,  u^.  u.^,  ?/.,. 
Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man: 

du  (Ix,  ,  clr..       ,             dx.      , 

dx\  =    ^1  d^;  +  ^^•-'  d:c,  +  i'^  df,    +  ^^' 

dz  dx,  ,  dx.,      ,            dx„     , 

d^.  =    '^'  dx.  +  ^•-'  dx.  +  ^■^dx+   ^<- 


"4  ""^4  ""^■i 


Substituiren  wir  die  aus  diesen  Relationen  sich  ergebenden  Werthe 
von  p^,  q^   in  die  gegebenen  Gleichungen  (1),  so  folgt: 

Wir  setzen 
il  -  ^.  ^  =  0.  X-X,  ^  =  0,  X,  _  A-.  ^^  =  0    (2„,„). 
woraus  folgt: 

^-^t  =  '''  ''■-'''  t  =  '>-  ■  (2-'- 

Das  System  (2),  in  welchem  «j,  u^,  u,^  die  Rolle  von  willkürlichen 
Constanten  spielen,  ist  somit  dem  System  (1)  äquivalent.  Man  kann  dieses 
System  (2)  unter  der  symmetrischen  Form  schreiben: 

.     .     .     (3). 

Das  System  (3)  ist  jedoch  dem  System  (2j  nicht  absolut  äquivalent, 
da  man  z.  B.  um  (2^)  auf  die  Form 

dx^   dy 

x;  —  -Y 

zu  bringen,  die  Gleichung  (2^)  durch  X^Y  dividiren  muss. 


dx^ 

dx.. 

dx^ 

dx^ 

dj) 

dz 

^1 

X, 

X.. 

0 

X, 

_„ 

Z 
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Das  allgemeine  Integralsystem  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  ist  von 
der  Form: 

v^  =  «1,    V.,  =  «0,      ^3  =  a^,    v^  =  a^,    %  =  «5       .     (4), 

wo  die  Grössen  v  die  Grössen  ^, ,  X2,  x^,  x^,  y,  g  enthalten  und  die  Con- 
stanten a^,  «2,  Og,  a^,  Oj  irgendwelche  Funktionen  von  «f^^,  «g,  %  sind. 
Eliminirt  man  ?i-^.  M,,   %  zwischen  diesen  fünf  Relationen  (4),  so  findet  man 

F{v^,  V,,  V3,  V,,  v-^)  =  0    \ 

/■(%,    ^2>    ^3'    ^4'    %)    =    0     j 

als  Form  eines  Integralsystems  der  Gleichungen  (2)  oder  (1);  F  und  f 
sind  willkürliche  Funktionen. 

Aber  die  Gleichungen  (4)  sind  den  Gleichungen  (2)  und  damit  den 
Gleichungen  (1)  nicht  vollkommen  äquivalent.  Man  erhält  nämlich  aus  den 
Gleichungen  (4),  wenn  man  sie  nach  x^  differentürt: 

8vi    _,      8vi     dx,    _,      dvi     dx.^     .      övi     dXg     .      dvi     dy      .      Svi      dz  „  /„. 


■^4 


dx^  dx^    dx^  8X0    dx^  8x^    dx^  81/      dx^  82     dx^ 

wo  i  =  1.  2.  0,  4.  5  ist.  Man  leitet  hieraus  durch  Elimination  der  Ab- 
leitungen von  vier  der  Veränderlichen  Xi,  x^,  %,  y,  s,  z.  B.  der  vier 
ersten,  her: 

8{Vi,  o.„  Vs,  Vj,  i\) 8(t\,  v.„  Vs,  t'i,  t'-,)     dz    ^^  ^  ,^s 


8{Xj^,  X,,  x.^,  x^,  y)  8{x^,  x.,,  x^,  y,  z)     dx^ 

Die  Gleichung  (7)  muss,  um  mit  der  Gleichung  (2,-)  identisch  zu  werden, 
mit  dem  Gilbert'schen  Faktor 

'7 


8{v„  1;,,  ^3,  v^,  v^) 


o  (Xj^,  Xn,  x^,  x^,  y) 
multiplicirt    werden. 

Derselbe  Beweis  gilt  für  die  vier  andern  der  Gleichung  (7)  analogen 
Gleichungen,  die  man  aus  (6)  ableiten  kann. 

Die    Gleichungen    (2)   sind    somit    den    Gleichungen  (6)   oder  (4)  und 
überdies  noch  der  Gleichung 


^o 


M  =  Q (8) 

äquivalent.     Mithin  werden    sämmtliche  Lösungen   des  Systems  (1)  gegeben 
durch  (5)  und  (8).i) 


^)  Wir  haben  diese  Methode,  abgesehen  von  dem,  was  sich  auf  den  Faktor 
M  bezieht,  im  Jahre  1881  in  den  Annales  de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles, 
t.  V,  2.  Theil,  p.  17—22,  auseinandergesetzt. 
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Nachtra«:  III.  zur  zweiten  Aulla^je. 

Integration    der   partiollon  Dillorontialgleichung   der   Rogolflächon. 

Vorbemerkungen.  Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 
der  Regelflilchen  lässt  sich,  obwohl  dieselbe  von  der  dritten  Ordnung  und 
sehr  complicirt  ist,  auf  die  Integration  von  linearen  Gleichungen  zurück- 
führen. Diese  Gleichung  erhält  man,  wie  Monge  gezeigt  hat,  durch  Eli- 
mination von  CO  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 


CO 


d^z     ,     ^         d-z        .      d'. 


d:^   +    '^^    di^    +    J^'  =  " (1) 

dx^  dx-dy  dxdy'     '     dy^  ^  ' 

Aus  (1)  erhält  man,  wenn  man  nach  einander  nach  x  imd  ij  ditle- 
rentiirt: 

'^^  d^  +  '^^  rf:^  +  rf^-  +  2  ^^  (^^  ^  +  7^)  =  0  (3) 

,      d^^r        ,      ^  d^^        ,       d''2r     ,     ,-,d(o[        d-z     .        d«^  \  ^   ,,, 

^-d^+  -^'^d^  +  d?  +  -dFr  d^^  +  -d^)  =  ^^4)- 

Multiplicirt  man  (3)  mit  co,  addirt  dazu  (4)  und  subtrahirt  davon  (2), 
so  ergiebt  sich: 

/       d<o  ,     dco\   I      d'z      ,        d^z  \          A 

(^  di  +   d^J   V''  dx-    +   l^jj  =  ^     •      •     •     i/^) 

Das  System  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  dem  System  der  Glei- 
chungen (1)  und  (5)  äquivalent.  Wir  bemerken  femer,  dass  die  mit  oj  multi- 
plicirte  Gleichung  (3)  und  die  Gleichung  (4),  beides  unmittelbare  Folgen 
von  (1),  die  Gleichung  (2)  zur  Summe  haben,  falls  oj  constant  ist.  Da 
dieser  Fall,  wo  (O  constant  ist,  vom  geometrischen  Gesichtspunkte  aus 
interessant  zu  untersuchen  ist,  theilen  wir  die  Untersuchung  des  Systems 
(1),  (2)  oder    des  Systems  (1),  (5)  in  die  drei  folgenden  Fälle: 

d^z      ,     ^         d~z       ,     d'^z  „  dco      ,     dca  „         ,,., 

d:?^    +    2c.   ^^    +    ^,  =    0,    CO  ^    +    ^   =   0         (6); 

d^      ,     ^         d^z        ,     ^  A  ^     I        d'z     , 

dx-  "^       dxdy  dy^  '    '    dx^  dxdy  ^  ^' 

£^  +  2^  ^  +  0  =  ^' '"  =  ^°"^*-  •  ■  ■  (^)- 

Erster  Fall.     Die  lineare  Gleichung  (63)  giebt  unmittelbar 

X  ==  co'i/  -\-  yj(cü) (9)> 

wo  yj  eine    willkürliche    Funktion    ist.      Um    (61)   oder   (1)    zu    integriren, 
setzen  wir: 

«y  =  - 1  +  I (")■ 


I. 

co'^ 

II. 

Cü2 

III. 

Cü2 
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Hiera 

US   folgt: 

dt] 
dx 

d'^z              d^z 
dx^             dxdy 

dco  dz 
dx  dx 

dr] 
dy 

d^z              dh 
dxdy            dy^ 

dco  dz 
dy  dx 

d7]    _.      dt]   2    ^^"^    _i_    9  '^'^      _L    ^'^    _L    ^^  (      dco     .      dm\ 

dx  dy  dx-  dxdy  dy"^  "*     dx\      dx      '^    dyy 

mithin  wegen  der  Gleichungen  (6): 

"' 1  +  1  =  0 (")• 

Um  die  Gleichung  (11)  zu  integriren,  in  welcher  o)  eine  Funktion 
von  X  und  y  ist,  welche  durch  die  Gleichung  (9)  bestimmt  wird,  muss 
man  das  Hülfssystem  integriren: 

-^  =  Y  =  -^,     X  =    iüij  -\-  y){ü})      ....     (12). 
Aus  den  Relationen  (12)  folgt: 

dr]  =  0,    dx  —  ojdy  =  0,    dx  ==  cody  -\-  doj{y  -{-  y)'{o))), 

und  diesen  Gleichungen  kann  man  auf  zweierlei  Arten  genügen: 

1.  Wir  setzen  zunächst 

y  +  ^''(w)  =  0 (13). 

Alsdann  braucht  man  nicht  das  System  (12)  oder  die  Gleichungen 
(11)  und  (10)  zu  integriren.  Eliminirt  man  w  zwischen  den  Gleichungen 
(9)  und  (13),  so  findet  man  eine  Relation 

X  =  f{y) 

zwischen  den  Coordinaten.     Dieselbe  stellt    eine    der  ^--Achse  parallele  Cy- 
linderfiäche,  also  eine  Regelfläche  dar. 

2.  Setzen  wir  sodann 

dij  =  0,     dco  =  0, 
so  sind 

Tj  =  const,     CO  =  const 

die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  (12)  und 

/;  =  (p(oj) 

das  allgemeine  Integral  von  (11);  dabei   ist  (p  eine  willkürliche  Fimktion. 
Die  Gleichung  (10)  wird  somit: 

^  I  +  I  =  ^'H (14), 


Integration  der  Gleichung  der  Regelflilchen.  65 

wo  (o  stets  durch  die   Relation  (9)  bestimmt  ist.      Die  (14)  entsprechenden 
Hülfsgieichungen  sind 

«    —     1     =   9(0.) ^      ^- 

Die  erste  dieser  Gleichungen  —-  =  (o  giebt    mit    der   Gleichung  (9) 

kombinirt  die  Clairaut'sche  Gleichung: 

dx     ,         (dx\  ,t  -, 

^  =  -V   Ty    +   V^U) ^16)' 

deren  allgemeines  Integral  ist: 

^  =  yy  -\-  wiy) (i7), 

wo  y  eine  Constante  bedeutet.     Man  erhält  hieraus  -p  =  ;',  somit  o»  =  y. 
Die  zweite  DiflFerentialgleichung  (15)  wird: 

dz_ 

du 


^,  =  "piyl 


Tind  diese  hat  zum  Integral: 

WO  ö  eine  neue  Constante  ist. 

Mithin  ist  schliesslich  die  durch  das  allgemeine  Integral  der  Gleichxing 
(14)  dargestellte  Fläche  eine  Regelfläche,  die  durch  die  Gerade  erzeugt 
wird,  deren  Gleichungen  sind: 

X  =  yy  +  yjiy),    z  ==  ycpiy)  +  x^\ 

wo  ^  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

Die  Gleichung  (14)  hat  indessen  noch  ein  anderes  Integral,  welches 
aus  der  singulären  Lösung  der  Clairaut'schen  Gleichung  (16)  hervorgeht. 
Diese  singulare  Lösung  wird  gegeben  durch  die  Gleichungen: 

X  =  yy  -{-  ipiy),    o  =  y  +  yj'iy), 

welche  mit  (9)  und  (13)  identisch  sind,  nur  dass  hier  ^  für  co  steht.    Durch 
Elimination  von  y  findet  man  somit: 

X  ^  m (18). 

Aus  dieser  folgt: 

dx  =  fiy)dy. 

Dieser  Werth,  in  (15)  substituirt,  giebt: 

oj  =  f(j/),    dz  =  WiyWy. 

und  hiernach: 

z  =  F(y)  +  const (19). 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  5 
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Die  Fläche,  welche  von  den  Linien,  deren  Gleichungen  (18),  (19)  sind, 
erzeugt  wird,  ist  offenbar  der  Cylinder  (18),  welcher  ebenfalls  eine  Regel- 
fläche ist. 

Zweiter  Fall.  Subtrahirt  mau  die  mit  o)  multiplicirte  Gleichung 
(Tj)  von  der  Gleichling  (Tj)  oder  (1),  so  kommt: 


d^s       .       ä 


2- 


Die  Elimination  von  o)  zwischen  (7o)  und  (20)  führt  zu  der  Gleichung: 

d^z  d^z  I  rf'r  \- 

äP  rfp  ~~   ['dxdijl     "^  ^^^' 

Im  gegenwärtigen  Falle  hat  man  wegen  der  Relationen  (7,)  und  (20): 

dr]  dz   dco       dr]  dz   dm  (oo\ 

dx  dx  rfa;'     dy  dx  dy \     )' 

Mithin  ist  die  Funktionaldeterminante 

dr]  dm         drj  dm 
dx  dy        dy  dx 

gleich  Null.     Infolge  dessen  hat  man: 

dt]  ,,    .    dm        d-n  ,,    s    dm 

ix  =  ^(^)  d^^   1,-=  ^'^^^  ^ 

und  nach  (22) 

t  =  V\'0)         (23). 

dz 
Setzt  man   die  Werthe  von  /y  und  von  ^  in  die  Gleichung  (10)  ein, 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

-±  =  (p{oj)  —  cocp'ioj) (24). 

Da  nun 

d   dz         d   dz   » 

dy  dx        dx  dy 

ist,  so  folgt  aus  (23)  und  (24)  unmittelbar: 

1 .  Es  sei  zunächst  cp"  (w)  =  0  oder : 

<p{<jS)  =  Coi  -\-  G, 
wo  C  und   G  Constanten  sind.     Man  hat  alsdann: 
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—    =    r       —    =    6r 

dx  '     dy 

dz  =  Cdx  4-  Gdy 
2  =  Cx  +  Gy  +  i/, 

wo  H  eine  neue  Constante  ist.     Das  Integral  stellt  somit  eine  Ebene  dar 
die  einfachste  abwickelbare  Kegelfläche. 

2.  Es  sei  femer: 

d(o     ,    iloi           „  ... 

^d^  +  5^  =  « (6^- 

Alsdann  haben  wir,  wie  wir  beim  ersten  Falle  gesehen  haben: 

X  =  coy  +  y}{co)       (9). 

Aus  den  Gleichungen  (23),  (24)  und  (9)  erhalten  wir: 

'^'^  "^  i   ^^  +   d^   ^^^  ""  !^V\^^)^'^'^  +  (Pif^)dy  +  (p'{oj)y)'(oj)doj, 

z  -\-  C  =  y(p{oS)  +  l(p'{co)xp'{co)do}       .     .     .     .     (25). 

Durch  partielle  Integration  bringt  man  die  letzte  Gleichung  auf  die 
Form: 

z  -\-  C  =  (p'{o))  (wy  +  W{<^'^))   —  yjco(p"{io)d(o  —  ](p"{o})\i){oj)d(x), 

oder  auch  wegen  der  Gleichung  (9): 

z  ^  C  =  x<p'{ü))  —  ylo}(p"{oj)d(o  —  ^(p"{(o)y){(o)dcj     .     (26). 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  wenn  co  als  variabler  Parameter 
betrachtet  wird.     Die  Ableitung  derselben  nach  o)  ist: 

0  =  (p'\co)  (x  —  coy  —  y){ü))), 

d.  i.  (9),  da  <p"{oj)  nicht  null  ist. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (25)  genügen,  um  zu  erkennen,  dass  die 
durch  das  Integral  dargestellte  Fläche  eine  Regelfläche  ist;  diese  Fläche 
aber  ist  den  soeben  durchgeführten  Rechnungen  zufolge  die  Enveloppe  der 
beweglichen  Ebene  (26);  mithin  ist  dieselbe  eine  abwickelbare  Fläche. 

Dritter  Fall.  Ist  o)  constant,  so  erhält  man  aus  (10),  wie  im 
ersten  Falle: 

-I  + 1  = «. 

hiemach  unmittelbar: 

rj  =  F{x  —  (oy), 

wo  F  willkürlich  ist.    Zur  Bestimmung  von  z  hat  man  die  lineare  Gleichung: 


^S  +  ^  =  ^(^  -  ^^)' 


5* 
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die  zum  Integral  hat: 

s  =.  y  F{x  —  oiy)  +  Fi{x  —  ojy),     ....     (27), 

wo  Fl  eine  willkürliche  Funktion  ist.     Die  Fläche  (27),  welche  durch  die 
beweglichen,  der  Ebene  x  =  coy  parallelen  Geraden 

X  —  ojy  =  a,    z  =  yF{a)  -\-  ß 

erzeugt  wird,  stellt  eine  windschiefe  Fläche  mit  einer  Richtungsebene  oder 
ein  Cylindroid  dar. 

Folgerung.      Die    Gleichungen    (1),  (2)  von   Monge    gehören    nur 
Regelflächen  an. 


2.  Kapitel. 

Methode  von  La^ange  zur  Integration    der  partiellen   DiiTe- 
rentialgleiehnngen   mit  drei  Veränderlichen  und  einiger  Glei- 
chungen mit  einer  grösseren  Zahl  von  Veränderlichen.^) 


§  8.    Allgemeiner  Gedankengang  der  Lagrange' sehen  Methode. 

33.  Allgemeiner  Gedankengang  der  Lagrange 'sehen  Methode. 

Es  sei 

f(x,  y,  z,  p,  q)  =  0  oder  q  =  k{x,  tj,  s,  p)      ...     (1) 

die  gegebene  Gleichung.     Setzen  wir  für  q  seinen  Werth  in 

dz  =  pdx  +  qdy (2) 

ein,  so  kommt: 

dz  =  pdx  -\-  k(x^  y,  z,  p)dy (3). 


^)  Lagrange  (Abh.  d.  Berl.  Akad.  1772,  Oeuvres  t.  III,  p.  549—577)  hat 
die  Integration  beliebiger  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen 
zurückgeführt  auf  diejenige  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  mit 
vier  Veränderlichen  und  ebenfalls  von  der  ersten  Ordnung.  Diese  hat  er  ihrer- 
seits, ■wie  wir  im  ersten  Kapitel  gesehen  haben,  im  Jahre  1779  zurückgeführt 
auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen.  Indessen  hatte  er  im 
Jahre  1785  noch  nicht  klar  erkannt,  dass  daraus  folgt,  dass  die  Integration  von 
beliebigen  partiellen  Differentialgleichungen  mit  drei  Variablen  sich  zurückführen 
lässt  auf  die  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  denn  in  seiner  Abhandlung 
von  diesem  Jahre,  S.  188,  erklärt  er  ausdrücklich,  die  Integration  einer  nicht- 
linearen Gleichung  nicht  ausführen  zu  können.  Erst  Charpit  hat  im  Jahre 
1784  in  einer  niemals  veröffentlichten  Abhandlung  den  Zusammenhang  dieser 
drei  Fragen  nachgewiesen:  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 
Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  und  Integration  der 
nichtlinearen  partiellen  Differentialgleichungen.  Diese  Bemerkungen  entlehnen 
wir  Lacroix  t.  II,  Nr.  740,  p.  548  und  Jacob i  (Crelle's  Journal,  Bd.  23,  S.  3). 
über  die  Methode  von  Lagrange  und  Charpit  vergleiche  noch  bezüglich  einer 
geometrischen  Untersuchung  der  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen  nach 
Darboux  und  Lie:     Goursat,  Le9ons  etc.,  Kap.  IV  und  ferner  Kap.  IX. 
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Die  Lagrange'sche  Methode  in  ihrer  ersten  Form  besteht  darin, 
im  Allgemeinen  durch  Probiren  einen  Werth  von^  zu  suchen,  welcher  eine 
willkürliche  Constante  a  enthält  und  die  totale  Differentialgleichung  (3) 
integrabel  macht,  und  sodann  daraus  z  herzuleiten  mit  einer  zweiten  will- 
kürKchen   Constante  b. 

Anders  und  in  allgemeinerer  Form  ausgedrückt,  muss  man  eine  andere 
von  (1)  verschiedene  Relation  zwischen  x,  y,  z,  p,  q  suchen,  welche  eine 
willkürliche  Constante  enthält  und  so  beschaffen  ist,  dass  die  Werthe  von 
p  und  q,  welche  sich  aus  dieser  Relation  und  aus  (1)  ergeben,  die  Gleichung 
(2)  integrirbar  machen. i) 

Die  Methode  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Veränderlichen  ausdehnen.     Es  sei 

f{£i,  x^,  ...,x„,Pi,.. .,  Pn)  =  0  oderp„  =  tc{z,  x^,  . . .,  x„,  p^,  . .  .^„-i)  (1') 

die  gegebene  Gleichung.    Ersetzen  wir  p„  durch  seinen  Werth  in 

dz  =  Pidx^  +  Pidx^  +  •  •  •   +  p>ndxn  ....     (2'), 
so  kommt: 

dz  =  p^dx^  -\-  podxo  +  •  •  •  +  Jtdx„    ....     (3'). 

Man  hat  nun  für  p^^,  p^,  .  .  ■,  Pn—\  Werthe  zu  suchen,  welche  je  eine 
willkürliche  Constante  enthalten  und  die  Gleichung  (3')  integrirbar  machen. 
Allgemeiner  ausgedrückt,  man  muss  n — 1  Relationen  suchen,  die  je  n — 1 
willkürliche  Constanten  enthalten  und  mit  (1')  zusammen  für^^j^g»  •  -  'i  Pn 
Werthe  ergeben,  welche  die  Integration  der  Gleichung  (2')  ermöglichen. 

Dies  ist  die  Lagrange'sche  Methode  in  ihrer  allgemeinsten  Form. 
Wir  wollen  an  einigen  Beispielen  zeigen,  dass  man  mittels  der  vorher- 
gehenden Andeutungen  bereits  ziemlich  complicirte  Gleichungen  integriren 
kann. 

84.  Beispiele.  —  L  Es  seien  die  Gleichungen  zu  integriren^): 

1.  q^uip) 

2.  q  =  n{p,  y). 
Man  hat: 

ds  =  pdx  +  'K{p)dy, 

ds  =pdx  +  «(_p,  y)dy, 

Gleichungen,    die    unmittelbar    integrirbar    sind,    wenn    man  p  =  a  setzt. 
Man  findet  die  vollständigen  Lategrale : 


^)  Lagrange  hat  in  seiner  ersten  Abhandlung  die  allgemeine  Methode, 
diese  zweite  Relation  zu  finden,  angegeben,  aber  ohne  sie  allgemein  zu  Ende 
führen  zu  können,  da  er  damals  die  Integration  der  linearen  Gleichungen  noch 
nicht  kannte. 

^)  Lagrange,    Abh.  der  Berl.  Akad.,  1772,   1.,  2.  und  3.  Fall;    Oeuvres, 
t.  ni,  p.  658—660. 


y 

a 

y 
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e  =  nx  -\-  b  -\-  K{a)y 

z  =  ax  -\-  b  -\-  \K(a,y)dy. 

Wendet  man  dieses  Integrations-Vert'ahren  auf  die  Gleichungen  an: 

pq  =  1 

v'  +  r  +  1  =  mV 
p  =  <iy  +  '/'-'. 

so   findet  man  die  vollständigen  Integrale: 

e  ^=  ax  -{-  h  -\- 

z  =  ax  -\-  b  ■\-     , 

z  =  ax-\rh  -y^±  [V^  V' +  ^    +  2a  lg(2/  +  i  y^  +  Aa)\ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  entspricht  der  folgenden  Aufgabe:  Man 
soll  diejenigen  Flächen  finden,  deren  Flächeninhalt  für  irgend 
einen  Theil  zu  der  Projektion  desselben  auf  die  a;?/-Ebene  in  dem 
Constanten  Verhältniss  m  :  1  steht,  oder  auch:  Man  soll  diejenigen 
Flächen  finden,  deren  Normalen  den  Erzeugenden  eines  geraden 
Kegels  parallel  sind  (vgl.  Nr.   15). 

n.  Es  sei  zu  integriren:   1.   die  Gleichung:') 

fi  (^,  p)  =  f'i  (y.  q)- 

Man  setze: 

f\  {x,  p)  =  a,    f.i  {y,  q)  =  a. 

Hieraus  möge  sich  ergeben: 

p  =  (pi  (a;,  a),     q  =  (Pi  {y,  a), 
und  daher: 

dz  =  9?i  {x,  a)  dx  +  ^.,  (i/,  a)dy 

z  =  jcpi  {x,  a)dx  +  J9?2  (y.  «)  ^y  +  ^• 

2,  Es  sei  ferner  die  Gleichung  zu  integriren: 2) 

F{fi,f„...,f„)  =  0, 
in  welcher 

fi  =  fiiXi,  Pi(p{^)l 

Man  braucht  bloss  zu  setzen: 

fi  =  «i 

-^(«1,  «2)  •  •  •)  «J    ==   0' 

^)  Lagrange,    Abb.  d.  Berl.  Akad.  1772,   4.  Fall,  Oeuvres,  t.  UI,  p.  561; 
Abh.  d.  Berl.  Akad.,  1774,  Nr.  50,  Oeuvres,  t.  IV,  p.  80. 

'')  Lagrange,  Abb.  d.  Berl.  Akad.  1772,  Nr.  13—14,  Oeuvres  t.  UI,  p.  574. 
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Mm.  piq)  als  Funktion  von  Xi,  p^^  ^^  Funktion  von  x^,  u.  s.  w.  bestimmen 
zu  können,  so  dass  also 

dz  =  pidxi  +  p.^dx.2  +  .  .  .  -f  p„dx„ 

nach  Multiplikation  mit  g)  integrirbar  wird. 

Man  kann  an  diese  beiden  Beispiele  die  sogenannte  Methode  der 
Separation  der  Variablen  anschliessen;  man  findet  dieselbe  weiter  unten 
(§  19,  Nr.   72). 

ni.  Es  sei  ferner  die  Gleichung  zu  integriren^): 

q  =  pf(x,  y)  +  F{x,  y,  s). 
Man  hat: 

dz  =  p[dx  +  f{x,  y)  dy]  +  Fdy. 

Man  integrire  die  Gleichung 

dx  -\-  fdy  =  0 

mit  Hülfe  eines  integrirenden  Factors  v,  so  dass 

V  (dx  -\-  fdy)  =  du 

ist.     Femer  eliminire  man  x  aus  F,  indem  man  ii  einführt,   und  integrire 
sodann 

dz  —  Fdy  =  0 

mit   Hülfe    eines   integrirenden   Factors   V,  so    dass    man  unter   dieser  An- 
nahme hat: 

V{dz  —  Fdy)  =  dU, 

oder   auch,  indem  man  u  als  veränderlich  annimmt: 

V{dz  —  Fdy)  -\-^  du  =  dU. 

Führt   man    du   und  du  in   den  Werth  von  dz  ein,    so    ergiebt   sich 
schliesslich ; 


Setzt  man 


dU=  V{dz-Fdy)  +  ^^du  =  ^-h^du. 

Vp    ,    dU 
V      '    du 


so  erhält  man  als  Integral: 

U  —  au  —  &  ==  0. 

Auf  diese  Weise  ist  z.  B.,  wenn 


1)  Lagrange,    Abb.  d.  Berl.  Akad.  1772,  8.  Fall,  Oeuvres  t.  UI,   p.  567; 
Abb.  d.  Berl.  Akad.  1774,  Nr.  52,  Oeuvres  t.  IV,  p.  82. 
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ist: 

u  =  x^  -\-  ,,\       V  =  Ix,      U  =\g{z  ■\-  u)   —ij,        V  =  (z  -^  u)  -  i 

lind  das  lutegral  ist: 

—  U  +  lg(-'  +  ^^'  +  y-)  -  «(.r-'  +  y^^  -6  =  0. 

IV.  Es  sei  schliesslich  die  Gleichung  gegeben*): 

Man  setze: 

i)  =  t\  {x) .  F,  {z), 

wo  F^,  F.2   noch  unbestimmte  Funktionen  sind.     Dann  hat  man: 

dz  =  F,  (x)  F,  {z)  dx  +  [F,  {x)rt\  ix) .  f,  iy)  .  [F,  {z)rf,  {z)  dy. 
Bestimmt  man  f\   und  F.^  durch  die  Relationen: 

{.F,{z)r-H,{/=)  =  1, 

[^i(^)J"'A(^)  =  «"', 

so  folgt: 

-rTT-^  =  „.  +  «'"  U  {y)  dy, 


welche  Gleichung  unmittelbar  integrirbar  ist 

Dieselbe    Lösung    findet   man    mittels 
Separation  der  Variabein  (vgl.  unten  §   19,  Nr.   72) 


Dieselbe    Lösung    findet   man    mittels    der    sogenannten    Methode    der 


§  9.  Methode  von  Lagrange  zur  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  drei   Veränderlichen.^) 

35.  Fall,  in  welchem  die  Gleichung  die  abhängige  Veränder- 
liche nicht  enthält.  —  Es  sei 

f(^,  y,P,Q)  =  0  oder  q  =  H{x,y,p)    .     .     .     .     (1) 

die  gegebene  Gleichung.     Bekanntlich  ist: 

dz  =  pdx  +  qdy (2). 

Würde    man    die  Werthe  von  2>  und  q  als  Funktionen   von  x  und  y 
kennen,  so  müsste  man  haben: 

^  =  ^ (3), 

(hj  dx 


0  Lagrange,  Abb.  der  Berl.  Akad.,  1772,  9.  Fall,  Oeuvres,  t.  III,  p.  569. 
-)  Ausser   den    im    Anfang    des  §  7  citirten    Schriften    vgl.    Jacobi,    Vor- 
lesungen über  Dynamik,  Vorl.  22,  S.  168 — ^^173. 
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und  die  Gleichung  (1)  müsste  für  diese  Werthe  eine  Identität  sein.     Man 

hat  also: 

dq  8k    _,     öx  dp  ,  . 

dx  Sx  ~^   8p  dx     ' ^  ^ 

§1    ,8fdp        Sldq   _  , 

8x  "•"  8p  dx  '^  8q  dx  ^  .     .     .     .      {'± ). 

Eliminirt    mau  ^  aus    der    Relation  (4)   oder    aus    der   Relation  (4') 

mittels  der  Gleichung  (3),    so    findet    man,    dass  p  einer    der   äquivalenten 
linearen  Gleichimgen  genügen  muss: 

dp  öx     ,     8%  dp  ,_. 

dy  8x   '^   Yp  dx ^  ^ 

8x  ^  8p  dx  ^  8q  dy  ^    ' 

Umgekehrt,  wenn  man  eine  Lösung  der  Gleichungen  (5)  oder  (5')  kennt, 
so  machen  der  durch  diese  Lösung  gegebene  Werth  von  p  und  der  ent- 
sprechende durch  (1)  gegebene  Werth  von  q  den  Ausdruck  für  dz  integrabel 
oder  sie  genügen  der  Gleichung  (3).  In  der  That  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1),  (5)  oder  (1),  (5')  die  Gleichung  (3). 

Somit  findet  man  alle  Lösungen  der  Gleichung  (1),  wenn  man  alle 
Werthe  von  j?,  welche  der  Gleichung  (5)  oder  der  Gleichung  (5')  genügen, 
sodann  mittels  (1)  alle  zugehörigen  Werthe  von  q  sucht  und  die  Gleichung 
(2)  integrirt.  Im  Allgemeinen  ist  es  besser,  sich  darauf  zu  beschränken, 
einen  Werth  von  p,  der  eine  willkürliche  Constante  a  enthält  und  der 
Gleichung  (5')  genügt,  sodann  den  zugehörigen  Werth  von  q  zu  suchen 
tmd  schliesslich  die  Gleichung  (3)  zu  integriren.  Man  gelangt  auf  diese 
Weise  zu  einer  Lösung  der  Gleichung  (1),  welche  zwei  willkürliche  Con- 
stanten enthält  und  ein  vollständiges  Integral  ist. 

Das  Integral  der  Gleichung  (1)  kann  durch  symmetrischere  Rechnimgen 
gefunden  werden,  wenn  man  eine  zweite  Relation 

/i  ix,  y,P,q)  =  0 

zwischen  x,  y,  p,  q  sucht,  die  zusammen   mit  (1)  zur   Bestimmung  von  p 
und  q  in  folgender  Weise  dient.     Man  hat  alsdann: 

0. 


81     ,     81  dp 
8x   ~^   8p   dx 

,     Sf  dq          0      ^^    4-   ^^   '^^   4-   ^^   "^^ 
~*~   8q   dx            '      8y   ~^   8p   dy     *     Sq   dy 

ÖA     ,     8f,  dp 
Sx     '     8p  dx 

,      Sf,  dq                    8f,           Sf,  dp           8f,  dq 
'^    Sq  dx            '     Sy  ~^   Sp  dy   ''      Sq  dy 

Eliminirt  man 

unter  Anwendung  der  Determinantentheorie 

dp       dq       dp       dq 
da:^     dx''     dy'     dy 

Allgemeiner  Fall.  7r» 

zwischen   diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung  (3),  so  kommt: 

HUi)    ,    s{f,  A)  ^ 

oder: 

9fSf\_Sf  dr,      ,     8f  Sf,    _   Sf  Sf,    ^  ^,  . 

ix  Sp  8p  S.i       '     Ä,v    ö'j  Ö'i    S;/  ■      •      \   )• 

36.    Allgemeiner  Fall.  —   Es  sei  jetzt  die  Gleichung  gegeben: 

/■(«,  y.  «,  P/  «)  =  0  oder  q  ^  k{x,  y,  s,  p)     .     .     .     (7). 

Ferner  weiss  man,  dass 

dz  =  pdx  -\-  qdy (2) 

ist.     Wenn  man  eine  zweite  Relation 

fi{x,y,e,P,q)  =  0 (8) 

zwischen  x,  y,  z,  p,  q  kennen  würde,  so  könnte  man  aus  dieser  und  der 
gegebenen  Gleichung  die  Werthe  von  p  und  q  ableiten  und,  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  einsetzte,  würde  diese  unmittelbar  inte- 
grirbar  werden.     Man  muss  somit  haben: 

^    ^  (Q\ 

dy  dx ^  ' 

oder : 

%  +  %'^  =  %  +  t'> W 

für  jede  Relation  (8),  welche  einer  Lösung  von  (7)  entspricht. 

Ninunt  man  an,  dass  in  die  Gleichung  (7)  die  aus  dieser  Gleichung 
(7)  und  aus  der  Gleichung  (8)  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  q,  ausge- 
drückt in  X,  y,  z,  eingesetzt  werden,  so  wird  die  Gleichung  (7)  eine  Iden- 
tität und  somit  hat  man: 

Jx  äx     '     Öp  Öx'     Sz  8z    ^   8p  8z        '     '     '     ^     ' 

oder : 

8±     ,     SjSpSlSq^^    !/:_L^^.^^  =  0  riO') 
8x   '^   8p  Sx   '^   8q  8x  '   8z   '^   8p  Sz   '^   8q  äz  ^      '' 

Mittels  der  Gleichungen  (10)  oder  (10')  und  (7)  kann  man  ^,  ^^ 
aus  der  Gleichung  (9')  eliminiren,  wodurch  dieselbe  übergeht  in: 

8x  8p  8y   ^    8z  Y  Sp  '')    ^   8x    ^  ^  8z  ^     ^ 

oder: 

SPSI  8^8J  l    8_l     ,       dA^   +    (^   +  P^]  =  0     .       (110- 

dx  Sp   ^   8y  8q   ^    \^8p   ^  ^8q)  Sz   ^    {Sx   ^  ^  8zj  ^ 
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Umgekehrt  kann  man  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (11)  oder  (7)  und 
(11')  die  Gleichung  (9')  ableiten.  Die  Integi-ation  der  Gleichung  (7)  ist 
somit  zurückgeführt  auf  diejenige  der  Gleichung  (11)  oder  der  Gleichung 
(11'),  aus  der  q  als  eliminirt  vorausgesetzt  wird. 

Man  kann  die  Integration  von  (7)  auch  auf  die  Ermittelung  einer  im- 
pliciten  Relation  (8)  zurückführen.  Zu  dem  Ende  leitet  man  aus  (7)  und 
(8)  her: 

Sx    '^    8p  Sx   ~^    8q  Sx  '     Sx    ~^    Sp   8x   '^    Sq    Sx 


(12). 


die 

zweiten : 

die 

dritten : 

dif,  h) 

8y    "^    8p  8y   "^    8q  8y  '     8y    '^   8p  8y   "^   8(i   Sy 

d/;,^dp,^dg^Q      Sf^     ,     SJ[  8j  81,  8q  _ 

Sz    "^     8p  8z    ~^    8q   8z  '      Sz    '^    8p  8z   ~^   8q    8z 

Die  beiden  ersten  von  diesen  Gleichungen  geben: 

Sjf,  t\)      ,      8(f,  Q    8q   ^ 
8{x,  p)    "•"     8{q,  p)    8x  ' 

8{f,  t\)      ,      8{f,  f,)     8p    ^   r. 
8(y,  q)    "^    8{p,  q)     8y 

,      8{f,  Q   8q  ^  8(f,  A)  8{f,  f,)    8p  ^ 

8{z,  p)     "^     8{q,  p)    8z  '      8{z,  q)     "^    8{p,  q)    8z 

Verbindet  man  diese  Relationen  mit  (9'),  so  kommt: 

8{f,  Q      ,      8{f,  Q      .         8U)  Q  8{f,  Q   _ 

8ix,p)    "^    S(y,  q)    ~^  ^  8(z,  p)    "^   ^    8(z,  ^)    ~  '' 

oder,  wenn    man    die  Vorzeichen  ändert  und  nach  den  Ableitungen  von  /\ 
ordnet: 

8f,  8f       8f,  Sf        8fJ     Sf  8f\      8f,  (8f    ,^8f\      8f\  (8f    ,      8f\_^  ,.^. 

8^8p'^8yrq^  8z\^  8^  +  ^  d^j~  öl^fc +^  d^j  ~  02  fe  +  '^  d"J-^  (^^^^ 

Man  gelangt  mit  Hülfe  der  Determinanten  zu  demselben  Resultat, 
wenn  man  die  Ableitungen  von  2>  '^^^^  Q_  zwischen  (9')  und  (12)  eliminirt. 
Man  kann  auch  von  den  Gleichungen  (7)  und  (13)  zu  der  Gleichung  (9') 
zurückgelangen. 

37,    Ableitung    des    allgemeinen  Integrals    aus  der  Gleichung 

(11),  (11')  oder  (13).  —  Die  Systeme  der  diesen  Gleichungen  entsprechenden 
simultanen  Differentialgleichungen  sind  nach  Nr.   32: 

dx  dy   dz dp  fll   ) 

8yi  1  öx  dx  j^         öx 

jp  ^~^~s^     j:«  ^  ^  j^ 
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f^  _    'hf  _  dz —  <il>  (..,  . 

dp  öq  ^  Sp'^  ^  b<i  t>x    "^    ''  6: 

Sp  dq  ''  dp  ~^  ''  6q  öx     '     ^'  dz         äy    ~'      '^   de 

Betrachton  wir  irgend  eines  dieser  Systeme.  Aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen   erhält   man   unmittelbar: 

fh  =  pdx  -\-   qdy (14), 

welche  Gleichung  somit  die  eine  von  ihnen  ersetzen  kann.  Lag  ränge  hat 
daraus  in  scharfsinniger  "Weise  die  Lösung  eines  analytischen  Paradoxons 
abgeleitet,  welches  er  selbst  entdeckt  hatte. 

Das  System  (Ha)  hat  zur  Lösung  ein  System 

u  =  a.      V  =  h.     w  =  c, 

wo  u,  V,  w  Funktionen  von  x,  y,  z,  j)  und  «,  h,  c  Constanten  sind.  Mithin 
ist  das  Integi-al  der  Gleichung  (11)  oder  (11')  eine  Relation  von  der  Form 

u  =  (p(v,  vi) (15), 

wo  q)  willkürlich  ist. 

„Diese  Gleichung  (15)",  sagt  Lagrauge,  „mit  der  gegebenen  Gleichung 

fix,  y,  z,  p,  q)  ^  (i (7) 

combinirt,  wird  die  Werthe  von  p  und  q  als  Fimktionen  von  x,  y,  z  er- 
geben, welche,  in  die  Gleichung 

dz  =  pdx   -\-   qdy (2) 

substituirt,  aus  dieser '  eine  Gleichung  in  x,  y,  z  ableiten  lassen,  welche  die 
gesuchte  Gleichung  ist. 

Da  bisher  die  Funktion  (p{v,  w)  durch  nichts  beschränkt  ist,  so  würde 
folgen,  dass  die  pi-imitive  Gleichung  einer  Gleichung  erster  Ordnung  mit 
drei  Veränderlichen  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Grössen  enthalten 
könnte:  man  kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dass  es  unmöglich  ist,  aus 
einer  Gleichung  mit  drei  Veränderlichen  mittels  ihrer  beiden  abgeleiteten 
Gleichungen  eine  willkürliche  Funktion  von  zwei  Grössen  verschwinden  zu 
lassen.'" 

Dieser  Einwurf  ist  nicht  vollkommen  richtig.  Man  kann  nur  sagen: 
Es  ist  beim  ersten  Anblick  ziemlich  überraschend,  dass  die  primitive  Glei- 
chung einer  Gleichung  der  ersten  Ordnung  mit  drei  Veränderlichen  von 
dem  Werthe  von  p  abhängen  kann,  der  aus  einer  Relation  (15) 
abgeleitet  ist,  welche  eine  willkürliche  Funktion  zweier  Grössen 
enthält.  Wie  dem  auch  sei.  jedenfalls  hat  Lagrange  das  in  Rede  stehende 
Paradoxon  sehr  gut  erklärt  und  zu  gleicher  Zeit  das  Mittel  angegeben,  um 
das  allgemeine  Integi'al  der  Gleichung  (7)  zu  finden,  nämlich: 
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An  Stelle  der  Veränderlichen  x,  «/,  g,  p,  welche  in  den  Gleichungen  (IIa) 
oder  (ll'a)  vorkommen,  nehme  man  u,  v,  w,  p.  Da  die  Gleichung  (14)  die 
eine  der  Gleichungen  (11«)  oder  (ll'a)  ersetzen  kann,  „so  werden  in  der 
Formel  dz  —  pdx  —  qdy  die  aus  der  Variabilität  von  p  hervorgehenden 
Glieder  sich  gegenseitig  aufheben,  da  diese  nämlichen  Ausdrücke*'  der  alten 
Vei'änderlichen  als  Punktionen  der  neuen,  „diese  Formel  in  dem  Falle  zu 
Null  machen,  wo  u,  v,  tv  Constanten  sind.  Dieselbe  wird  also  von  der  Form 
werden : 

Udu  +    Ydv  +    Wdw, 

in  welcher  U,  V,  W  Funktionen  von  p,  u,  v,  w  sind"  (L  a  g  r  a  n  g  e).  An 
Stelle  der  Gleichung  (14)  kann  man  also  nehmen: 

Vdu  +    Ydv  -I-    Wdw  =  0 (16). 

Da  die  Gleichung  (15),  welche  eine  Lösung  dieser  ist,  p  nicht  mehr 
explicit  enthält,  so  wird  dies  bei  (16)  ebenso  der  Fall  sein,  so  dass  f7,  Y,  W 
durch  u,  V,  w  allein  ausgedrückt  sind. 

Anstatt  die  Relation 

ds  =  pdx  -j-  qdy (2) 

zu  integriren,  nachdem  man  darin  p  und  C[  durch  ihre  aus  den  Gleichungen 

f{x,  «/,  ^,  i?,  !Z)  =  0 (7) 

u  ==  q)  {v,  w) (15) 

sich  ergebenden  Werthe  eingesetzt  hat,  kann  man  somit 

Udu  +    Ydv  H-    Wdw  =  0 (16) 

unter  Berücksichtigung  von 

u  =  q){v,w) (15) 

integriren,  wobei  die  Funktionen  u,  v,  w  die  Grösse  q  nicht  enthalten,  selbst 
nicht  implicit,  wenn  dieselben  mit  Hülfe  von  (11«)  bestimmt  worden  sind. 
Aus  (15)  folgt: 

du  =  -^    dv  4-    ^  dw, 

und  somit  erhält  man  an  Stelle  von  (16): 

(P^+   f)   rf«+    (u%  +  w)ä.o  =  0     .     .     (17), 

woraus  man  u  eliminiren  und  eine  Relation  von  der  Form 

V  =  tp(w) (18) 

ableiten  kann.  Eliminirt  man  p  zwischen  (15)  und  (18),  so  erhält  man  das 
gesuchte  allgemeine  Integral.  Hätte  man  q  in  u,  v,  w  gelassen,  so  müsste 
man  zu  den  Gleichungen  (15)  und  (18)  noch  die  gegebene  Gleichung  hinzu- 
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nehmen.  In  jedem  Falle  sieht  mau,  duss  u  und  v  beide  Funktionen  von 
w  sind,  aber  eine  von  ihnen  ist  nicht  willkürlich. 

Die  Gleichungen  (13„),  deren  Anzahl  vier  beträgt,  ergeben  nicht  mehr 
als  die  Gleiehunj^en  (Ha)  oder  (11'«),  weil  die  eine  der  Lösungen  von  (13a) 
f  =  0  ist,  wie  man  leicht  findet.  In  der  That,  bildet  man  einen  Bruch 
gleich  denjenigen,  welche  in  (13„)  auftreten,  und  dessen  Zähler 

Sx    ^'^   +    Sy    '^'^    +    S:    '^'   +    «p    '^^'   +    d,    ^^^ 

ist,  so  findet  man,  dass  der  Nenner  gleich  Null  ist.  Eine  der  Gleichungen 
(13a)  kann  somit  durch  df  ==  0  oder  f  =  const  ersetzt  werden.  Diese  Con- 
stante  muss  gleich  Null  sein,  da  sonst  das  gefundene  Integral  mit  der  ge- 
gebenen Gleichung  nicht  verträglich  wäre.  Das  System  (13„)  ist  somit  dem 
System  (H'n)  äquivalent,  weim  man  zu  dem  letzteren  /"  =  0  hinzufügt.') 

38.  Ermittelung  des  vollständigen  Integrals. 2)  —  Nehmen  wir 
für  die  Relation  (15j  die  Gleichung 

u  =  a  -\-  ho  -\-  cw (19), 

wo  a,  b,  c  willkürliche  Constanten  sind,  und  setzen  wir  h  =  0,  c  =  0,  so 
erhalten  wir: 

u  =  a (20). 

Diese  Gleichung  giebt  zusammen  mit 


'o    o 


f{x,  !/,  J3,  p,  q)  =   0 (7) 

p  und  q  ausgedrückt  dui'ch  die  willkürliche  Constante  a  und  die  Variablen 
X,  y,  z.    Somit  führt 

dz  =  pdx  -f-  qdy 

zu    einer   Lösung    mit    zwei    willkürlichen    Constanten,    welche    das    voll- 
ständige Integral  ist. 

Man  kann  zu  diesem  in  gewissen  Fällen  auf  eine  andere  Art  gelangen. 
Man  nehme  an,  dass  in  der  Gleichung  (16)  W=0  sei.  Offenbar  genügt 
man  dieser,  wenn  man 

')  Lagrange,  Lebens,  p.  .386  u.  ff.  Lacroix,  t.  U,  Nr.  747,  p.  564.  La- 
grange sagt  noch:  Man  hat 

V  =  xf){iv),     u  =  xi^) 
mit  der  Bedingung: 

Uj^'(w)  +   Vtp'iio)  -f   Tr=  0. 

')  Dies  ist,  wenn  wir  Lacroix  t.  II,  Nr.  741,  p.  549,  recht  verstehen,  eine 
Idee  von  Charpit.  Lacroix  t.  III,  p.  705  führt  einige  Bemerkungen  von  Poisson 
an  über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Verfahren,  welches  die  allgemeine 
Lösung  mittels  des  vollständigen  Integrals  giebt,  und  demjenigen,  welches  wir 
in  der  vorhergehenden  Nummer  auseinandergesetzt  haben.  ^ 


80  Lagrange'sche  Methode  für  belieb.  Gleichungen  mit  drei  Variablen.  [Nr.  39  —40] 

u  ^  a,    V  =  h 

setzt,  und  diese  Relationen  geben  zusammen  mit  (7)  das  vollständige  Integral 
(vgl.  das  Beispiel  der  Nr.  39). 

Bemerkung.  Die  Lagrange'sche  Methode  gestattet  eine  zweifache 
Erweiterung  in  dem  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Variablen  grösser  als  drei 
ist.  Man  kann  die  Aufgabe  zurückführen  auf  die  Bestimmung  eines  Inte- 
grals einer  (16)  analogen  Gleichung  von  der  Art,  dass  dasselbe  zu  gleicher 
Zeit  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist;  dies  hat,  wie  wir  im  nächsten 
Kapitel  sehen  werden,  Jacobi  bei  seiner  Erweitemng  der  Lagrange'schen 
Methode  gethan.  Diese  Methode  ex-fordert  die  vollständige  Integration  der 
Gleichungen  (Ha))  (H'a)  o<ier  (13„).  Jacobi  hat  jedoch  noch  eine  andere 
Erweiterung  der  Lagrange'schen  Methode  gefunden,  welche  den  Namen 
„Jacobi'sche  Methode"  verdient  und  sich  gründet  auf  die  vollständige  Inte- 
gration einer  gewissen  Anzahl  von  (1 3^)  analogen  Gleichungssjstemen.  Diese 
Methode  wird  im  zweiten  Theile  dieses  Buches   auseinandergesetzt  werden. 

§  10.     Beispiele.^) 

89,  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Methode  der  Nr,  37.  — 

Es  sei 

£  =  pq 

die  gegebene  Gleichung.     Die  Hülfsgieichungen 

dx  dy    dz    dp 

q  p  2pq  p 

führen  leicht  zu  den  Integralen: 

^  J  P  '  ^2  '  p 


^)  Das  erste  dieser  Beispiele,  welches  von  Lagrange  mit  bewunderungs- 
werthem  Scharfsinn  gewählt  worden  ist  als  Anwendung  der  allgemeinen  Methode, 
findet  sich  in  den  Lecons  j).  393.  Die  Classification  der  andern  verdankt  man 
Legendre  (Memoii-es  de  l'Academie  de  Paris  1787:  Memoire  sur  Vintegration 
des  equations  aux  differences  partielles,  p.  309—351;  §  IX,  p.  337 — 348:  Bes  equa- 
tions  non  lineaires  du  1.  ordre),  im  Auszuge  wiedergegeben  von  Lacroix,  t.  II, 
Nr.  742 — 747,  p.  550 — 564.  Die  besonderen  Fälle,  wo  man  die  Rechnungen  zu  Ende 
führen  kann,  sind  Lagrange,  Abh.  der  Berl.  Akad.  1772,  1774,  1785,  entliehen. 
Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  23,  S.  2)  hat  bemerkt,  dass  mehrere  dieser  von 
Lagrange  behandelten  Beispiele  schon  von  Euler  mittels  besonderer  Kunst- 
griffe gelöst  worden  waren.  Auch  Boole,  Treatise,  Kap.  XIV,  haben  wir  einiges 
entliehen.  Der  Kürze  halber  haben  wir  die  Schlussfolgerungen  von  Lacroix, 
welche  sich  auf  eine  allgemeine  Methode  zur  Entdeckung  neuer  integrabler  Fälle 
(t.  II,  Nr.  745,  S.  558)  beziehen,  sowie  das  Beispiel,  welches  er  dazu  giebt,  nämlich: 

weggelassen.  Man  integrirt  diese  Gleichung,  indem  man  ay  =  qxz  setzt  (t.  11,  p.  561). 


Beispiele.  gl 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man: 

;/  ==  n  -\-  p,    z  ==  p'-v,    r  =  ir  -\-  pr 

dy  =  du  -\-  dp,    de  =  'Ipvdp  -\-  p-di\    dx  =  dw  -^  pdv  -f  vdp. 

Die  Gleichung 

de  —  pdx  —  qdi/  =  (» 
nimmt  die  Form  an: 

dir  -\-  rdi(  =  0. 
Setzt  mau 

V  =  fp  {u,  w), 

so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

dir  -f-  (p  («,  it^)  du  =  0, 

und  diese  führt  zum  allgemeinen  Integral. 
Setzt  man  dagegen 

dir  =  0,    du  =  0, 
oder: 

w  =  X  —    ^^   =  c,    n  =  ij  —  p  =  a, 

so  findet    man    zwei  Relationen,    welche   durch   Elimination  von  p  zu  dem 
vollständigen  Integrale  führen: 

{x  —  c)  (1/  —  a)  =  z. 

Man  gelangt  zu  dem  vollständigen  Integrale  auch,  wenn  man  zur  Be- 
stimmung von  p  die  Gleichung  y  — p  =  a  nimmt.     Man  hat: 

V  =  !l  —  a^     q 


y  —  a 

dz  =  (1/  —  a)  dx  +  ^j-zr^  (iy, 
oder : 

7 Tz  dy  =  äx. 

y  —  a  {y  —  ay 

Das  Integi'al  dieser  ist: 

• — ~ —  ^  X  —  c 
y  —  a 

oder : 

z  =  (i/  —  a)  (x  —  c). 

40.  Beispiele,  welche  von  der  Integration  einer  einzigen  der 
Hülfsgieichungen  abhängen.  —  I.  Beispiele,  welche  von  der  In- 
tegration von 

dx  , 

8p 
Mansion,  Part.  Differentialgleiclumgen.  6 
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abhängen.   —  Man  kann  diese  Gleichung  integriren,  wenn  man  hat: 

I  =  ^(-' !'). 

d.  h.  wenn  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form  ist: 

q  =  p  F{x,  y)  +  (p{x,y). 

In  diesem  Falle  ist:  ^ 

dz  =  p  {dx  +  Fdy)  +  (p  (x,  y)  dy. 
Hat 

dx  +  Fdy  =  0 

einen  Integi'abilitätsfaktor  v  derart,  dass 

v{dx  -\-  Fdy)  =  du 


ist,  so  ergiebt  sich: 


dz  =  ^  -f  ff  {X,  y)  dy. 


Nimmt  man  an,  dass  man  x  aus  cp  und  v  eliminirt  habe  dadurch, 
dass  man  diese  Veränderliche  durch  ihren  Werth  in  u  und  y  ersetzt,  so 
muss  man  haben: 


^(f) 


dtp 

dy  du ' 

Hieraus  folgt: 


P 


=  '\t  ^y- 


Dieser  Werth  von  p  enthält    eine   willkürliche  Constante:    der  Werth 
von  s  enthält  somit  deren   zwei  und  giebt  das  vollständige  Integi-al.i) 
Es  sei  z.  B. 

xq  =  py  -\-  xe''^'^!'^. 
Man  hat: 

F  =  ^,v  =  2x,  u  =  x^  -\-  ?/2.  qj (x,  y)  =  e''+.'/'  =  c",  '^  =  e 

p  =  2xye''  +  2aa;,    q  =  2y-c"  -\-  e"  +  ^aj/, 
dz  =  ye^'^+y''  {2xdx  +  2ydy)  +  e'^^'^-v-dy  +  2axdx  +  2aydy, 
z  =  ye'^^'ß  +  a(a;2  -}-  y"^)  +  fc. 

n.  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von 


dy  = 


^)  Lagrange,  Abb.  der  Berl.  Akad.  1772.     Oeuvres  t.  III,  5.  Fall.  p.  562. 
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abhängeil.   —   Man   kann   diese  (ileichung  int4"griren,   wenn   man  hat: 

dp  Sx      ,  dx  IV         \ 

Diese    lineare    partielle   Differentialgleichung   giebt    für  k  oder  q  den 
folgenden  Werth: 

q  =  xFip,  tj)  +  (f{j>,  y,2—  px). 

Man  erhält  hieraus: 

dz  =  pdx  4-  xF{p,  ii)  dy  +  (p  {jj,  i/,  z  —  i)x)dy. 
Setzt  man 

dp  —  F{p,y)dy  =  0, 

wodurch  p  und  z  —  px  =  k  bestimmt  werden ,    so   geht    die  vorstehende 
Gleichuncr  über  in: 

du  =  (f{p,  y,  n)dy, 


■"o 


aus  welcher  man  2)  wird  eliminiren  können.^) 
Als  besondere  Fälle  erwähnen  wir: 

1)  denjenigen,  wo 

F{p,  y)  =  w\y) 

ist;  dann   ist: 

i>  =  w{y\ 

die  =  (fl'tpiy),  y,  u]dij; 

2)  denjenigen,  wo 

F  =  0 
ist;  alsdann  ist: 

(1  =  fp{p,y,^  —  px)> 

oder: 

z  =  px  -\-  f{p,  y,  q). 

In  diesem  Falle  hat  man: 

z  ==  ax  -\-  u, 
du  =  yj  (a,  y,  u)  dy. 

3)  Endlich  kann  man  als  noch  specielleren  Fall  die  beiden  Gleichungen 
betrachten : 

q  =  w  iP'  y\ 

welche  weiter  oben  behandelt  worden  sind  (Nr.  34,  I.  S.  70). 

Im  üebrigen  haben  wir  früher  die  allgemeinste  derjenigen  Gleichungen 
untersucht,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen  (Nr.  21). 


^)  Lagrange,  Abh.  der  Berl.  Akad.  1774.     Oeuvres  t.  IV,  Nr.  54,  p.  85. 

6* 
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ni.  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von 


dx                 —  dp 

8k              ök      I       ^      OK 
dp           öx     '     ^^    Ss 

abhängen.  - 

—  Wir  setzen: 

|-^(...» 

oder: 


8k         ,  8k         ,         Sk       -r-,/  X  n 


Um  den  Werth  von  n  oder  q,  welcher  dieser  linearen  Gleichung  genügt, 
zu  finden,  müssen  wir  das  Hülfssystem  integriren: 

dx  dy   dz  dp  dq 

T  "^  ~Ö  ~p~  "^^    F{x,  pj)    "^  "Ö"" 

Es  sei  T  =  a  das  Integral  von  c?jJ  =  F  {x,  p)  dx ;  daraus  möge  sich 
ergeben  p  =  7i{x,  a)\  dann  hat  man: 

dz  =  7i{x,  a)dx,    z  —  \tt\x,  d)dx  =  h. 

Die  andern  Integrale  sind  q  ^  c,  y  =  d.  Mithin  hat  die  lineare 
Gleichung,  welche  q  giebt,  zum  Integral: 

q  ^  q){y.T^  s  —  J  Ji{x,  a)  dx). 

Die  Relation  dz  ==  pdx  -\-  qdy  geht  über  in: 

ds  =  pdx  -\-  (p{y,  T^  s  —  J^(^!  o)  dx)  dy. 

Setzt  man  p  =  jr(x,  a)  und  ist 

s  =  j  jt  {x,  a)  dx  +  ■^j 
so  wird 

dz  =  pdx  -f-  dv  =  pdx  -\-  (f  (y,  a,  v)  dy, 

und  hat  man  nur  noch  v  durch  die  Gleichung  zu  bestimmen: 

dv  =  (f  {y,  a,  v)  dy. 

Bemerkung.  Es  ist  ersichtlich,  dass  sich  dieser  Fall  im  Grunde 
nicht  von  dem  vorhergehenden  unterscheidet,  da  die  x  imd  die  y  in  den 
partiellen  Differentialgleichungen  die  nämliche  Rolle  spielen.  Wir  begnügen 
uns  daher,  ein  specielles  aus  Lacroix^)  entlehntes  Beispiel  anzuführen. 
Die  Gleichrmg 

q  =  (z  -{-  px)- 
hat  zum  Integral: 

I         <*  I  1  A 


1)  Tome  II,  Nr.  741,  p.  549. 
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IV.  Beispiele,  welche  abhängen  von  der  Integration  von 

th dp 

'^    -   ^'    ör  ^.r    +    ^'    ö: 

Wir  setzen,  um  diese  Gleichung  integrabel  /u  machen: 


ö.  +  ^'  8z=  ^  (^'  P)   (x   -  P  ,^j- 
Diese  partielle  Differentialgleichung    hat    als   entsprechendes  System   simul- 

dp  dx 


taner  Gleichungen: 
dx 

T 


d!l 
0 


P 


pF(z,p)  xFiz,py 


Es  sei  T  =  b  das  Integral  von  dp  =  F  (z,  p)  dz  und  es  sei  femer 
p  =  Jt{z,  h)  der  Wei'th  von  p,  welcher  sich  daraus  ergiebt.  Dann  sind 
die  andera  Integrale  des  Hülfssystems: 

f     d'^  1 

.;,  =  pa,    X  -  ^-^^j^  =  c,    ,v  =  d. 

Die  Gleichung  für  k  führt  somit  zu  dem  Integral: 

Die  Gleichungen  von  dieser  Form  geben  für  dg  den  Werth: 


dz 
Setzt  man: 


dx  +  cp[i,,   T,  .r-  [-|L_)c/^]. 


J)  =  71  {s,  h),    X  == 


dz 


+  ^, 


so  wird: 


.)  n{z,  b) 
dz  =  7i{z,  ^Jj^^    +  f^"  +  (p  {y,  ö,  v)  dy 

und  diese  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  integrable  Gleichung: 

dv  +  (p  {y,  h,  v)  dy  =  0. 
Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

q  =  u{p>,z) 


ist.     Man  hat  alsdann: 


dz  =  pdx  -\-  K{p,  z)  dy. 


Die  Integrabilitätsbedingung  ist,  wenn  man  p  als  Funktion  von  z  allein, 
z.  B.  ^  =  Jt{z),  annimmt: 


"ip      ,         s         i  dx  dx  8p  \  ^^  f. 


8p 
8 
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oder: 

qdp  =  pdq. 
Mithin: 

q  =  ap  oder  u  (j>,  s)  =  ap. 

Aus  dieser  Gleichung  leitet  man    den  Werth  von  Jt[s)  her.     Ist  dies 
geschehen,  so  führt  die  Gleichung  p  =  71  [z)  zu  dem  Werthe  von  x: 

Andrerseits  giebt  die  Gleichung  q   =   aJi{£): 

Damit  diese  beiden  Relationen  identisch  seien,  muss 

W  (y)  =  —  ay  -\-  b,     ;^{x)  =  —  X  -i-  h 
sein.     Somit  ist  schliesslich  das  vollständige  Integral: 

x  +  ay-b=  j^. 

Diese  scharfsinnige  Auflösung  rührt  von  Lag  ränge  her.^) 
Geometrische  Anwendung.     Die  Gleichung   einer  Fläche  zu 

finden,  bei  welcher  die  Länge    der  Normale,    gerechnet    bis    zur 

xy -Ehene,  gleich  1   ist. 

Die  Gleichung,  zu  welcher  die  Aufgabe  führt,  ist: 

Setzt  man: 

p  =  jti^£),     q  =  ajt{z), 
so   erhält  man: 

Die  Lösung  ist  also: 

X  -\-  ay  =  b  —  Vi  +  «2  yiTTi? 
oder : 

(^  +  ay     _    hy   =    (1    +   fl2)    (1    _    ^2), 

Es  ist  dies  die  Gleichung  eines  Rotationscylinders,    dessen  Achse  dar- 
gestellt wird  durch  die  Gleichungen: 

^  ==  0,    X  -\-  ay  —  /^  =  0. 

Als  singulare  Lösung  findet  man  der  allgemeinen  Regel  gemäss: 


^)  Abb.  d.  Bevl.  Akad.,  1772,  Oeuvres,  t.  III,  7.  Fall,  p.  566;  Abh.  d;  Berl. 
Akad.  1774,  Oeuvres,  t.  IV,  Nr.  51,  p.  81. 
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Durch    «'in    anderes    Verfahren    gelangt  man    zu    einem    vollständigen 

Integral,  welches  die  KugelHäche  darstellt.  Aus   der  gegebenen  Gleichung 
findet  man: 


V 1  —  z»  — 


»»» 


rz 


9L  = 

Somit: 

2zdz  =  2zpdx  -f-  2(1  —  ^-'  —  p'h'')'^\ly. 

Die  linke  Seite  ist  ein  exaetes  Ditterential;  dasselbe  würde  der  Fall  sein 
mit  dem  ersten  Gliede  der  rechten  Seite,  wenn  man  pz  =  n  —  x  setzte. 
Unter  dieser  Annahme  sei 

z^-  -\-  (a  —  xy-  =  i'. 
Dann   wird: 

2(1   —  tV-rf//  =  dv 
oder: 

1   -  V  =  {y  -  h)\ 
Somit  schliesslich: 

,2  +  {x  -  ay  +  {y  -  hy-  =  1. 

Bemerkung.  Bei  den  verschiedenen  Beispielen,  die  wir  soeben  be- 
handelt haben,  haben  wir  stets  die  Methode  der  Nr.  38  angewendet,  welche 
darin  besteht,  dass  man  den  Werth  von  2>  ^us  der  Lösung  u  =  a  von 
einer  der  Hülfsgieichungen  herleitet.  Wir  wussten  von  vornherein,  dass 
es  uns  auf  diese  Weise  gelingen  muss,  dz  =  pdx  -\-  qdy  integrabel  zu 
machen.  Wir  haben  uns  nachträglich  überzeugt,  dass  dem  in  der  That 
so  ist. 

41.  Einige  Beispiele,  welche  von  der  Integration  von  zweien 
der    Hülfsgieichungen   abhängen.  —  I.  Betrachten  wir    die  Hülfsglei- 


chungen : 

dx 
8k 
8P 

dy 

"    1 

dp 

8k    , 
8x  +  P 

Sk 

82 

Diese 

Gleichungen  sind  i 

ntegrabel, 

wenn 

8k 

und 

8k 

8x 

,         8k 
+  ^  8z 

Funktionen  von  x,  y  und  j)  allein  sind.  Es  genügt  dazu,  dass  ^  in  ^  nur 
in  erster  Potenz  vorkommt  und  zwar  multiplicirt  mit  einer  Funktion  von 
y  allein,  oder  mit  andern  Worten,  dass 

q  =  F(x,  y,  p)  +  z(p{y) 
sei. 

Als  besonderen  Fall  kann  man  den  anführen,  wo 

cp{y)  =  0 

ist.     Man  hat  alsdann    eine  Gleichung,    welche  2  nicht  mehr    enthält,    und 
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man    kann    darauf   die    Methode    der    Nr.    35    anwenden.     Z.  B.  giebt    die 
Gleichung 

px  -{-  qy  =  pq 
auf  diese  Weise: 

P  =  y  -\-  j,    <1  =  X  -^  hy,    2l{z  —  a)  =  (^  +  hyY. 
Lagrange   behandelt   mittels  besonderen  Kunstgriffs  die  Gleichung i^) 

1  =  f[p,  f ). 

Er  setzt: 

X  =  yu,  p  =  (p(u), 
woraus  folgt: 

dx  =  ydic  +  iidy,    q  =  f[fp{^i),  ^<] 

dz  ■=  ycp(u)du  +  {f[(p(tt),  u]  +  u(p{u)]dy, 
und  bestimmt  cp  durch  die  Gleichung 

^  +  j(pin)du  =  f[(p(u),   u]  +  U(p(;H), 
wonach  sich  ergiebt: 

s  =  a  -\-  by   -\-  yjq)(u)du. 

n.    Die  Hülfsgieichungen 

dx  dz  dp 


8k                         8k 
8p           ^       ^'Sp 

8k     .     ^  8k 
8x  ~^  ^  8z 

dp 

"^^          8k 
^   P8P 

8k     .        8k 
5a;  +  ^  8. 

führen    ebenso    zur    Integration    der    partiellen   Differentialgleichungen  von 
der  Form: 

q  =  F{y,  z,  p)  +  px(p{y) 

9.  =  9{y)  F{x,z,p) 
oder  erleichtern  dieselbe  wenigstens  erheblich. 


1)  Lagrange,  Abh.  d.  Berl.  Akad.  1772,  Oeuvres,  t.  III,  6.  Fall,  p.  564.  Mit 
diesem  Beispiele  schliesst  die  Untersuchung  der  besonderen  von  dem  geschickten 
Turiner  Gelehrten  behandelten  Fälle. 


3.  Kapitel. 

Ausdeliiiiiiiir  der  La^Taii^^e'sclieii   Methode   auf  partielle  Dille- 
rentialgleicliungeii  mit  beliebig  vielen  Variablen.^) 

^  11.    Theorie. 

42.  Zurückführung  der  Aufgabe  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  simultanen  Differentialgleichungen,  —  Die  gegebene 
Gleichung  sei : 

f{z,  x^,  x.y,  .  .  .,  x,„2h'lh>  •  •  •' l^'i)  =  0    .     .     .     .     (1). 

Kennt  man  eine  Lösung  derselben,  so  machen  die  dai-aus  sich  er- 
gebenden AVerthe  von  i^^,  i\,,  .  . .,  i>,j,  ausgedrückt  durch  s,  x^,  x^,  ...,  x„, 
die  Gleichung 

(]z  =  p^dx^  +  p.^dx.,  +  •  •  •  +  Pnä-Cn      ....  (2) 

integi'abel.     Infolge  dessen  hat  man: 


')  Diese  Ausdehnung  der  Lagrange'schen  Methode,  welche  von  Charpit 
vergebens  versucht  wurde  (vgl.  Lacroix,  t.  II,  Nr.  748,  p.  567 — 572)  wurde  von 
Jacobi  in  der  kleinen  Abhandlung:  „Über  die  Integration  etc."  (Crelle's  Joum., 
Bd.  2,  S.  317  —  329)  ausgeführt.  Die  Rechnungen  sind  dieselben,  wie  bei  der 
Methode  von  Pfaff,  nur  sind  dieselben  in  der  umgekehrten  Reihenfolge  ausge- 
führt. Bei  der  Methode  von  Lagrange  und  Jacobi  führt  man  die  Integration 
der  partiellen  nicht  linearen  Gleichungen  auf  diejenige  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  oder  auf  diejenige  der  entsprechenden  simultanen  Diffe- 
rentialgleichungen zurück.  Dies  ist  die  Grundidee,  die  übrigens,  wie  wir  in  Nr.  37 
gesehen  haben,  zu  einer  Änderung  der  Veränderlichen  führt.  Bei  der  Methode 
von  Pfaff  ist  dagegen  die  Änderung  der  Variablen  der  Gnmdgedanke;  dieselbe 
führt  schliesslich  zu  den  erwähnten  simultanen  Differentialgleichungen.  Wie  man 
sieht,  ist  die  Arbeit  von  Jacobi,  die  wir  in  diesem  Kapitel  analysiren,  in  her- 
von*agendem  Masse  geeignet,  den  Zusammenhang  zu  zeigen,  welcher  zwischen 
der  Methode  von  Lagrange  und  derjenigen  von  Pfaff  besteht.  Aus  diesem 
Grunde  setzen  wir  sie  an  diese  Stelle,  obwohl  dieselbe  absolut  keinen  Einfluss 
auf  die  Entwicklung  der  Wissenschaft  gehabt  hat. 

A.  Meyer  hat  in  der  Schi-ift:  Memoire  sur  rintegration  de  l'cquation  generale 
(lux   differences  partielles   du  premier  ordre  d'un  tiombi-e  quelconque  de  variables 
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(3) 


oder: 


dpi^  dpu 

dx/i  dxi 


8pi  8pi_        ^^  8pu  Spk 

8xk    "^     8z  ^'''  ~  8xi    "^     8z    ^''■ 


Substituirt  man  in  (1)  die  in  Rede  stehenden  Werthe  von  p^,  .  .  .,  j;„ 
und  ersetzt  man  ferner  s  durch  seinen  Werth,  so  wird  die  Gleichung  (1) 
eine  Identität,  aus  der  man  durch  Differentiation  erhält: 


8f 
8x^ 

8f 
dx., 

Sf                8f 
8z  ^1         8p, 

Sf                8f 
8z  ^-^         8p, 

dx,   ~^  '  ' 

<^Pi     , 

dx,   ~^  '  ■ 

1        Sf     dpn 
8p  n    dx^ 

,        8f      dpn 

8pn    dx. 

•  (4i) 

•  (4,) 

8f 
8x„ 
ir  setzen: 

8f 
8x, 

P 

8f                8f 
8z  ^«          8p, 

Sf 

8z  ^^^'   •  •  ' 

Sf     , 

(hu    , 

dXn 
•    ■   ■   +  Pn 

1       8f    dpn 
8pn    dXn 

8x„         8z  ^^" 
Sf 

Ak.„          •         .         .        . 

•     (4«)- 

•  (5) 
.     (6). 

Führt  man  die  Bedingungen  (3)  in  die  Gleichungen  (4)  ein  und  fügt 
man  zu  den  letzteren  noch  eine  von  (6)  nicht  verschiedene  identische  Glei- 
chung hinzu,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  System  von  Gleichungen, 
denen  die  aus  einer  beliebigen  Lösung  von  (1)  abgeleiteten  Werthe  von 
z,  2^1,  ■  ■  •,  Pn  genügen  müssen: 


(Mem.  de  l'Acad.  de  Belgique,  t.  XXVII,  3.  pagination,  p.  1—24)  die  Arbeit  von 
Jacob i,  die  wir  hier  analysiren,  ohne  einen  wesentlichen  Zusatz  zu  machen, 
reproducirt. 

Wir  führen  noch  in  Bezug  auf  den  in  diesem  Kapitel  und  zum  Theil  im 
folgenden  behandelten  Gegenstand  an:  Boltzmann,  Zur  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Wiener  Berichte,  1875,  LXXII, 
2.  Abth.,  471 — 483);  Bertrand,  Siir  la  premwre  methode  de  Jacobi  pour  l'infe- 
gration  des  ('quations  aitx  derivees  partieUes  du  premier  ordre  (CR.  1876,  LXXXII, 
p.  641-647). 

Bei  Gelegenheit  der  in  diesem  Kapitel  auseinandergesetzten  Methoden,  sowie 
der  Methoden  von  Pf  äff  und  Cauchy  ist  eine  wenig  bekannte  Arbeit  zu  er- 
wähnen, deren  Mittheilung  wir  dem  Herrn  Professor  Padova  verdanken:  Sulla 
integrazione  delle  equazioni  a  derivate  parziali  del  1"  0.  Memoria  del  Prof. 
Giov.  Maria  Lavagna.  Dieselbe  ist  publicirt  in  den  Atti  dell  'Accademia  Geoenia, 
in  Catane;  ein  Auszug  aus  dieser  Abhandlung  erschien  im  Jahre  1846  in  den 
Atti  della  settima  riunione  degli  scienziati  itaüani  tenuta  in  Napoli,  nel  1845. 
(Lavagna  wurde  geboren  zu  Livorno  im  Jahre  1812;  er  starb  zu  Pisa,  wo  er 
Professor  der  Mechanik  des  Himmels  war,  im  Jahre  1870).  Wir  hoffen  in  Kurzem 
diese  Originaluntersuchung  an  anderer  Stelle  zu  analysiren. 
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■  Ä/j,   dd\      '     8p.,    rfx.    ~' 

J'    =   K  ''i'-    4_     */"   *^L  _L 
-  Ä;j,   <fj,     ~^    Öp,   d.r,    ~^  ' 


öl  dp, 

'     Öpn    (Lln 

■       (7.) 

•       ('i ' 

,       df     dp,, 
*      8pn   dln 

•       (7„) 

^    Sf     dz 
Öp,i  dx„ 

•  (7„  +  ,). 

p     __      8f     dpn       I         Öf     dp,, 

"  8py   dx,    "^    8p,   dx,_   "^  ■ 

p  ^  81  dz      «/:  ^i  , 

ä;>,    rf.'-,    ~^    Sp,  dx,   "^  ■ 

Es  ist  wesentlich  zu  bemerken,  dass,  wenn  sich  auch  die  Gleichung«'!! 
(7)  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (3)  ableiten  lassen,  man  doch  nicht  um- 
gekehrt die  Gleichungen  (3)  aus  (4)  und  (7)  herleiten  kann.  Man  kann  somit 
aus  der  vorstehenden  Analyse  folgern,  dass  die  Werthe  von  p^,  2i>,  ■  •  •.  Pn,  ^i 
als  Functionen  von  x\,  x.2.  .  .  .,  x„  ausgedrückt,  welche  den  Gleichungen  (7) 
genügen,  die  Lösungen  der  Gleichung  (1)  enthalten;  aber  das  Umgekehrte 
ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig:  die  Lösungen  des  Systems  (7)  brauchen 
der  Gleichung  (1)  nicht  zu  genügen. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man  unter  den  Lösungen  des  Systems  (7)  die- 
jenigen heraussuchen  muss,  welche  der  Gleichung  (1)  genügen.  Die  Inte- 
gration des  Systems  (7)  kommt  dem  §  7  (vgl.  besonders  die  Nr.  32)  zu- 
folge zurück  auf  diejenige  des  Systems: 


I 


dx, 
öf 

d.r,i            dz            dp,                            dp,,                      /„   v 
6f               P               P,                                  Pn          •       •       "^    "''• 

8p, 
Da 

Öpn 

Sf     8f     , 
Sx,    8p,  "^ 

,      8f    8f             Sf    .    p     d/                                Sf 

■    •    •    +    SXr,    Spn    +    ^    S:    +  ^1  SP,     ^               ^    ^"  Spn             ^ 

ist,  so  sind  die 

Verhältnisse,    welche  in  den  Gleichungen  (Ja)  vorkommen. 

gleich 

0' 

oder  mit  andern  Worten,  es  kann  eine  jener  (ileichungen  durch  (//'  =  0 
ersetzt  werden.  Es  folgt  daraus,  dass  das  eine  der  Lategrale  des  Systems 
(7„)  f=  Co,,  oder,  wie  wir  schreiben  wollen,  /*2„  ==  Cg«  ist.  Das  Integral - 
System  der  Gleichungen  (7„)  kann  somit  dargestellt  werden  durch: 

/l    =  ^i,     /2    =  C.,,   .   .   .   .,  t-2ti—\    ^^  ^2«— 1'    litt    ^^    ^Ini 

wo  die  f  Functionen  von  2,  x^^  x.y,  .  .  .,  x,„  p^,  p.,,  .  .  .,2),,  und  die  c  Con- 
stanten bezeichnen. 

Das  System  (7)  hat  zur  Lösung  n  -\-  1   Relationen  von  der  Form: 

F{f,,  U.   .  .  ..  f,„)  =    0. 
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Es  bleibt  also  nur  übrig,  die  Form  der  Functionen  F  derart  zu  speciali- 
siren,   dass  sie  die  Lösung  von  (1)  geben. 

43.  Änderung  der  Variablen.  —  Wir  setzen,  wie  im  Falle  der 
Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen, 

/'  =0,    /"i  =  %,    /;  =  lu,  .  .  .,  /;„_!   =  u,„_^       .     .     (8) 

und  leiten  aus  diesen  '2n  Gleichungen  die  Werthe  der  Variablen 

x^,  .  .  .,  x„,  2\i  ■  ■  •)  2hl 
als  Functionen  von 

her.    Führt  man  diese  Variablen  in  die  Gleichung 

cU  =  i\dx-^  _|_  .  .  .  J^  p^clx„ (2) 

ein,  so  geht  dieselbe  über  in: 

Man  kann  nun  leicht  beweisen,  dass  Z  =  1  ist  und  dass  die  Glei- 
chung (9)  z  nicht  mehr  enthält.  Man  erhält  nämlich  aus  den  n  ersten 
Gleichungen   (7„): 

dz  =  p-i^dx^  4-  2J2^^-^'2  +  •  •  •  4-  2hidx„       .     .     .     (10). 

Diese  Gleichung  (10)  kann  somit  die  eine  der  Gleichungen  (7)  ersetzen 
und  dasselbe  ist  der  Fall  mit  der  Gleichung  (9),  welche  (10)  äquivalent 
ist.     Nun  haben  aber  die  Gleichungen  (7„)  zur  Lösung: 

*'l     ^=    ^U      ^'2    =    ^2)     •   •   •)    ^2?!— 1     =^    ^2/1—15 

und  diese  geben: 

du^   =  ü,    du^   =  0,  .  .  .,  du.j„_i  =  0 

lind  verwandeln  somit  die  Gleichung  (9)   in  Z  =  1.     Folglich  ist 

F{Ui,    «2,    •  •  V    «'2n-l)    =    ö (11) 

eine  Lösung  der  Gleichungen  (7„)  und  somit  der  Gleichung  (9)  oder  der 
Gleichung: 

U^du^  +  Ihdu.^  +  •  •  ■  +  U.,„_,   dii,,,_^  =  0   .     .     (9'). 

Diese  kann  daher  nicht  mehr  die  Variable  s  enthalten,  da  dieselbe  nicht 
mehr  in  (11)  vorkommt. 

Man  kann  die  vorhergehenden  Bemerkungen  auch  durch  eine  direkte 
Rechnung  beweisen.     Man  hat: 

dx,     ,  dx„     ,  ,  dxn 

wenn  die  Werthe  von 
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rfx,      dx.,  (Ixn 

'dz'     d-'  '  '  ■'    d: 

aus  den   den  Gleichungen  (7„j  genügeudt^n  Helationen  (8)  hergeleitet  werden. 

Somit: 

d:i\    1     8f     dx^  1      dt  dx„  1      6f 

^l:  /'    'A/V    T/7  /'    Öp.:   '  '  ''    d:  /'    b}>,: 

Mithin  ist  nach  (6): 

Berechnen  wir  nun  einen  der  Coefficienten  U.    Für  irgend  einen  dieser 
Coetficienten  hat  man: 

^   du  -    du  du 

Die  Ableitung  von    U  nach  z  ist: 


du  "  /  dpi     dxi  drxi  \ 

1F  ^\  dz     du    "•"  ^'d:duj- 


Diese  Gleichung  kann  man  mit  Hülfe  der  Relation 

d-xi    dl      dxi  \  dpi     dxi 

^^'lldü  ~  du  V'~dr)   ~  'dir   IT 

transformireu  und  erhält  auf  diese  Weise: 


"(dpi^    dxi_  d£i^    dxi_\     ,      d     n       dxi_ 

^\  d:      du  du      dz  j    "^   du  ^^'  dz  ' 


oder 


da 


du  "  /  dpi     dxi 

dz  "^  l  dz      du 

1    ^ 


dpi     dxi^  \ 
~d^     (Uy 


n  dXi  ry  1 

ist.      Man    kann   nun   in    3-  die  Grössen 

dz 

dpi      dxi 


dz  '     dz 

ersetzen  durch  ihre  aus    den  Relationen  (8)  oder  (7„)  abgeleiteten  Werthe. 
Man  hat: 

^Pl   —  Fl        dxi.    ^    1^  S/^ 

dz    ~~    P  '       dz           I"  Spi' 


somit : 


dU 
dz 


—    P  ^\^'   du  d>     du   y 
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oder,  wenn  mau  P,  durch  seinen   Werth  ersetzt: 

cU  P  7\       Sxi     du  8ßi     du)       P    8z  ^^'~dü' 

Die  erste  Summe  ist  die  Ableitung  nach  u  von  dem  Ausdruck  /",    welcher 
identisch  Null  ist,  die  zweite  ist  gleich  U.     Somit: 

du  öf 

ds    Js 

IJ    ~   ~  ¥ 

oder  auch: 

I  o/    dz 

wo  C   eine    Funktion    der    übrigen  Variablen   ausser  von  ^,    nämlich    von 

Hieraus  folgt,  dass  man  die  Gleichung  (9')  durch 

d£ 
P 


[81 
]8z 


e 
dividiren   kann.      Dieselbe  geht  somit  über  in: 

Pf  äff  hat  eine  allgemeine  Methode  gefunden,  um  die  Gleichungen 
von  dieser  Form  zu  integriren.  Wir  werden  dieselbe  später  darlegen,  zu- 
vor wollen  wir  aber  an  einem  specielleu  Beispiele  den  Nutzen  der  vorher- 
gehenden Transformationen  zeigen.  Dieselben  genügen  in  der  That  in  vielen 
Fällen  zur  Bestimmung  des  Integrals  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  weil  man  oft  die  Gleichung  (12)  zu  integriren  vermag, 
ohne  die  Methode  von  Pf  äff  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

^^  i^.  Anwendung  auf  die  Integration  der  ScJdäßi' sehen  Gleichung: 

«1(^2-^3  —  x^P-i)'  +  a-Aoc.;^lh  —  ^ilh)~  +  (hi^iPi  —  ^2Pd-  =  1-^) 
44.    Integration  des    Systems  von    simultanen  Differentialglei- 
chungen,  zu  welchem  die  Aufgabe  führt.  —  I.  Wir  setzen: 

«1  =  a-'gi^g  —  x.^p^,    s.,  =  Xojj^  —  Xj^p.^,    S3  ^  x^2^.2  —  x.,Pi. 

Dann  kann   die  Gleichung  geschrieben  werden: 


■'t)      ö^ 


a^s,, 

^'2   2 ' 

x„ 

X.,, 

i^i' 

!>■>, 

%*3 


/     1        "^j ,"  X.t,  Xg 


1   =  0      .     .     .      .     (1) 


^)  Schläfli,  Sopra  una  equazione  a  differenziali  parziale  del  primo  ordine 
(Annali  di  matematica  pura  ed  applicata,  serie  2,  t.  II,  S.  89 — 96). 
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Die  ersten   Unterdeterminanten  der  vorstehenden  Determinante  könmii 
dargestellt   \\>'nl»'n   in   dem   folgenden  Tableau: 

*"i »       ^•.'  •       ■"''3 


und   y.wiir  hat  man: 


JT^ ,      TT, .      ;r.. 


1     d/"  „   .     I  ,  i  .    ^     d/  ^      \     0/ 


=  —  J'-iOoH..  -\-  p.,a.^s.^  =  i 


2    Ä.r,   —  ^'^'"2"^     '    ^'?"S":5  — M-     2    d.r,    "  ^^ '    2    6x,    —  ^^t- 

1      6f  1      d/'  1     d/ 

2  Äp.  =     -"««^'^  -  ^^"^'''  =  ^'  ^  2  Ä^  =  ^=  2  d/,:  =  ^'- 

Mithin  ist  schliesslich  das  zu  integrirende  Hülfssystem: 
<ix\   de,    ili  .    (L    —  (Ip^  —  dp.,  —  dp,, 


(2)- 


>:) 


^l  "..  ^3  1  ^1  ii  l:l 

II.  Den  Eigenschaften  der  Detei*minanten   zufolge  hat  man: 

Mithin  kann  man  aus  den  Difterentialgleichungen  herleiten: 

^if^j^i  +  A>'^^-^2  +  Ih^^-^'s  =  dz  =  —  {i'idpi  -\-  Xodp.,  -{-  x^dp.^. 
Die  letzte  Relation  giebt  ferner: 

ä{-i\Pi  +  J^-iPi  +  -i'zlh)  =  0. 
Man  erhält  hieraus,   wenn  man  beachtet,  dass 
(x, ^+x.r-+x,-^)  {p, ^--{-P, 2+i>3 2)  —  {x,p,  +x,p,  +x^p,y  =  s,  2+S2 ■ +«3 -  (3) 
ist,  drei  Integrale,  welche  in  den  folgenden  Gleichungen  enthalten  sind: 
a-,2  +  xj  +  ^-3-  =    w^^  %-  +  s,'  +  S3'  =  ^-      •     (4,),  (42) 

Pi'  +  P-2''  4-  i^a'  =  ;;^5^i^.    ^li'i  +  •^■2i>2  +  x^P3  =  ^oot6   (43),  (4^), 

zu  denen  man  noch  die  gegebene  Gleichung 

cij^s^-  -}-  a.,s.{- -}- a^s^-  =  1 (1) 

hinzufügen  muss.     Dabei  sind  X,   m,  F  willkürliche  Constanten. 

III.  Man  hat  ferner: 

ds^  =:,\,dp^-\-p^d.r.,  — x^dp.,  —p.,dx^  =  { — .r.,ß^-\- p^jr.,-^  xst,  — p.,Jro)dz. 
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Nach  den  Eigenschaften  der  Determinanten  ist  aber: 

f/._..s.,S3  +  .r.,^3  4-  p,n^   =  0, 

mithin : 

{a,  —  flg)  s^j-i  =  —  ;r.,jf3  —  ^j,jr3  +  .rajf.,  +  x)^ji.,, 
und  somit: 

(?.S\         =        («._,         «g)      5o  «3(^,8'. 

Ebenso:  ds.,  =  («3   —  a^  s^s^dg, 

ds-i  =  {a^  —  a.,)  s^So  ds. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  nur  eine  einzige  von  den  vorhergehenden 
verschieden,  denn  man  erhält  aus  ihnen: 

a^s^ds-^  -\-  a.yS.,ds.^  +  ((ss^ds^  =  0, 

die  zu  den  Relationen  (1)  und  (4,)  führen.     Wir  setzen: 

du  =  2s^s.2S^dz, 
dann  haben  wir: 

2s^dsi  =  («.,  —  «3)  du,       2s.,ds2  =  («3  —  a^)  du,     2s^ds-y  =  (o^  —  «.,)  du, 
oder,  indem  wir  zur  Abkürzung 

setzen  und  integriren: 

%-  =  ^«'  +  ^1 

So-     =     &2^'    +    ^2 

S3-  =  ?>3«4-  -43- 

Die  Constanten  A^^,  A2,  Ao  sind  den  Relationen  (1)  und  (4o)  zufolge 
an  die  Bedingungen  gebunden: 

a^A^  -\-  a.,A.y  +  «^3^3  =  1 

A^  +      A.y  -\-      ^3  =  iV. 

Ferner  kann  man  A^^  als  eme  absolute  Constante  annehmen,  da  ^<  eine 
Variable  ist,  die  wir  willkürlich  wählen^).  Die  zwischen  u  und  g  bestehende 
Relation  ergiebt  somit: 

r"  du 


')  Wir  haben  vergeblich  versucht,  J.j  willkürlich  zu  lassen  und  die  Lösung 
von  Nr.  45  ebenso  symmetrisch  zu  gestalten  wie  die  der  Nr.  44, 
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IV.    Wir  suchen  nun  ein  letztes  Integral.     Es  ist: 

p^dx^  —  j-^dp,  =  {p^jt^  H-  x^§^)dz  =  (1  —  ai«,«)  dz  =  (a.,s.,2  -|-  a^s^^-)  ds, 

p.,dx.,  —  x.,dp.,  =  {p.,m,  -f-  a-,c..)  rf^  =  (1  —  a^s^-')  rf^  =  (a3«3'''4-  OiS, '-)  de, 

P^'^^'z  —  ^3^Pz  =  (i^3^3  +  -^3.^3)  dz=={l—  ajSj«)  de  =  (o,.s,  -' -f-  «,5,2)  rfz 
oder: 


a?!,    m- 


Pv 
Mithin : 


Ncoie 


*j'-*3  •*•  3^*»  • 


(^2*3 


w^^i  =  iVcote  .  a:"j   —  ^^^.,03 

«•>)  —  (^2«3 


^3*2) 


x^s. 


m-{p^dx^  —  Xy^dp^)  =  ■r^d(x.,s.i 
Setzen  wir 

—  x^s.,   =  tHQi  sin  1^1,    Qi 


a"3S.,)drp 


ü.,'-  +  s. 


leizen   wir 
was  gestattet  ist,  da 

,  -  x,s,y  -\-ir-xi^-  =  {x,''-\-x,^)  (5,2  +  S32)  —  (T,5,  +  x,s,y  -\-  ir-xi^- 

W2    _  xx  2)  (iY2  —  S,  2)  —  (a^iSi)2  +  J^a:,  2  =  „»2  (^V^S  —  S^^)  =  TH^-  (S,  2  +  ^3  2) 
8r>    prVialfpn     wir- 


(X.S,  -  X,S,y  -\-N^-Xy^-=  {X,  2  +  X,  2)  (5.,  2  +  S3  2)  _  ( 
=  (m2  -  Ä-i 2)  (ivr2  —  S,  2)  —  (a^^Sj)2  +  J^a:, 2  =  ^2  (2Vr2 
'st,  so  erhalten  wir: 

Xid  (x2S^  —  ^3*2)  =  lyr  ^1  <^os  J?i  (»i  sin  ^idg 

(ar,S3  —  2:352)  (7:rj  =  ^  (—  ^^  sin  i^ifZi/j  + 
Mithin: 


cos  T&iddi) 


ist,  so  erhalten  wir: 

^3*2)  =  lyr  ^1  <^os  J?i  (m  sin  i^i^^,  +  w?^i 

cos  OidQi)  mQi  sin  ??i). 
Mithin: 

mHp.dx,  -  x,dp,)  =  ^  Q,^dd,  =  "^'"'^'-y-^-''^    dj?i. 

Man  hat  somit,  indem  man  noch  zwei  andere  0^  analoge  Grössen  'd,  uJid  1^3 

einführt: 

'  («2-  +  «3^)^*5,  =  ^^(02^2^  +  a^s^-)^^, 
(S32  +  si'-)dü,  =  N{a,s,^  +  a,s,^)ds, 
(Sjä  4-  S2^)dds  =  iV^(ai5i2  4-  a2S2^)de. 

Die  Grössen  s^,  s^,  s^  lassen  sich  ebenso  wie  dz  mittels  u  ausdmckeu.    Man 
kann  somit  schreiben: 


d,  =  a,  4-  ^£"1%  +  ^^'  '^^' 

i?3  =  «3  4-  ^£"t^+y^  ^'- 


Mansion,  Part.  Differentialgleichungen. 
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Von  den  drei  neuen  Constanten  a^,  a^,  «3  ist  nur  eine  einzige  will- 
kürlich. Man  erhält  nämlich  aus  den  Gleichungen,  welche  ß^,  j?.,,  d^  defi- 
niren : 

N^{X^^  +   X.^"^   +   ^3^)    =    m2(^^2cos2^i    +   ^,2cos-2Ä,    +   ^3  2cOs2«?3), 
(^2*3  ^3^2)"     T     (■^3^1  '^l^s)      ~r   (^1%  ^i^l)" 

=  m2  (^j2  sin2  ^j   -f  ^,2  sin2  Q^  _|_  ^^2  sin2  ^J 
oder  auch,  wie  leicht  ersichtlich  : 

m    =    Q^^COS^-T&i    -f  ^2  2C0S2^2    +  Qs^^  COS^  ß^, 

IP  =  Q^-2  sin2  di  +  ^.,2  sui2  ^2  +  ^3^  sin2  ^3. 

Setzt  man  in  diesen  Gleichheiten  u  =  0,  so  kommt: 

iV"2  =  (A,  +  A^)  cos2  a^  +  (^3  +  A)  cos2  a^  +  (.l^  +  ^3)  cos2  a^, 
iV2  =  (4j  +  ^3)  sin2  Ol  +  (^3  +  ^1)  sin2  «,  +  (^^  -f  A,)  sin2  Og, 

Gleichungen,  welche  einander  äquivalent  sind. 

Eine  zweite  Relation  findet  man  auf  folgende  Weise.  —  Man  hat 
identisch : 

/y*  /yt  /yt 

^1)       ^2)       "^3         ^^^    '^5 

oder: 

«l(^2«3   —  ^3^2)   4-   ^2(^3^1   —  ^l^s)    +   ^3  (^1^2   —  ^2«l)    =    0. 

Ersetzt  man  die  verschiedenen  Factoren  dieser  Summe  von  Produkten 
durch  ihre  Werthe ,  welche  sich  aus  den  die  ß  definirenden  Gleichungen 
ergeben,  so  erhält  man: 

^l2  sin  2??i  -\-  Q^^  sin  2^2  +  ^3'^  sin  2^3   =  0. 
Macht  man  jt  =  0,  so  folgt: 
{A2  -\-  A3)  sin  2ai  +  (^3  -f-  ^1)  siii  ^03  +  {Ai  +  -^2)  sin  203  ==  0. 

Wie  man  bemerken  wird,  sind  die  beiden  andern  Relationen  zwischen  den 
Grössen  A  und  a  der  folgenden  äquivalent: 

(A2  +  ^3)  cos  2ai  -\-  (A^  -\-  Ai)  cos  2a2  +  (^1  H"  A)  cos  203  =  0. 

Der  grösseren  Symmetrie  wegen  setzen  wir  noch: 

«1  -f-  "2  +  "3  ^  3w. 

Wir  haben  es  nur  mit  fünf  Constanten,  m,  N,  n,  k  und  £  zu  thun; 
in  der  That  lassen  sich  die  Grössen  A  mittels  N  und  k  und  die  Grössen  a 
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mit   Hülfe  von    n   und    N  ausdrücken.      Man   wird   bemerken,   dass 


m 


m 


Z 

m 


nur  von  N  und  n  abhängen  und  dass  z  nur  k  und  N  enthält. 

45.    Integration   der   gegebenen  Gleichung.  —  Nehmen  wir   die 
Grössen   m,  N,  n,  t',  k  und  k  als  nt-uc  \  trilnderliche.  so  nimmt  der  .\usdnick 


die  Form  an: 


p^dx^  +  p.^dz.i  -\-  p.^dx^   —  dz 
-  dk  +  P^dm  +  P,dn  4-  P.^dN, 


ohne  de  zu  enthalten,  da  z,  x^,  x^.,  x^  nicht  £  enthalten;  ebenso  enthält 
derselbe  nicht  du^  da  der  allgemeinen  Theorie  nach,  wenn  z  die  sechste 
neue  Variable  wäre,  der  Coefficient  von  dz  gleich  Null  sein  würde  und 
du  =  2SiS2S^dz  ist.  Ferner  wissen  wir,  dass  Pj,  Pj,  Pj  unabhängig  von 
z  und  somit  von  u  sind. 

I.    Berechnung    von  P^   =  j),   -j-^    +  i'2  :d  +  i's  ^-    Man  hat: 


dm 


dm 


dm' 


mithin : 
Ebenso : 
Folglich : 


dm  \m  )  ' 


dm 


3, 
m' 


dx^ 
dm 


m '     dm 


p      ^       ^•*''l       1       n      ^"^2    _1_    «      ^"3     J^i^l   +  P2X2  +  P3-^'3 


dm 


dm 


m 


N 


tn 


cot  €. 


.  Berechnung  von  R,  =  p^  Zi:^  +  P2  T^  +  -Ps  ^• 


mithin : 
Folglich ; 


dn  '■  dn 

x^-  -f-  x.2^  -{-  Är.^2  =  'tyi^ 


^1    -^r-    -h  2:2    TT-    H-   3:3  -:;—    =    u. 


Es  ist: 


dn 


P,x,  = 


dn 
dx. 


dn 


+  x-i 


dxo 


^1'    ^1  dn   '^  "^'^  dn     '    "'•^   dn 


+   ^8 


dx- 


Px^    Pl 
dXo 


dXy 
dn 


dx.. 


dx., 


+  Pi  id  +  ^3   ^« 


dn 


dn 


So 


dx. 


dn 


d'ö'i  da, 
da^  dn 


^     dn  '^    dn  dn 

d    ,  .     n  Q    d9;   da,  ,.7      de, 

^  (mpi  sm  d,)  =  m^i  cos  ^1  ^  ^  =  ^^1  d^ 


i 
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Somit  schliesslich: 

an  ' 


ebenso : 

P     ^    AT  ^  ,    ^, 

dn  '       '■'  dn 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  addirt,  infolge   der  Definition  von  n, 


-  rill    '  -^  firtn 


somit: 

P.  =  K 

m.  Berechnung  Yon  P^  =  p^  ^  +  p/^  ^  p.^  ^  —  ^.    Der 

Ausdruck  ^^  ist  ein  bestimmtes  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  u, 

dN  °  ' 

da  JV  in  5;  nur  implicit,  nämlich  infolge  der  Grössen  Ä,  welche  sich  unter 
dem  Integi'alzeichen  befinden,  vorkommt.  Da  man  in  P..,  ohne  seinen 
Werth  zu  ändern,  u  =  0  setzen  kann,  so  hat  man  einfach: 

p    /       dXi   j^         dx»   j^         dx.^  \ 

^3  —  (-^^1  IF  +  ^-^  In  '^  ^-'  dNJu  =  0. 

Um  diesen  Ausdnick  berechnen  zu  können,  sind  wir  gezwungen,  in 
Bezug  auf  Ä^  und  a^  eine  specielle  Annahme  zu  machen.  Wir  nehmen 
Ai  =  0,  a^  =  n  an,  wodurch  an  den  vorhergehenden  Rechn\ingen  nichts 
geändert  wird,  die  folgenden  aber  sehr  vereinfacht  werden,  da  diese  An- 
nahme für  u  =  0  die  Gleichungen 

^^   ~  "'    dN  ~   dN   ~  ^ 
nach  sich  zieht.     Wie  oben  hat  man: 

p        dx.,  dx,,  d     .  ^   j^         ds.,  ds.^ 

Drückt  man  a;,^  —  Sg^jg,  Sj»  ^3  ^^^  Functionen  von  N  und  von  Q^  und 
Qi  wieder  als  Function  von  s^,  welches  N  nicht  enthält,  und  von  N  aus, 
so  findet  man: 

x^s^  —  iCgSg  =  mQi  sixi'd^;  Q^^  =  IP  —  s^- 

(üo  —  a^)  82^=  1  —  «1*1"  —  «3^1^;  («3  —  <*2)^3^  =1  —  ^ih^  —  %^i^- 

Hieraus  erhält  man: 

dQi    N       ds.j    —  a^N       ,      ds^    —  a^AT 

dN  9/     dN  (Oj  —  Oj)«^   '     dN  (a,  —  a^)Sg 
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Mithin  : 

P^x,    =  m  sin  />,    ^^    H-  mij^  cos  V>,   '^^^  —  ^^  _  ^^^  ^^^  («oX,«.^  +  a^jr^sj 

=  ^^'  .LV  +  ^r   ^"^''^   ~   ^•••'•^^  ~"  (a...  -  03)  .,.3  («•^^•^^^■''  +  "=^^«*») 

=  ^^'  tx  +  (a,-a^p.%.,  ^-^-^^-^  t("^  -  "•')  '^'  -  «2^^- '' 

-f  a-gSg  [(a.^  —  a^)  s.,«  —  ^:,i>i-]} 

Da 

ist,  so  hat  man  weiter: 

Hebt  man  den  Factor  x^   und  macht  m  =  0,  so  kommt: 

P3  =  0. 


V.  Vollendung  der  Integration.  Die  vorhergehenden  Rechnungen 
führen  die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  auf  diejenige  der  folgenden 
zurück : 

dJi  =  N dm  4-  Ndn. 

m 

Wählt  man  für  k  eine  beliebige  Function  von  m  imd  n,  so  ist: 

dk  ,,  cot  £       die  ,7. 

dm  in        dn 

Wir  erhalten  somit  /c,  JV,  cot  e  ausgediückt  durch  m  und  n.  Mithin  werden 
a?!,  .r.,,  Xc^,  2  Functionen  von  m,  n,  a  sein  und  die  Elimination  dieser  drei 
Grössen  giebt  das  allgemeine  Integral.^) 


')  Schläfli    giebt    eine    schöne  Anwendung  der  vorstehenden  Lösung  auf 
die  Bewegung  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  (a.  a.  0.  S.  94 — 96.). 


4.  Kapitel. 
Die  Pfaff'sche  Methode.^) 


§  13.     Pfaffs  Transformation. 

46.   Allgemeiner  Gedankengang   des  Pfaflfschen  Problems.  — 

Pf  äff  hat  die  Aufgabe  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  dem  folgenden  allgemeinen  Problem  abhängig  gemacht, 
welches  seinen  Namen  trägt :     Wenn  ein  Differentialausdruck 

X^dx^  +  X^dx.^  +•••-}-  ^mdx,n (1), 

in  welchem  X^,  X,,  ....  X„i  Functionen  von  x^^  x.2,  .  .  .,  x,n  sind,  gegeben 
ist,  denselben  in  einen  andern  zu  transformiren  von  der  Form 

X{TJ^dti^  +  U.ydiu  +  .  .  .  -f-  C/;„_if?M,„_i)  ....     (2), 

in  welchem  ?7j,  C/.,,  .  .  .,  Um—\  Functionen  sind  von  m  —  1  neuen  Vari- 
ablen u^.  «27  •  •  •?  ^>/i— 11  "^i^  ebenso  wie  Ä  mit  den  alten  Variablen  durch 
zu  bestimmende  Gleichungen  verbunden  sind. 

Wir  nehmen  an,  diese  Gleichungen  seien  von  der  Form: 


X, 


Xi  [iti,  «2'  •  •  •'  ^;«— 17    ^m) ("l) 


Xjj, — j^    Xf„ — ^  v'l)  ^^2»   •   •   •'  ^'n — 1)    "^tiij        '       •       •       Kym — !/• 


^)  Pf  äff,  Methodus  generalis,  aequationes  differentiarum  partialium  nee  non 
aequationes  differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quoteumque  varia- 
biles  complete  integrandi  (Abh.  d.  Berl.  Akad.,  1814—1815,  S.  76—136).  Eine 
Analyse  dieser  Abhandlung  hat  Gauss  gegeben  (Göttingische  gelehrte  Anzeigen, 
1.  Juli  1815;  Werke  Bd.  III,  S.  231—241)  und  Jacobi;  Über  die  Pfaff'sche 
Methode  etc.  (Crelle's  Journ.  Bd.  II,  S.  347 — 357),  Sur  la  reduction  etc.  (Journ. 
de  Liouville  t.  III,  p.  161  u.  ff.).  Die  Abhandlungen  von  Jacobi  und  die  kleine 
Bemerkung  von  Gauss  enthalten  verschiedene  Vervollkommnungen  der  Pfaff'schen 
Methode,  die  wir  weiter  unten  angeben  werden.  Man  vergleiche  auch  die  weiterhin 
folgenden  wichtigen  bibliographischen  Hinweise. 
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Für  irgend  eine  der  Veränderlichen  x^,  .  .  .,  x„, _,    hat  man: 

^^  =  1^  ''"'  +  öl  ''"-•  +  •  •  •  +  ä£:.  ^""-'  +  ^  ^^"' 

Substituirt   man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  (1),  so  findet  man: 


(4). 


+ 


Ol<m — 1  / 


äx., 

Sutii—i 


4"     ^m—l 


ÖXm — ] 


ÖXn 


-    +    X,«) 


(ix„ 


(5). 


Damit  der  Ausdruck  (5)  die  Fonn  (2)  annehme,  muss  1)  der  Coeffi- 
eient  von  dx,„  null  sein,  2)  müssen  die  Coefficienten  von  rfwj,  du^,  .  .  .,  rfw^— i 
von  der  Form  sein:  AU^,  Aü.y,  . .  -,  ^Um—i,  yfo  U^,  U.,,  .  .  .,  U,„—^  Functionen 
sind,  welche  explicit  nur  noch  die  Veränderlichen  Mj,  u.,,  .  .  .,  m,„_,  ent- 
halten.    Dazu  ist  erforderlich,  dass 


dxn 


(log^Cr)=^  =  i 


1     dl 


dXn 


X     dXn 


sei.  Die  vorher  genannten  Bedingungen  drücken  sich  also  analytisch  folgender- 
massen  aus: 


^.^  + 


+  ^"-  ^r-'  =  ^^' 


(6i), 


X8x^         1 
1  i::^ r 


X, 


8Um—\ 


+    -rr  bXm — I    '  f 


Su 


rn—i 


SXm 

1     dXl\   1     dW, 

A.t>j      UXm  XL.,     dX/n 


+ +  x„,_i 


(6;n-l), 


^  +   A-„,=  0        .     (6„,), 

1 


xu„ 


dXUm—x  1     dX        ,_, 

dXm  X    dXm         ^    '' 


47.  Bestimmung  der  Relationen,  welche  zwischen  den  alten 
und  den  neuen  Veränderlichen  bestehen.  —  Wir  wollen  die  Ab- 
leitungen nach  x„i,   welche  in  diesen  letzten  Gleichungen  vorkommen,  bilden. 

Es  ist: 

dXU  /rf^    8x^     ,  ,     dXm-i    dxm-i' 

dXm  \dXm      Su  dXm  8u 

_1_      /  TT       ^^-^'i     _|_  _1_     V  S^Xm—x  \ 
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Subtrahirt   man  von   dieser  Gleichung    diejenige,    welche    man    erhält, 
wenn  man  die  Relation  (6„,)  nach  u  differentiirt,  nämlich 


(lJi.ni — 1     SXii 


SO  erhält  man: 


dXm   (dX^    8x^      ,  , 

du  \  du     8xm 


du  SXm 

öu8x> 


dXm      ,     diu 
-r 


du 


dxi, 


fdX^    Sx^   _    dX^  Sx^\     . 

\  dxm     8u             du  SXm  I 

I       /  dXjji — 1     oXjn — ^  dXin — t    SXm — i  \ 

\     dXtn           Su  du          8Xm     j' 


In  dieser  Gleichheit  ersetzen  wir  nun  die  Ableitimgen  der  Grössen  X 
nach  u  und  x,„   durch  ihre  Werthe.     Es  ist  allgemein: 


dX 

dXm 

dX 

du 


8X     8x, 


8Xi      SXm 

^X    8x, 
8x^     Su 


-f 

+ 


.  8X        8Xm — 1        I 


+ 


8Xm — 1       8Xm 
8X        8Xm-i 


SX 

SXm 


8x/i 


8h 


Setzen  wir  diese  Werthe   in   den  Ausdruck  von 


diu 

dXm 


ein,   so  erhalten 


wir: 


diu 
dXiH 


8j\ 
8u 


{8X^  _8XA8x^     ,  , 

\  8x^  Sx,  j  8Xm     ■"  ~^ 


8Xm 


SXm  \ 

Sx,   I 


+ 


8x 


in — 1 

Su 


SXm — t 

Sx, 


SX,    \    8x,    _^ 

8x,n — 1   /     8Xm 


Setzen  wir  zur  Vereinfachung 


C",  ^)  = 


SXiM 


■  + 


8Xv 


8X. 


m—\ 


SX). 


SX,> 


(8). 


so  dass 


Sxv  Sxfi' 

(»/,  ß)  =  —  {fi,  v),     (ji^  fx)  =  0 


ist,  und  ferner: 

^1  =  (1,  1)  -^  +  (1,  2)  1^  +  .  .  • .  +  (1,  m-1)  ^•^-- 


SXn 


8x,i 


Ä,  =  (2,  1)  -^  +  (2,  2)  -g-  +  ..  .  .  +  (2,m-l)%i=i  +  (2,m)  (9,), 


SXm 

8Xn 
SXm 


+  (1,»»^)  (9i), 


Ä,„_i  =(m-l,l)  ^  + +  (m-1,  m_l)^-=l  +  (m-l,m)  (9„,_,), 


8x 


(m,  1) 


Sx, 

SXm 


SXm—i 


+ +  (m,  m  -  1)  —^  +  (w,  m) 


8x,i 


(9,„), 
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80  geht  die  allgemeine   (»leichung  (8)  über  in: 

TÄ^  —  '•'    ««  +  ^•-*   öu   +  •         +  ^"'-^     Yir      •  ■     <  ^^)- 

Indem   man    ii  =  z^,,   «  =  ii., h=  m,„_,   annimmt,    tindet  man   die 

m  —  1   folgenden    Gleichimgen,    «lenen    wir    eine    aus   den  Gleichungen  (9) 
abgeleitete  Gleichung  hinzufügen: 

.^.r,.     —  ^'       Ä»,      +  ^•-'  -«^  +  •••■  +  Ä„,-,   -,—  .     (11,), 


"Tiri; —  —    '   A»""~    '     -  ~Ä,i —  -r    •  •  •  +  ^'//(-i  -^7 (11  „,_,}, 

«  =  '■■■  i^i^  +  *^  -£:,+••■•  + '-  "■  *^^+Mi  1  j. 

Vergleicht  mau  diese  Gleichungen  mit  den  Relationen  (6)  und  (7),  so 
sieht  man,  dass  man  allen  durch  diese  letzteren  ausgedrückten  Bedingungen 
genügt,  wenn  man  setzt: 

*i      "*o    fr/;/ — )      Am  .^  ^v 

X     "~     X  "~  ■    ■    ■  ~    X^,    ~     Xn,         •        •        •        •        ^^'^h 


Jedes  dieser  Verhältnisse  ist  ferner  gleich 


I     dX 


Man  hat  also,  um  die  Pf  äff 'sehe  Transformation  auszuführen,  das 
System  (12),  in  welchem  niir  Ableitungen  nach  x,,,  vorkommen,  zu  inte- 
griren.  Man  schliesst  daraus,  dass  man  die  m  —  1  Integrationsconstanten 
als  die  neuen  Variablen  it^,  .  .  ,,  «,„_j   nehmen  kann. 

In  besonderen  Fällen,  d.  h.  für  gewisse  Werthe  der  Functionen  X, 
reduciren  sich  die  m  —  1  Gleichungen  (12)  auf  eine  kleinere  Anzahl  und 
es  bleiben  eine  oder  mehrere  der  Relationen  (3)  willkürlich.  In  diesem  Falle 
ist  es  das  einfachste,  den  Werth  einer  oder  mehrerer  der  Ableitungen 

5x-,       Sx.j  Sx,H—t 


8Xiii        8''m  8X)ii 

willkürlich  anzunehmen,    was  darauf  hinauskommt,    dass  man  eine  gewisse 
Anzahl   der    neuen  Veränderlichen  a  als  mit  den  alten  identisch  annimmt. 
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48.     Axiflösung    der   Gleichungen   (12)    nach    den   Ableitungen 

,1)  —  Um  die  Gleichungen  (12)  aufzulösen,  setzen  wir: 

l     dl  

Hierdurch  nehmen  diese  Gleichungen  die  symmetrische  Form  an: 

(1,  1)  dx^  +  (L  2)  dx.,  -] +  (1,  m)  dx„,  =  X^dx„,+^   .      (IS^) 

(2, 1)  dx^  +  (2,  2)  dx.,  +  ••••  +  (2,  m)  dx,„  =  X.4x,„^^  .      (13.,) 


(m,  1)  dx^  +  (m,  2)  dx.^  -{- 


-\-  (m,  m)  dx, 


(13„,). 


Die  Determinante  dieses  linearen  Systems  ist  die  schiefe  symmetrische 
Determinante : 

(1,  1),  (1,  2),  (1,  3),  .  .  .,  (1,  m) 

(2,  1),  (2,  2),  (2,  3),  .  .  .,  (2,  m) 

G  =     (3,  1),  (3,  2),  (3,  3),  .  .  .,  (3,  m) 


(m,  1),  (m,  2),  (m,  3),  .  .  .,  (rw.  m) 

Diese  ist  aber  bekanntlich  das  Quadrat  der  Pf  äff  "sehen  Function 

(1,  2,  3,  .  .  .,  m). 

falls  m  gerade  ist,  und  identisch  null,  wenn  m  ungerade  ist.  Es  folgt 
hieraus,  dass  die  Pf  äff 'sehe  Transformation  allgemein  nur  möglich  ist, 
wenn  m  gerade  ist.     Damit  sie  in  dem  Falle  möglich  sei,  wo  m  eine  un- 

^)  Alles,  was  sich  auf  die  wirkliche  Auflösung  der  Gleichungen  (12)  bezieht, 
gehört  eigentlich  nicht  zu  der  hier  dargelegten  Theorie.  In  Bezug  auf  die  schiefen 
Determinanten  und  Pfaff'schen  Functionen  venveisen  wir  auf  Baltzer,  Deter- 
minanten, §  3,  Nr.  8,  S.  21;  §  8.  Nr.  1—4,  S.  52—60;  §  9,  Nr.  4—5,  S.  67—68. 
Pf  äff  und  Gauss  bemerken,  dass  es  unmöglich  sei,  das  System  (12)  aufzulösen, 
auch  wenn  m  ungerade  ist,  geben  aber  dafür  keinen  Beweis.  Jacobi  giebt  die 
wesentlichsten  Begriffe  hinsichtlich  dieses  Gegenstandes  in  der  oben  erwähnten 
Abhandlung.  Indessen  rührt  die  Theorie  der  Pfaff'schen  Determinanten  besonders 
von  Cayley  her,  dessen  Ai-beiten  von  Baltzer  in  dem  genannten  Werke  ihrem 
wesentlichen  Inhalte  nach  reproducirt  und  vervollständigt  sind.  Den  eleganten 
Kunstgriff,  dessen  wir  uns  weiter  unten  bedienen,  um  das  System  (12)  aufzulösen, 
entlehnen  wir  einer  kleinen  Abhandlung  von  Cayley,  wo  er  beiläufig  angewendet 
wird:  Demonstration  d\(n  theorhne  de  Jacobi  par  rapport  au  prohlhne  de  Pfaff 
(Crelle's  Journal.  Bd.  57,  S.  273—277),  S.  275.  Durch  Nachahmung  des  Cayley'schen 
Verfahrens  konnten  wir  die  Gleichung  (15)  finden,  ohne  die  Eigenschaften  der  ad- 
jungirten  Determinanten  zu  benutzen,  wie  es  Baltzer  thut. 
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gerade  Zahl  ist,  müssen  die  Determinanten,  welche  die  Zähler  der  Werthe 
der  unbekannten  dx^,  dx.,,  .  .  .  bilden,  sämmtlich  zu  gleicher  Zeit  null  sein, 
wie  der  gemeinschaftliche  Nenner,  welcher  die  oben  hingeschriebene  Deter- 
minante ist;  dies  ist  dasselbe,  als  wenn  man  sagt,  die  Gleichungen  (13)  sind 
nicht  alle  von   einander  unabhängig. 

In  dem   Falle,   wo  m  gerade  ist,   hat   Cayley   eine  ausserordentlich  ein- 
fache Methode,  diese  Gleichungen  aufzulösen,  angegeben.     Wir  setzen: 

—  .Y,  =  (1.  tn  4-  1^.  —  A;  =  (2,  »,  +  1),  .  .  .,  —  X„.  =  (m,m-{-  1); 

dann  können  wir  die  Gleichungen  (13)  folgendermassen  schreiben: 

(1,  1)  dx,  +  (1,  2)  dx,  -t-  . . .  +  (1,  m)  dx,„  +  (1,  »n  + 1)  dx,„^,  =  0     (14,) 

(»i,  1)  rfrci  -f  (m,  2)  dx,  -\ +  (»^,  w)  dx,„  +  (w,  w  +  1 )  dx,„^,  =0(14  „,). 

Offenbar  hat  man  hiei*aus: 

(2,3,4,....;H,ni+l)  ^  (3,  4.  5,  .  .  .,  m  +  1,  1)  =  •  •  •  • 

dx,„  dXm+t 


(m+1,  1,2,  ...,»i-l)  (1,  2,  3.  .  .  .,  »n) 

wo  die  Nenner  Pf  äff 'sehe  Determinanten  sind.  Nach  der  Theorie  dieser 
bemerkenswerthen  Ausdrücke  findet  man  nämlich,  wenn  man  diese  Werthe 
in  die  Gleichungen  (14)  substituirt,  als  Resultat  der  Substitution  die  folgenden 
Pf  äff 'sehen  Determinanten,  welche  identisch  Null  sind,  da  sie  zwei  gleiche 
Indices  haben: 

(l,l,2,3,4,...,»n  +  l),  (2,l,2,3,4,...,m+l),  (3,  1,  2,3,  4,.  ..,m  +  1),.. . . 


Mittels  Xj,   X,,  .  .  .   kann    man  leicht  die  Werthe  von    dx,,  dx,,  .  .  .  aus- 
drücken, 
nanten  ist: 


drücken.     Nach  einer  fundamentalen  Eigenschaft  der  Pf  äff 'sehen  Determi- 


(2,  3,  4,  .  .  .,  m  +  1)  =  —  {m  +  1,  2,  3,  4,  .  .  .,  m) 

=  —  [(m  +  1,  2)  (3,  4,  .  .  .,  m)  +  (m  +  1,  3)  (4,  5,  .  .  ..  m,  2)  +  •  •  •] 
oder  auch: 

— (2,3,4,  ...,»n+l)=X,(3,4,...,m)+X3(4,5,...,m,2)+---+^»-(2,3,...,»H-l). 
Ebenso : 
—  (3,4,5,...,  m+ 1,1)=  Z3  (4,5,..., m,  1)4- X-,  (5,6,...,  m,  1,3)  +  ... 

-(m  +  l,l,2,3,...,M-lj  =  Xi(2,3,4,...,wj-l)  +  X,(3,4,5,...,m-l,l)-f... 

In  dem  Falle,  wo  m  ungerade  und  somit  m  -f  1   gerade  ist,  sind  die 
Gleichungen  (14)  nicht  mit  einander  verträglich  oder  sie  lassen  sich  auf  eine 
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geringere  Anzahl  reduciren.  Es  ist  leicht,  die  beiden  Fälle  7a\  unterscheiden. 
Multipliciren  wir 

die  erste  Gleichung  mit     (2,  3,  4,  ,  .  .,  m), 

„     zweite         „  „        (3,  4,  5,  .  .  .,  w,  1), 

„    dritte         „  „       (4,  5,  6,  .  .  .,  m,  1,  2) 

u.  s.  w. 

tmd  addireu  wir  die  Resultate,  so  werden  die  Coefficienten  von  dx^,  dx^, . . .,  dx„^ 
Pfaffsche  Functionen,  welche  identisch  null  sind,  weil  sie  zwei  gleiche 
Indices  haben.     Mithin  ist  das  schliessliche  Resultat: 

[(l,m  +  l)  (2,3,4,...,m)+(2,m  +  l)  (3,  4,  .. .,  m,  1) +....]c?a;,„+i  =  0, 

oder  auch: 

(1,  2.  3,  .  .  .,  m  +  1)  =  0 (15). 

In  dem  Falle,  wo  m  gerade,  also  m  -\-  \  ungerade  ist,  ist  diese 
Gleichung  identisch  erfüllt;  ist  aber  m  ungerade,  also  m  -\-  \  gerade,  so 
ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht  null  und  die 
Gleichungen  (14)  und  (15)  sind  somit  miteinander  unverträglich.  Wenn 
aber  im  Besonderen  die  Werthe  von  X^,  .  .  .,  X„i  so  beschaffen  sind,  dass 
(1,  2,  3,  .  .  .,  m  -|-  1)  =  0  ist,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  (13)  auf 
eine  geringere  Anzahl  und  sind  mit  einander  verträglich.  Diese  Bedingungs- 
gleichung (15)  kann  die  folgende  Form  annehmen: 

Xi(2,  3, . . .,  m)  +  X2  (3, 4, . . .,  w,  1)  H \-  X,„(l,  2, . . .,  m  —  1)  =  0  (150- 

Dieselbe  ist  bereits  von  Jacobi  angegeben  worden,  der  sie  in  weniger 
einfacher  Weise,  als  wie  wir  sie  abgeleitet  haben,  gefunden  hat. 

49.    Erweiterung  der  vorstehenden  Transformationsmethode,  i) 

Wir  betrachten   einen  Differentialausdruck 

Q  ==   "X-^dx^    4"  X.ßx.2    +   •   •   •   +   ^iiß^ln' 

Wie  wir  soeben  gesehen  haben,  kann  derselbe  in  einen  Ausdruck 

A^iY^dy^  +  Y.,dy.^  +  .  .  .  +  Y,„_idy,„_i) 
transformirt  werden. 


1)  Gauss  Werke,  Bd.  IIT,  S.  233—234.  Gauss  hat  gezeigt,  dass  die  Trans- 
formationen, um  welche  es  sich  hier  handelt,  nur  implicit  in  der  Abhandlung 
von  Pf  äff  enthalten  sind.  Jacobi  (Journal  de  Liouville,  t.  III,  p.  201)  setzt 
beinahe  dieselben  Transformationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  auseinander. 
Lagrange  und  Monge  haben  oft  Rechnungskunstgriffe  angewandt,  die  dem 
in  dieser  Nummer  dargelegten  von  Gauss  ähnlich  sind. 
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Eine  analoge  Transformation  kann  man  in  dem  Falle  ausführen,  wo 
es  sich  um  einen  Ausdruck  handelt,  der  eine  ungerade  Anzahl  von  Ditfe- 
rentialen  enthält: 

Dazu  ti'ansformirt  man  zunächst  gemäss  der  vorhergehenden  Theorie 
ß,  —  y,„^\dy.,„_\,  indem  man  y-,„._\  als  Constante  betrachtet,  so  dass 
dieser  Ausdruck  die  Form  annimmt: 

/,  {Z^dz^  -j-  . .  .  -f  Z.,„^.idz.,„_^). 

Man   hat   alsdann   offenbar: 

Q,  =  X,  {Z^dz,  +  •  •  •  +  Z.,„_,^de.,„_,,)  +  Z.„_,rfy,„_i, 
in  welchem  AvLsdruck 

ist. 

Wir  wollen  erste  Transformation  diejenige  von  Pfaff  im  Falle,  wo 
m  gerade  ist,  und  zweite  Transformation  diejenige  nennen,  die  wir  soeben, 
Gauss  folgend,  angegeben  haben.  Hiernach  wird  man  schliesslich,  wenn 
man  {n  —  1)  mal  die  zweite  Transformation  auf  den  Ausdruck  i3,  an- 
wendet, diesen  Ausdruck  auf  die  Form  bringen  können: 

U^du^  +  U.,du.,  -j-  .  .  .  -j-  U„du„. 

Ein  Differentialausdruck  jQ,  welcher  eine  Variable  und  ein  Diffe- 
rential mehr  enthält,  wird  dieselbe  Form  annehmen,  wenn  man  einmal 
die  Transformation  I  und  (n  —  1)  mal  die  Transformation  II  anwendet.  In 
diesem  letzten  Falle  hat  man,  um  diese  Transformationen  auszuführen,  n 
dem  System  (13)  analoge  Systeme  von  simultanen  Gleichungen  zu  inte- 
griren,  nämlich: 

1   System  von   2n  —  1   simultanen  Gleichungen, 
•  2w  — 3 


>' 


1   System  von  3  simultanen  Gleichungen, 

1   einzige  Gleichung. 

In  dem  Falle,  wo  es  sich  danim  handelt,  einen  Ausdruck  Ü^  mit  einer 
Variablen  weniger  zu  transforniiren,  hat  man  ein  System  weniger  zu  inte- 
griren.  Jedes  System  kann  erst  nach  der  Integration  des  vorhergehenden 
gebildet  werden.  Daraus  geht  hei-vor,  dass  die  Pf  äff  sehen  Transformationen 
in  der  Praxis  ausserordentlich  complicirt  sind. 
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^  14.  Integration  (Irr  totalen  Differentialrjleichungen  und  der  partidlen 
Differentialffleichumjen  erster  Ordnung  nach  der  Pfaff'^ sehen  Methode. 

50,  Vollständiges  Integral  einer  totalen  Differentialgleichung 
nach  der  Methode  von  PfafI".  —  Es  sei  zu  integriren  eine  totale  Diffe- 
rentialgleichung zwischen  2n  oder  2n  —  1  Veränderlichen,  also  z.  B.  zwischen 
2n  Veränderlichen 

X^.^dx^,,   +  X^y^dxy..  -f  ...  +  A'i,2„d:K,,,„  =  0       .     .     (1,). 

Mau  kann  diesen  Ausdruck  zunächst  nach  (iauss  in  einen  andern 
transformiren  vun  der  Form: 

Uydu^  -\-   U^dii.^  +••-)-   fJ„du„  =  0. 

Dies  führt  zu  dem  vollständigen  Integral,  welches  gegeben  wird  durch 
die  Relationen: 


Mj  =  ttj,    u.,  =  a.,.   .  .  .,   a 


n. 


1     '"?/   "n, 

wo  die  a  Constanten   sind. 

Man  kann  auch  anders  verfahren,  indem  man  den  von  Pfaff  ange- 
gebenen etwas  einfacheren  Weg  einschlägt.  Man  transfoniiirt  die  gegebene 
Gleichung  in  die  folgende: 

Um  darauf  die  nämliche  Transformation  anwenden  zu  können,  setzen 
wir 

•^212»— 1  "^^  ^1» 

und  können  alsdann  (1.^)  auf  die  Form  bringen: 

X^,^dXo,,-i  4-  Xj,./Za;3,^  -f-  .  .  .  -f-  X,.y,,^_^dx^,^,,_^  =  0       .     (l.J. 

Wir  setzen   darauf 

X^.2n-■^   =  «2 

und  transformiren   sodann   flg)  in: 

X^,ydx^,^   +  X,,/ixp2  +  •  •  •  +  ^i^in-rß-^^yin-h  =  ^        •     i^*)- 
Man  setze  ferner 

^4)2'»— .0   ^^  % 

und  fahre  in  dieser  Weise  fort,  bis  man  zu  einer  Gleichung 

^r,,ldXr,,j    -\-  X„^^dx„^^    +    Xn-ßX„^^   =   0    .        .        .        .        (1„) 

gelangt.     Setzt  man   sodann : 

^1,3   ^^   ^/)— 1' 

so  ergiebt  die  Gleichung  ein  Int«gi-al  von  der  Form: 

/  (•'^«,1»     ^11,2)  ^^^  ^f 


latfegntioB  nach  der  PfafTxcheo  Methode.  1  1 1 

Dm  Ensemble  der  Helationen 

X4,  .„_^   =  «, 


'«•.4  =   ^n-l 


bildet  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  mit  n  willkürlichen  ConiJtanten ; 
man  kann  dasselbe  ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung 
(1)  nennen. 

Man  findet  ebenso  ein  vollständiges  Integral  mit  n  willkürlichen  Con- 
stanten,  wenn  es  sich  um  eine  totale  Differentialgleichung  mit  2n  —  1  Ver- 
änderlichen, wie  z.  B.   (l^),  handelt. 

51.  Integrale,  die  man  aus  dem  vollständigen  Integrale  ab- 
leiten kann.  —  Bei  der  vorstehenden  Auflösung,  die  man  entweder  nach 
Gauss  oder  nach  Pf  äff  bewerkst-elligen  kann,  bringt  man  im  Grunde  ge- 
nommen die  Gleichung  immer  auf  die  Form: 

Uldu^  -f   fyiu,  -{-...   ^   IJJn,,  =  (J      .      .      .      .      (a) 

und  integrirt  sie,  indem  man   setzt: 

«,    ^  a,,      «2   =  ^^21   .  •  .  .,   Mn  =  f^n- 

Dies  ist  jedoch  nicht  die  einzige  Art.  diese  Hülfsgieichung  (a)  zu  inte- 
griren.     Man  kann  auch  mit  Pf  äff  und  Gauss  setzen: 

/'(Mj,    h.^,    .  .  .,    H„)   =   0, 

wo  /'  eine  beliebige  Function  ist,  und  dieser  Relation  die  n  —  1  folgenden 
adjungiren,  welche  zusammen  mit  JP  =  0  ein  Integral  von  (Ij,  das  so- 
genannte allgemeine  Integral,  geben: 

«/•'  SF  SF 

du,     dU^    dUn 

TT,  ""  ~  ~         ~  '/»■ 

Jacobi  hat  gezeigt,  dass  man  auch  noch  andere  Integrale  in  folgender 
Weise  finden  kann.     Wir  setzen: 

/',(«!,  M.„  .  .  .,  M„)  =  0,  .  .  .,  F^{ui,  «2,  .  .  .,  u„)  =  0. 
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Aus  diesen  ergiebt  sich: 

Eliminirt  man  k  Differentiale  du  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 
(a)  und  setzt  die  Coefficienten  der  anderen  in  dem  Resultat  gleich  Null, 
so  erhält  mau  n  — k  Relationen: 

i^A+i   =  0,    F,+,  =  0,  .  .  .,  F„  =  0, 

welche  zusammen  mit  den  willkürlich  angenommenen 

F^  =  0,     F,  ==  0,  ..  .,    l^A-  =  0 

ebenfalls  ein  Integralsystem  der  Gleichung  (1)  bilden. i) 

52.  Anwendung  auf  die  Integration  der  partiellen  DifFerential- 
gleichungen  erster  Ordnung.  —  Nach  einer  scharfsinnigen  Bemerkung 
Pfaffs  kommt  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 

f{z,  x^,  X.-,,  .  .  .,  Xn,Px^  i).>,  .  .  .,i>«)  =  0     ....     (2) 

auf  diejenige  der  totalen  Differentialgleichung 

l^^dx^  H VlhAxn  +  0  .  di,^  H h  0  .  dp„_^  +  (—  l)rf^  =  0  (3), 

in  welcher  man  sich  pn  durch  seinen  aus  der  Relation  (2)  abgeleiteten 
Werth  ersetzt  denkt,  zuiiick. 

Man  kann  die  vorige  Methode  auf  diese  Gleichung  (3)  anwenden.  Dazu 
setze  man: 

•^n  +  \     i^ti      '^n-\-i    P-ii  '  •  •)    •^'2/j 1    i-'/i— 1»     "^Un    ^' 

^"l         =  Ih-      ^2  =  Pi^  '  •  •'    ^n-1    =   Pn-l,      ^n    =  Pn, 

Fast  alle  durch  das  Symbol 

iß,  v) 

ausgedrückten  Grössen  werden  Null,  so  dass  die  Wertlie  von  ki,  .  .  .,  k^,, 
sich  bedeutend  vereinfachen,  zu  gleicher  Zeit  aber  auch  ihre  symmetrische 
Form  verlieren. 


^)  Man  findet  auf  diese  Weise  sämmtliche  Lösungen,    wie   leicht  zu  sehen 
ist,  wenn  man  sich  Nr.  12  vergegenwärtigt. 
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Man   findet: 

.         </;>,     (ipii     dx„ 

,  dpj     ^P»_   ^^" 

-      ~     dz "  dx.,     dz  ' 


"-'  ~       dz  dx„_,     dz  ' 

,.  dl^n    f^       I  I         dlh,_    dx„_,  d,pn 

"  rfr,     d:     "T       •  t-   ciT„_,      d:      "^    dz 

dp»    f/;/,  rf;j„     rfj>„_, 

"^    di..    r/r     "•  ^    dp„_,       dz    ' 

,  da",  dp,,  d.i„ 

"+'    ~~   dJ    ~    dp,  "d^' 

,  da«—!  dpn     dxn 


A".)„      —  — 


dz  dpn^\      dz 

dpn    dXn 

~lz  17- 


Die  Differentialgleichungen    der   Transtbnnation    sind    diesen  Werthen 
zufolge,  wenn  man  beachtet,  dass  jedes  der  Verhältnisse  h :  X  gleich 

A"2„    dpn   dxn 

X,,,  dz     dz 

ist,  und  wenn  man  dz  weghebt: 

^■P"-^  =  (d£.  +  ^"-'  'l^)  '^^«'    ^^^'-»  =  -  £i;  ^''"' 

d^  =  (i>„  -IH  1" i>„_i  I^J  dx„. 

Um  diese  Gleichungen  auf  eine  mehr  symmetrische  Form  zu  bringen, 
bemerken  wir,  dass  man  nach  Gleichung  (2)  hat: 

dp,,  Sx      dp,,  8p 

dx   ~~  ST     'dp  _d/ ■ 

8pn  8pn 

Führt    man  diese  Werthe  in  die  Transformationsgleichungen  ein,  so  gehen 
dieselben  über  in: 

dx^    dx„  dz  dp^    dp.2   dpn  /  ,x 

J/^  "~  ■  ■  ■  ■  ~  J/^  ~    P  ~    Ä  ~    P,  P^    ■     ^   ^' 

*Pi  8pn 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  8 
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wenn  man  wie  im  vorigen  Kapitel  setzt: 

P     —   —   ^    -^1    n 


Pf  äff  ist  somit  genau  zu  denselben  Hülfsgleichungen  gelangt,  zu 
welchen  Jacobi  später  gekommen  ist,  indem  er  der  Lagrange'schen  Me- 
thode ihre  natürliche  Erweiterung  gab  (vgl.  den  ganzen  §  11).  Wie  wir 
bereits  erwähnt  haben,  geschehen  die  Rechnungen  in  den  beiden  Methoden 
in  derselben  Weise,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Bei  der  ursprünglichen  Methode  von  Pf  äff  hat  man  n  dem  Systeme 
(a')  analoge  Gleichungssysteme  zu  integriren,  welche  n  Relationen  mit  n 
willkürlichen  Constanten  ergeben.  Die  Elimination  von  j?^,  p^,  . ..,  Pn  zwischen 
diesen  n  Gleichungen  und  der  gegebenen  Gleichung  führt  zu  dem  voll- 
ständigen Integrale  der  partiellen  Düferentialgleichung  (2). 

Die  Bildung  der  andern  Hülfssysteme  («')  lässt  sich  nur  in  jedem  be- 
sonderen Falle  ausführen,  da  dieselben  von  den  Integralen  des  ersten  dieser 
Systeme  abhängen.^) 


§  15.    Vereinfaclumg  der  Pfaff  sehen  Methode. 
Umgekehrtes  Problem. 

53.  Vereinfachung  der  Pfaff'sehen  Methode  für  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  durch  Jacobi.')  —  Nimmt 
man  wie  in  den  Nr.  42  und  43  an,  dass  man  die  Hülfsgieichungen,  welche 
wir  gefunden  haben,  integrirt  und  dass  man  eine  Änderung  der  Variablen 


^)  Über  das  Pfaff'sche  Problem  vergleiche  man  die  bemerkenswerthen 
Abhandlungen  von  Natani  (Crelle's  Joum.  Bd.  57,  S.  301 — 328),  von  Clebsch 
(Crelle's  Jom-n.,  Bd.  59,  S.  190—192,  Bd.  60,  S.  193—251,  Bd.  61,  S.  146— 179) 
und  von  Dubois-Reymond  (ibid.  Bd.  70,  S.  299 — 313);  femer  verschiedene 
Schriften  von  Lie  in  den  Abhandlungen  der  Akademie  zu  Christiania.  Wir  hätten 
ferner  noch  in  der  ersten  Auflage  Grassmann,  Ausdehnungslehre,  1862,  Nr.  500  bis 
527,  S.  347^ — 385  erwähnen  müssen.  Seit  1875  haben  Lie,  Frobenius,  Darboux, 
Morera  u.  A.  Arbeiten  über  das  Pfaff'sche  Problem  von  höchster  Wichtigkeit 
veröffentlicht.  Behufs  vergleichender  Analyse  dieser  Abhandlungen  verweisen 
wir  auf  A.  R.  Forsyth,  Theory  of  Differential  Equations,  Part  I,  Exact  Equations 
and  Pfaff's  Problem.  Cambridge,  University  Press,  1890  (XHI  u.  340  S.  in  8"). 

^)  Jacobi,  Journal  de  Liouvüle,  Bd.  III,  S.  171—182,  §  IX  der  Abhand- 
lung. Jacobi  wundert  sich,  dass  Pfaff  die  in  den  Nr.  53  und  54  auseinander- 
gesetzte Erweiterung  nicht  gefunden  hat.     Indessen  war  die  Sache  nicht  so  ein- 
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vorgenommen   habe,    so  wird   die  Integration    der  gegebenen  (ileichung  auf 
diejenige  der  Gleichung 

zurückgeführt  sein,  in   welcher  «,,  .  .  .,  '<2n-i  ^^^  Constanten  der  Integration 
der  Hülfsgieichungen  und  die  C  durch  die  Relationen  detinirt  sind: 

JT  ''-^i        I  I  ''•'■" 

^'  =  ^''    ,lu    +   ■  •  •   +  P"    ,ln 
\öf  dz 


V  =  VC       •'*'   ^" 

Jacobi  hatte,  als  er  die  Untei-suchungeu  Hamiltou's  über  die  Dynamik 
studirte,  den  glücklichen  (redanken,  in  diese  Theorie  die  Anfangswerthe 
der  Variablen,  nämlich  z„,  j;,^,  .  .  ,,  .r„Q,  p^Q,  .  .  .,  p„^f,  einzuführen  und  das 
in  der  vorstehenden  (xleichung  vorkommende  Integral  /wischen  den  (Jrenzen 
2q  und  2  zu  nehmen.     Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise: 


-,   —  \    Sz   P 


C  _   fl,   —  p,,    ^   +  .  ..  +^„„  -— . 

Die  zu  integiirende  Gleichung  reducirt  sich  auf 

UiQ(h<i  +  ....  +  U.y„_i,„'lu.,„_i  =  0, 
oder  ausführlich  hingeschrieben: 

+ 


d.  h. 


fach,  da  Jacobi  selbst  nicht  daran  dachte,  als  er  sich  mit  der  Lagrange'schen 
Methode  beschäftigte.  Er  hätte  dazu  in  die  Gleichungen  die  Anfangswerthe  der 
Variablen  einführen  müssen.  Dies  that  Cauchy  seit  dem  .Jahi-e  1819.  Jacobi 
erkannte  die  Tragweite  dieser  Wahl  der  neuen  Veränderlichen  erst  im  Jahre  1835 
nach  den  Ai-beiten  von  Hamilton  über  die  Dynamik.  Aus  diesem  Grunde  dürfte 
man  in  Deutschland  die  soeben  dargelegte  Integrationsmethode  mit  Unrecht  als 
die  Hamilton- Jacobi'sche  bezeichnen,  da  Cauchy  lange  vor  diesen  Geometem 
durch  eine  direktere  Methode  als  diejenige  von  Pfaff  die  später  von  Jacobi 
auf  ziemlich  mühsame  Weise  wiedergefundenen  Resultate  entdeckt  hatte.  Hen- 
Lie  bemerkt  ebenfalls  in  einer  seiner  späteren  Abhandlungen,  dass  die  von 
Jacobi  vervollkommnete  Pfaffsche  Methode  eigentlich  die  Cauchy'sche  Methode 
heissen  müsste. 

8* 
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Als  lutegralsystem  dieser  Gleicliungen  kann  man  uehiaen  : 

•^lO    ^^^    ^'l'      ^-20    =^    %)  •  •  •:    ^wii    =    f'«? 

wo  rtj,  a.,,  .  .  .,  rt„  Constanten  bezeichnen. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Regel  zur  Integration  der  Gleichung 
(1).  Es  sei  f^  das,  was  aus  irgend  einer  der  Functionen  /'  wird,  wenn  man 
darin  z  =  z^^  setzt.     Man  leite  aus  den  Relationen 

die  AVerthe  von  x^^^,  .  .  .,  x^^,  ^^o,  .  .  .,  j^^,^,  als  Functionen  von  ?(^,  .  .  .,  Mq«— 1 
her  und  man  finde  auf  diese  Weise  die  n  Relationen: 


Um  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (1)  zu  erhalten,  braucht  man 
dann  nur,  nachdem  die  n  durch  ihre  Werthe  ersetzt  sind,  2hi  •  •  •)  Pn  aus 
den  Gleichungen 

Fl  =^  «1,    F.,  =  «2,  .  .  .,    F„  =  a„ 
zu  eliminiren. 

Bemerkungen.  I.  Ist  infolge  der  gegebenen  Gleichung  P  =  0,  so 
giebt  die  vorgenannte  Methode  z  =  z^  als  ein  Integral  der  Hülfsgieichungen. 
In  diesem  Falle  findet  man  nicht  mehr  direkt  das  vollständige  Integral, 
wie  leicht  zu  sehen  ist  und  wie  wir  bei  Gelegenheit  der  Cauchy'schen 
Methode  zeigen  werden,  bei  der  dieselbe  Ausnahme  eintritt. 

IL  Anstatt  die  n  und  z  als  neue  Veränderliche  zu  nehmen,  kann  man 
die  u  und  irgend  eins  der  x  nehmen,  wodurch  die  von  Jacob i  abgeänderte 
Pfaff'sche  Methode  sich  derjenigen  von  Cauchy  noch  mehr  nähert.  Der 
Hauptunterschied  zwischen  den  beiden  Methoden  besteht  darin,  dass  Cauchy 
von  Beginn  der  Rechnung  dca.  n  —  1  neue  Variablen  als  Functionen  der  alten 
und  n  willkürliche  Constanten  anwendet,  während  Pfaff  und  Jacobi  2n — 1 
neue  Veränderliche  anwenden  und  gezwungen  sind,  im  Verlauf  der  Rech- 
nung n  derselben  Constanten  gleich  zu  setzen  oder  vielmehr,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  n  Functionen  dieser  Variablen  gleich  Constanten  zu  setzen, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt. 

54.  Vereinfachung  der  allgemeinen  Pfaflf'schen  Methode  durch 
Jacobi.^)  —  Wir  haben  oben  (Nr.  53)  angedeutet,  wie  Jacobi,  gestützt 
auf  die  Arbeiten  von  Hamilton,  die  Integration  der  Gleichung  (2)  auf 
diejenige    des    einzigen    Systems  (a*)  zurückgeführt  hat.     Wir  wollen  jetzt 


')  Jacobi,  Jomnal  de  LiouviUe,  Bd.  III,  S.  194—201,  §  12  der  Abhandlung. 
Der  in  dieser  Nummer  und  in  der  folgenden  behandelte  Gegenstand  gehört  eigent- 
lich nicht  zum  Gegenstande  dieses  Buches. 
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zeigen,  wie  er  in  analoger  Weise  unmittelbar  siimmtliche  Hülfsgleichuu^,'en 
bilden  konnte,  deren  man  bei  der  allgemeinen  P  fa  t'f'scben  Methode  zur 
Integi'ation  einer  totalen  Difterentialgleichung  bediirt". 

Es  sei  a;.j,,  ein  Werth    von    j.,,,,    für    welchen   .<•,,    x^,  .  .  .,  x.^,,    ,   die 
Werthe  a;",  x°,  .  .  ..  J^„_,   annehmen.     Set/t   man 


wo  ^j,  .  .  .,  ^2„_i  für  a:.,,,  =  a;°„  nicht  unendlich  werden  und  C-,«  =  1 
ist,  xind  führt  man  an  Stelle  der  alten  Variableu  ihre  Anfangswerthe  und 
Xo„  ein,  so  findet  man: 

A//ä;,  +  XJx.,  +  •  ■  •  +  ^s,/^*'o« 

=  7V/<  +  BJx'l  +  •  •  •  +  K-.''<-.  +  ^^.n'Kr 

Nimmt  man  an,  dass  die  oben  gegebeneu  Relationen  zwischen  den 
neuen  und  den  alten  Variablen  diejenigen  seien,  welche  die  erste  Pfaft'sche 
Transformation  auszuführen  gestatten,  so  hat  man  /?o„  =  ^\  sodann  kann 
man,  da 

Bi  =  X^  +  (x^„  -  xl„)  i,  +  (x-,„  -  xl)  Z^o  A7  +  {x,„  -  xl,y  2^^  E,, 

i  i 

von  einem  Faktor  Ä  abgesehen,  unabhängig  von  ^.,„  ist,  darin  x.,„  =  xf^„ 
setzen.     Auf  diese  Weise  geht  also  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

Xldxl  +  X^dx]  +  . . .  +  Xl_^d.rl_^  =  0. 
Um  dieselbe  zu  integriren,  setzen  wir 

<-.  =  «•' 

sodann  transformiren  wir  dieselbe  in  eine  andere,  welche  eine  Veränderliche 
weniger  enthält,  und  zwar  mittels  der  Integration  eines  den  Gleichungen 
(12)  des  §  13  analogen  Hülfssystems 

X^  Ao  -^fj 

Um  diese  neuen  Hülfsgieichungen  zu  erhalten,  braucht  man  nur  in 
dem  vorhergehenden  System  die  beiden  letzten  Gleichungen  wegzulassen  und 
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in  den  übrigen  it,,,  =  ä;°,  zu  setzen  und  sodann  ^9„_i  durch  a  und 
Xi  durch  ä;?  zu  ersetzen.  Diese  Änderungen,  ausgeführt  in  den  Rechnungen 
des  §  12,  geben  in  der  That  die  Rechnungen,  welche  erforderlich  sind,  um 
die  letzte  totale  Differentialgleichung  in 

zu  transformiren.  U.  s.  w.  Es  ist  klar,  dass  man  in  dieser  Weise  die  Bildung 
der  Systeme  von  Hülfsgieichungen  fortsetzen  kann  und  zu  dem  Integral - 
System  gelangt: 

/rO  n        -r*"^         ri        '>'*"'       n  v°"  ft 

Bemerkung.     Eine  grosse  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn 

a;  =  0, . . .,  x„_,  =  0 

ist.  In  diesem  Falle  kann  man,  wenn  man  bei  einer  Grleichung  von  der 
Form 

angelangt  ist,  stehen  bleiben.     Man  hat  nämlich  bereits  r  Relationen 


„0  ^  ^0  ^,  „0 


r — 1 


und  kann  ausserdem,  um  die  letzte  transformirte  Grleichung  zu  integriren, 
unmittelbar 

O''  o''  

^n  +  i—r  '^'•  +  1.    •  •   •'    '^■in—ir  ^^    ^" 

setzen.     In  dem  Falle  der  partiellen  Differentialgleichungen  tritt  dies  nach 
der  ersten  Transformation  ein,  da  man  hat:  r  =  n  —   1. 

55.  Das  dem  PfafTsehen  Problem  inverse  Problem.^)  —  Es  seien 

^,    ==   fii^n+ii  ■  ■  '1    ^2")  "t»  "-2)   •  •  •'  "«)      •       •       .       .       (4i) 


X„  tny'^n-i-v  •  •  •'    "^2/1'  '^i'  ^2'    •   •   ••  '^nj      ....      (4„j 


^)  Jacobi,  Jom-nal  de  Liouville,  Bd.  III,  S.  185—194,  §  14  der  Abhandlung, 
giebt  den  Satz  dieser  Nummer,  ohne  die  Variationsrechnung  anzuwenden.  Im 
§  10,  S.  182 — 185  beweist  er  den  entsprechenden  Satz  für  die  Hülfsgieichungen  {a'). 
Wir  haben  es  vorgezogen,  um  nicht  auf  die  Pfaff'sche  Methode  zurückzukommen, 
an  diese  Stelle  das  allgemeine  Theorem  zu  setzen,  wobei  wir  uns  der  Kürze  wegen 
der  Bezeichnungen  der  Variationsrechnung  bedienen,  um  das  auf  die  Gleichungen 
(rt')  bezügliche  Theorem  als  speciellen  Fall  zu  geben.  Unser  Beweis  ist  eine 
Nachahmung  desjenigen  von  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  372 — 375. 

Alles,  was  sich  auf  Gleichungen  von  der  in  der  Bemerkung  II  angegebenen 
Form  bezieht,  haben  wir  fortgelassen,  um  nicht  in  die  Theorien  der  höheren 
Dynamik  einzugehen,  wodurch  unsere  Arbeit  zu  ausgedehnt  geworden  wäre. 


Das  dem  Pfatf'schen  Problem  inverse  Problem.  11<) 

f»  Relationeu,   welche  der  totalen   Differentialgleichung 

Av/x,  -\ -f  x,„f/r,„  =  0 rs) 

genügen,  so  dass 

^^'^  ^    +  •  •  •  +  ^^'"    *7^  +  ^''-^.  =  0     .     .     .     (6.) 

O-Cft  +  i  O'n-t-i 


ist.     Femer  nehmen   wir  die  n  Relationen  an: 

-V,  ^  4-  .  .  .  +  .V„   ^^   +  x/J,   ..0       ...     (7.) 

-^■.^  +  --  +  ^'"*t+^Ä.  =0       .     .     .    (7„). 

WO  ßi fi„  neue  Constanten    sind.     Die    Gleichungen  (6)  und  (7)  ent- 
halten nach  Elimination  von  A  2n  —  1  Consta,nten  a.,  .  .  .,  a„,  ^,  . . ..      ~* 

ßn  ßn 

und  sind  die  Integrale   der  2n  —  1   Gleichungen,    auf   welche    Pf  äff   ge- 
kommen war  bei  der  Aufsuchung  des  Integi'als  von  (5). 

Wir  denken  uns  nämlich,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 
die  Veränderlichen  x  als  Functionen  von  2,  der  a  und  der  ß  bestimmt 
habe.  Lassen  wir  dann  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  a  und  ß  um  da 
und  öß  sich  ändern,  so  werden  dia  x  sich  um  dx  ändern.  Dies  voraus- 
geschickt, multipliciren  wir  die  Gleichungen  (Gj),  .  .  .,  (6„),  (7^),  .  .  .,  (7„) 
resp.  mit  dx„^i.  ()x„_^_.,,  .  .  .,  dx.2„,  öoi,  .  .  .,  da„  und  addiren  die  Resultate. 
Dann  ergiebt  sich  zufolge  (4): 

X,i)x,  +  Ä\dx,  +  •  •  •  +  X,„d;r.3„  +  A(ß,da,  +  •••  +  ßnda„)  =  0  (8). 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach  /,,  so  erhalten  wir: 

2:Xöf^  +  2"-^^  dx  +  Ißda  =  0 (9). 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (6)  mit  ■    ""'"',  .  .  .,  -~    und  addirt   man 

die  Resultate,  so  findet  man  die  folgende,  übrigens  nach  (5)  evidente  Re- 
lation: 

^.'l  +  --  +  -v„%  =  o 

und  hieraus  durch  Variation: 

IXÖ-  -\-  Z'^  ÖX  =  0      .....     (10). 
dl    '         dl 
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Subtrahirt  man  von  der  Gleichung  (9)  die  Gleichung  (10)  und    die  durch 
A  dividirte  Gleichung  (8),  so  kommt: 

2'^  ^x  —  Z'^  ÖX—-  ZXbx  =  0. 

Hieraus  erhält  man,  indem  man  die  Coefficienten  von  öxi,  .  .  .,  da;.2,  gleich 
Null  setzt: 

dX  [dX     8x,    "■"   '  ■  ■     '"     dX        Sx,  j  X  ' 


dui..2„         Idx^    öÄ,  dx.2n    oX.„ji\  Xn))         „ 

~dX  \dX    SxTn  "I"   *  ■  ■    "1       dX~    Sx^nJ  ^  "^     ' 

Schreibt  man  statt  -^   den  Werth: 

dX 

ÖX  ö^  8X^    8x^ 

öx^    SX     '     ■  ■  ■  +   öa-,,,     SX  ' 

so  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  die  folgende  Form  an: 
i|(l,l)+f  (l,2)  +  ...  +  ^'(l,2„)  =  f 


^  (2«,1}  +  fe  (2«,2)  +  . . .  +  ^  (2«,  2«)  =  ^, 

und  dies  ist  das  Pf  äff  sehe  Hülfssystem. 

Bemerkungen.  I.  Damit  die  Variationen  der  x  zugleich  mit  den- 
jenigen der  a  und  ß  unabhängig  seien,  wie  oben  angenommen  wurde,  ist 
erforderlich,  dass  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  so  beschaffen  sind,  dass 

S{x, ,x,n) 


Ö(a^,  .  .  .,  a,„ß,,  .  .  .,ß„) 

nicht  identisch  Null  ist. 

II.  Das  Vorhergehende  kann  insbesondere  angewendet  werden  auf  die 
Hülfsgieichungen,  zu  denen  man  gelangt,  wenn  man  das  Integral  der  Glei- 
chung 

P»  +  f{^,  Xv  .  .  .,  x„,p^,  .  .  .,i9„_t)  =  0 
sucht.     Ist 

S    -T  (X-^,  .  .  .,  X,ij  rtj^,   .   .  .,  Cl,,) 

eine  vollständige  Lösimg  dieser  Gleichung  oder  von 


Das  dem  Pfatt'schen  IMoblcni  invfi>t*  l'roljlom. 


IJl 


so  hat  raan  als  Integral  der   Hiiltsgleichuiigfii 


das  System: 


dx„ 

(IXfi 
dz 

dXn 


dp, 


d.r 


«— 1 


dl 


d.v„ 


f>f 


«V 


~        dar.       ^''  d:' 


Öjh,—i 
dp„-t 


-\-Pn 


dx,, 
dp„-i 


oXn — 


— /'„_| 


dz 


dx, 

ÖF 

8ct, 


öF 


öF 

iSXii — I 

ÖF^ 

Sa,i—\ 


F  =   .- 


öF 


(I». 

(11;, 


welches  2n  Constanten  «j,  .  .  ..  (t„.  /)', /^«-i   entliält. 

Diese  Resultate  leitet  man   aus   den   vorhergehenden  ab   auf  (iruud  der 
Hypothesen   der  Nr.  52.     Der  direkte  Beweis  ist   im  t'brigen  sehr  einfach.') 

III.    Da  z  ^  F  eine  vollständige  Lösung  der  ( Jleichung  p„  -J-  /"  =  0 

8F                                öF 
ist,  so  müssen  die  Functionen  F,  (p^  =  -~,  .  .  .,  f/)„_i  = ,  betrachtet 

als  Functionen  der  Constanten,  unabhängig  sein,  da  sonst  eine  Relation 
zwischen  diesen  Functionen  bestehen  und  somit  ,;  cnner  zweiten  partiellen 
Differentialgleichung  genügen  würde.  Nun  würde  aber,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  diese  Gleichung  imd  die  gegebene  nur  höchstens  »-"~'  Elemente 
darstellen  und  dasselbe  würde  der  Fall  sein  mit  z  =  F  und  ihren  Ab- 
leitungen. Mithin  würde  z  =  F  mindestens  eine  überschüssige  Constante 
enthalten,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.     Man  hat  daher,  wenn  man 


setzt : 


v^  — 

8F 
Sa, 

V^i    ,  .  •  • 

-     V" 

ö^, 

dtp« 

8.V,    '••• 

•'       8x, 

=  (■ 

8^, 

ÖTpn 

8Xn-,  '  '   ■   ■ 

■'    d\r„_. 

Ipn 


8[X„  .  .  .,  X„_,]  >0     .      (III). 


')  Binet  (C.  R.  Bd.  XIV,  S.  654—660,  Bd.  XV,  S.  74-80),  Cauchy,  §  2 
der  im  Buch  ITI  analysirten  Abhandlung  (Exercices  d'anal.  et  de  phys.  math. 
Bd.  II,  S.  261—272),  Jacobi,  Vorlesungen,  S.  364—369,  haben  die  Variations- 
rechnung angewendet,  um  die  von  Jacobi  modificirte  Pfaffsche  Methode  oder 
ähnliche  Untersuchungen  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  darzulegen. 
Wir  können  uns,  glauben  wir,  hier  bei  Gelegenheit  des  dem  Pf af fachen  Problem 
inversen  Problems  darauf  beschränken,  eine  Vorstellung  von  der  Art  der  Aus- 
einandersetzung zu  geben.  Die  Sclii-eibereien  werden  durch  jenes  Mittel  erheblich 
abgekürzt,  aber  die  Darstellung  wird  weniger  klar. 
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Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  man  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  nach  den 
Constanten  auflöst,  man  Functionen  der  Variablen  findet,  die  von  emander 
unabhängig  sind.  Man  kann  nämlich  nach  Voraussetzung  aus  den  Glei- 
chungen''(I)  die  Werthe  der  a  herleiten,  da  die  Functionaldeterminante  der 
linken  Seiten  nach  den  a  nicht  Null  ist.  Aus  den  Gleichungen  (II)  kann 
man  ferner  infolge  der  Ungleichheit  (III)  die  Werthe  der  Constanten  (i 
finden.^) 

1)  Jacobi,  Vorlesmigen,  S.  471—475. 


II.    Buch. 

Methode  von  Jacobi. ') 


1.  Kapitel. 
Grundlagen. 


^'  16.    Fundamvittalclyeuschaften  der  syniholischi-n  Ausdrüclr 

von  Poisson.'-) 


» 


56.    Definitionen,  —    Es  seien  cp  und  ip  zwei    explicite    Functionen 
der  Vei-änderlichen  ar^.  iCj,  .  .  .,  iC,„  i>i,  P-i-  ■  ■  •,  Pn-     Ferner  nehmen  wir  an, 


*)  Die  neue  Metliode  von  Jacobi  wurde  von  Clebsch  veröffentlicht  im 
60.  Bde.  von  Grell e's  Journal  1862  unter  dem  Titel:  Nora  methodus  etc.,  ferne?- 
in  den  „Vorlesungen  über  Dynamik"',  Vorles.  21 — 23  und  an  einigen  andern  Stellen, 
im  Jahi"e  1866.  Jacobi  war  jedoch  schon  seit  1838  im  Besitze  dieser  Methode, 
wie  aus  weiter  unten,  Annierkunt^  1  zu  §  17.  gegebenen  Hinweisen  hervorgeht. 
Daher  muss  diese  Methode  mit  Jacobi's  Namen  bezeichnet  werden,  obwohl  sie 
vor  1862  von  Liouville.  Bour  und  Donkin  in  ihren  wesentlichen  Zügen  eben- 
falls gefunden  worden  war  (vgl.  die  angeführte  Aiunerkung).  Wir  knüpfen  an 
die  Methode  von  .Jacobi  diejenigen  Untersuchungen  an,  welche  die  natürliche 
Folge  derselben  sind.  Seit  1075  ist  die  Jacobi'sche  Methode  Gegenstand  der 
Untersuchungen  verschiedener  Gelehrter  gewesen,  von  denen  wir  eine  der  wich- 
tigsten, welche  von  Gilbert  herrührt,  im  Nachtrag  IV  am  Schlüsse  des  2.  Kap. 
von  Buch  11  reproduciren.  Wir  verweisen  hier  nur  noch  auf  einige  andere,  die 
wii'  in  dieser  deutschen  Ausgabe  unseres  Werkes  nicht  analysiren  konnten: 
Collet,  Annales  de  Fecole  normale  superieure,  1876,  2.  serie,  Bd.  V.  S.  49—82; 
Comptes  rendus,  1880.  Bd.  XCI,  S.  974—978;  Cayley,  Quarterly  .Journal  of 
Matheraatics,   1876,  Bd.  XIV,  S.  292—339. 

-)  Poisson  wandte  in  seinem  Memoire  sur  la  Variation  des  constantes  arbi- 
traires  dans  les  prohlenies  de  mecanique  (Journ.  de  l'ecole  polyt.,  1.5.  cahier,  S.  281) 
zuerst  die  Bezeichnung  (qp,  xp)  an.  Die  Bezeichnung  [qp,  ip]  ergab  sich  darnach 
von  selbst.  Wir  bedienen  uns  noch  dreier  weiterer  symbolischer  Bezeichnungen, 
um  die  Beweise  des  §  18  zu  vereinfachen.  Wir  folgen  in  diesem  §  16  im  All- 
gemeinen der  Darlegung  von  Imschenetsky,  §  16,  S.  48 — 52. 
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dass  (p  überdies  noch  r  Functionen  fij,  fr,,  .  .  .,  «,-  und  ip  ebenso  s  Functionen 
h  .h.-,   ...  hg  dieser  nämlichen  Variablen  explicit  enthalte,  so  dass 


ist.  und  setzen: 


Cp    =    (P{X „....,  Xn,  P„---Pn.    «,, 
Xp    =    ip{x^,  ...,  X„^  p^,.  .  .,pn,    ^, 


II 


öqp         ÖT/J 


8xi '     öaji 
^"P-    '/')  =  -f  I  ^     ^ 


[9^.  V^)  = 


7^ 


dtp       Stp 
dxi '    Sxi 

dcp       öij) 


n 
X 


{(p,    ip^    = 


{%  vi  =  2^ 


{(p,  </')  =  — 


dpi ' 

dpi 

dgj 

dtp 

dXi' 

dxi 

8(p 

dt/» 

dpi  ' 

dpi 

dcp 

dxi  ' 

dt}} 
dxi 

dcp 

dif) 

dpi  ' 

dpi 

dcp 

dijf 

dxi^ 

dxi 

Scp 

d^ 

dpi  '    dpi 


Nach  Bedarf  werden  wir  auch,  wenn  keine  Zweideutigkeit  zu  befürchten 
ist,  an  Stelle  irgend  eines  dieser  Symbole  unter  Weglassung  der  Klammern 
und  Striche  schreiben: 

(pip  oder  (p,  xp. 

Man  fmdet  unmittelbar  die  folgenden  Formeln: 

—   ipq):    (p,  —  \p  =  —  cpxp-.    coust,  y)  =  0      (1), 


r7i/> 


d'yp 


(p(p  =   0;     99«/^  = 

(Xi,  Xu)  =  ipi,Ph)  =  {xi,pk)  =  0 


dij) 
dxi 


(2), 
(3). 


Bezeichnet  u  eine  der  Veränderlichen  x  oder  j>,    so  findet  man  noch, 
falls  D  eine  Differentiation  nach  n  andeutet: 


Rntwiokelun^  der  Ausdrück»»  qpii». 


12.% 


D{(p,  tp)  =  {iMp,  tp)  +  {(f.,  lHf>) (4,), 


(4„) 


Formeln,  deren  Analogie  mit  der  Leibn  iz'scheu  Formel  für  die  Entwicke- 
lung  von  D"q)if)  augenscheinlich  ist.^)  Diese  Analogie  konnte  übrigen.s  von 
vornherein  ei-wartet  werden,  da  die  symbolischen  Ausdrücke  von  Poisson 
Summen  von  Producten  zweier  Functionen  sind,  und  diese  Bemerkung  ge- 
nügt zum  Beweise  der  Formeln  (4). 

57.  EntWickelungen  der  verschiedenen  Ausdrücke  (pip.  —  Mau 
hat  unmittelbar,  den  elementaren  Eigenschatten  der   Determinanten   zufolge: 


{(p,  y))  =Z 


dtp     dif) 
dx''    dx 

8(p     8rp 


=  NJ 


8(p    1^    8(p    dfl,     .  . 

8x'^  ^,    8.r     '  ^ 

Stp 
SP 


8cp  8ar     dl/»    .     d>    öh, 
Sch'    Sx'    8x    ''  8h,     Öx 

8il> 
'    SP 


.  .      8xD  8hs 

~*~     ■  ■  "^  Shs    8x 


Diese  Gleichung  nimmt  eine  bemerkenswerthe  Form  an,  wenn  r  =  .s  =  n 
und  wenn  a  =  h  =p  ist,  wo  die  ^  als  Functionen  der  x  vorausgesetzt 
werden.  Alsdann  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Determinante  der  i-echten 
Seite  entwickelt: 

(^)  =  (^,  „)  +  2;.x..  ^  II  (1^.  -  ^)    .   .  (5), 

WO  sich  die  doppelte  Summation  auf  die  Werthe  1,  2,  3 n  von  i  und 

k  erstreckt. 

Der  Ausdruck  [cp,  y)]  giebt  eine  analoge  Entwickelung.  Derselbe  ist 
gleich : 


'S? 


I  S(p     .     8q)  8a,  .  .  8(p    Sa,  8H>    ,  ^  8h,  .     8^  8lhi_ 

'~8x  ~^  8a,  87c  ~^  '"  ^  ~8(ü-  ~Sx'  8x  ~^  Ih^  8x  '^  "  8b,    8x 

8cp     ,     Scp  8a^  .  ,      8cp    da;  dtp    ,  8^  dfc,     ,  1     ^  Sbx_ 

Ip'^'Sa.Tp  '  ''  ~8(h-  ~Sf'  8p   "^  S1>,  8p  ~'  "^  d&.v    8p 


*)  Die  Formeln  (4)  sind  von  Imschenetsky  gegeben  worden.  S.  51 — 52. 


126  Jacobi'sclie  Methode.  [Nr.  57  —  58] 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  findet  man  die  Formel: 

Insbesondere  ist,  wenn  r  =  s,  «,  =  h, : 
[^,V,]  =  (^,,,+2{(^,  «)!  -  (,,.  af-^y+IA\^^  ^^-  j^  JJ*(«„«.)  (60, 

wo  sich  die  Doppelsumme  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Werthe  von  l,  die 
kleiner  als  r,  und  auf  die  TFei-the  von  k,  die  grösser  als  i  sind,  oder,  wenn 
man  will,  auf  die  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .,  r  von  l  und  k  bezieht,  da  die  Aus- 
drücke («/,  üi)  infolge  der  ersten  Formel  (1)  verschwinden. 

Enthielten  (p  und  ip  nur  die  a  explicit,    so  würde  sich  diese  Formel 
(6')  auf 

=    vv/ö^  i^  _  P^  M  («,,,^)  .     .     .     (6") 


[^'  V]  =  ^{^ 


dftA 


ÄaA-  8ai\ 


reducieren.     Wenn  (p  die    Functionen  a  nicht   und  ^  nur    die  Functionen 
a  enthielte,  so  würde  die  Formel  (6)  zu  der  folgenden  führen: 


8i^ 


[(p,  ip]  =  I  («/),  ü)    - 


(6-). 


Man  gelangt  zu  einer  brauchbareren,    aber   weniger   natürlichen   Ent- 
wickelung  des  Ausdrucks  {(p.  ^\  wenn  man  von  der  Formel  ausgeht: 


M-\-m,  N-\-n 


M,N-\-n\       \M-{-m,N 


M,  N 
P,Q 


•  m,  n\ 
+  1  '  •  (7). 


Ist  in  dieser  Formel  (7): 
M  -|-  m 

P  +  P 


^    N+n  =  t,    M==t,     y=t 


dx 
(Icp 


dx' 


8x' 


dp'     '^  'T~'i—  dp'  8p'       ^         8p 


und  bildet  man  die  Summe  aller  analogen  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar : 

[%  V]  =  i%  v^J  +  [<p,  v^)  -  i^'  ^)  +  -^^^  ü  («'  ^)  •   •    (^)- 

Ist  insbesondere  a  ^  I),  /•  =  s,  so  geht  diese  Formel  über  in: 

[^.v-]  =  «P.  ^]  +  [y.  w  -  Ca  V)  +  ^^^,  ^  - 1.  fJV«"«')  («■)■ 
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Ein  aussen n-deutlicli  bemerkeuswerther  Fall  ist  der,  wo  diu  Fimctiou 
(p  sich  aul"  pi  und  «/)  auf  pk  veducirt.  Man  hat  alsdann  nach  den  Formeln 
(2)  und  (3): 

r^.  ,,)  =  0,.  v-^  =  _;>=_  ^^; , 

somit 'giebt  die   Formel  (8'): 

8pk  _   Spi^   _    vv  M^P   öl/>  öqp     öv\/  ,         ,    ,Q,,. 

S^i  S.n Um  Sa,         da/.    da7| '"""'*^  ~  ^'^' '^  ^  ^^  ^' 

Ist  insbesondere  (<p,  i/;)  =  0.  so  reducirt  sich  diese  Formel  auf: 

8xi  dxA    ~ Ua,    örtA  Mi,    öair"''     ''^  -^        "      ^^    ^^ 

Die  Relationen  (8"),  (8'")  werden  identisch,  wenn  in  den  linken  Seiten 

P JlL  = ^    ist  und  auf  der  rechten  Seite  die  a  durch  die 

8xi  dxh  dxi  dxk 

Functionen  der  x  land  der  p  ersetzt  werden,  welche  fp  auf  pt  und  y)  auf 
Pk  reducireu. 

.^  17.   Jacobi's  Ftnidammtaltheorcm.'-) 

58.  Besondere  Form  der  Bedingungen  (r/^,  j/»)  ==  0,  falls  (f  und  tp 
linear  sind  in  Bezug  auf  die  partiellen  Ableitungen  der  abhängigen 
Veränderlichen.   —  Es  sei  R  eine  Function  von   »j,  «.,,  .  .  .,   u,„   und 

_  (IR  dR  (IR_ 

^'   ~  <}»:    -•'  ~  du,'  •  •  •'  ^"'  ~  di^,' 

I=AB=a^  ^  +  ■  •  •  +  ""'  i^  ==  -'^^^  +  ^-^^^  +  •  •  •  +  ffmQ.m 


du.     '  '      '"  du 


III 


*)  Die  Formeln  (6)  entlehnen  wir  1ms ebene tsky  S.  50 — 51.  Die  andern 
in  ihrer  allgemeinen  Fonn  sind  neu.  Entgegen  dem  (lebraucb  belassen  wir  in 
den  Summen  die  Glieder,  welche  sich  gegonseitig  aufheben,  da  ihre  Unterdrückung 
in  die  Formeln  eine  unnöthige  Complication  einführt. 

■-)  Resume  von  Jacob i.  Nova  3Iethodus,  §  23—26.  Dieses  Resume  findet 
sich  auch  bei  Imschenetsky,  §  25,  S.  141—144.  der  überdies  S.  145  den 
Donkin'schen  Beweis  für  den  Fundamentalsatz,  ferner  auch  Nr.  39,  S.  53—55, 
einen  von  ihm  selbst  hen-übrenden  Beweis  giebt;  sowie  bei  Graindorge  V, 
S.  35—41. 

Es  geht  aus  einer  Stelle  der  Nova  Methodus  §  28,  auf  welche  Clebsch 
aufmerksam  gemacht  hat,  hervor,  dass  Jacob i  sein  Fundamentaltheorem  schon 
seit  1838  hatte.  Dieses  Princip  ist  eigentlich  schon  enthalten  in  dem  Poisson'schen 
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[Nr.  58] 


wo  a 


1' 


ttvn  &,, 


.,  'b„^  irgend  welche  Functionen  der  u  und  A  und  B 
Operationssymbole  sind,   die   durch  vorstehende  Gleichungen  definirt  werden. 
Wir  suchen   den  Ausdruck: 


81       8J 


ii  j)-:^ 


81       8J 


Derselbe  ist  bleich: 


8Qi         8Qi 


2 


6'(«jgt  +  •  •  •  -{-amQtii )      8ibi  Qi-\ —  •  +  hm  q,„  ) 
8iii  ~' 


(li 


Sui 


d.  h.,  wenn  man  die  verschiedenen   mit  g^,  .  .  .,  Q,„   multiplicirten  Glieder 
vereinigt 


Q\ 


7     8a^     .    ,    d(/,     ,  ,    ,       8a^ 


,,    8K  _L.8h  ,  8K 


+ 


+Q,. 


j  Suiii    .    ,    Schii    .  ,    j      8aiii\     1     8hm     ,        8hm    ,  ,  8hm 


I    V 


oder  auch: 

(7,  J)  =  ^,  [Ba^  —Ab^)-^  o,  {Ba,  —  Ah,)  + 1-  Q„,{Ba,,  —  Ab,,,). 

Addirt   man    zur  Summe  der  Glieder,    welche   in  dem  Ausdruck  von 
(7,  J)  das  Zeichen  -|-  haben,  alle  Glieder  von  der  Form 

,       8'B 

^     8U:8U: 


Theorem  (Sur  la  Variation  des  constantes  arhitraires  dans  les  prohlhnes  de  meca- 
nique,  Journal  de  Tee.  polyt.,  15.  cahier,  S.  280),  dessen  Wichtigkeit  weder  sein 
Urheber  noch  Lagrange  ahnten,  wie  Jacobi,  Nova  Methodus  §  28,  bemerkt. 
Nach  dem  Tode  Poisson's  lenkte  Jacobi  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Theorem 
(C.  R.  1840,  8.  529),  doch  wurde  unglücklicherweise  seine  Nova  Methodus  erst  1862 
durch  C  leb  seh  veröffentlicht  und  zwar  ohne  jede  Änderung,  abgesehen  von 
einem  kleinen  Zusatz  von  einer  Seite  am  Schlüsse  des  §  52,  wie  wir  aus  dem  Munde 
dieses  Geometers  selbst  gehört  haben.  Es  ist  also  ein  Iri'thum,  wenn  Im s die- 
ne tsky  behauptet,  dass  C  leb  seh  „die  Jacobi'sche  Arbeit  nach  den  in  seinen  Pa- 
pieren vorgefundenen  Materialien  redigirt  habe"  (S.  6).  Es  ist  jedoch  wichtig,  mit 
dem  russischen  Gelehrten  zu  bemerken,  dass  Donkin  das  Fundamentaltheorem 
ebenfalls  gefunden  hat  (Philosoph.  Transact.  1854,  Theil  I,  S.  71  und  93),  dass 
ferner  Liouville  in  seinen  Vorlesungen  vom  Jalire  1853  dasselbe  ebenfalls  be- 
wiesen hat,  wie  Bour  in  seiner  Abhandlung:  Sur  l' Integration  des  equations 
diff'erentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  (Journ.  de  l'ec.  polyt., 
39  cahier,  S.  148 — 191),  S.  168  behauptet,  wo  er  es  das  Theorem  von  Liouville 
nennt.  Trotzdem  muss  man  diesem  Satze  die  Bezeichnung  als  Jacobi's  Theorem 
belassen,  da  dieser  Geometer  mehr  als  ein  anderer  die  Fruchtbarkeit  desselben 
klargestellt  hat. 
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und  subtrahirt   mau  dieselbe  Grösse  von   den  andt'rn   (Gliedern,    so    erkennt 
man  \inmittelbur ,  duss  das  Ensemble  der  positiven   Glieder  BAN,   dos  der 
negativen  —  ABU  darstellt. 
Mithin  ist  schliesslich: 

[I,  J)  =  HAU  —  .USR  =  {BA  —  AB)  R. 

Zusätze  I.  Die  Operation  {^BA  —  AB)  tÜhrt  keine  zweiten  Ab- 
leitungen, sondern  nur  erste  Ableitungen  der  Function  ein,  auf  welche  sie 
angewandt  >vird. 

II.  Hat  man  identisch  (J,  J)  =  0,  oder  ist  identisch  Ha  —  Ab  =  0, 
so  ist  auch 

ABB  =  BAR, 

d.  h.  man  kann  die  Operationen  A  und  B  umkehren.  Kommt  man  über- 
ein,  A'R  an  Stelle  von  A.A'~^B  zu  schreiben,  so  folgt  daraus,  dass  man 
auch  schi-eibeu  kann: 

A"'B"R  =  B"A"'B,  etc. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wenn  B  eine  Lösung  von  AB  =  0  ist,  das- 
selbe von  B"'B  gilt.     Denn  es  ist  A  .  B"' B  =  B'" .  AR  =  Ji"'0  =  0. 

Jacobi  hat  von  diesem  Zusatz  den  folgenden  eleganten  Beweis  ge- 
gegeben.    Wird 

dui 
a,  = 


dt  ' 

gesetzt,  so  hat  man: 

doi    

ds 

oder  auch: 


Oi  — 

dui 
ds 

dbi 

dt' 

-_  .  . 

■  -- 

.    . 

.  4- 

dai    dui    _,      dai    du.,     .  .     dat    du,,, 

du^     ds  du.,     ds     '  '  '    du,,,     ds 

dbi    du^    j^    dbi    du.,     ,  ,     dbi    dum 

du^     dt  du,     dt    '^  '      '        du,,,     dt  ' 

d.  h.  successive: 

(r     dai     ,  ,     j       dai\  (       dbi  .  ,  dbi  \  ^ 

Btti  —  Abi  =  0. 
Femer  ist: 

dB     ^^  _.  dB  dB  du^     .  ,     dB  du,,,  ^=:AB 

''  ^  '^i  d^i  +  ■  ■  ■  "^  "'"  diiii,  ~  d^,   dt   ^  '  '  '  ~^  du,,,    dt    ~  dt~ 


somit 


J  =  f  =  Bif, 

,äB  ,dR 

d  -^  d  -j- 

BAB  =  -^  =  -F-  =  ABB. 

dt  ds 
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59.  Pundamentalsatz  von  Jacobi.  Jacobi's  Beweis.  —  Die  linken 
Seiten  der  Gleichungen  [(p,  yf)  sind  linear  in  Bezug  auf  die  Ableitungen 
einer  der  Functionen  q)  oder  y).  Wendet  man  auf  diese  Ausdrücke  die 
Hauptforrael  der  vorigen  Nummer  an,  so  gelangt  man  zu  dem  Fundamental- 
theorem von  Jacobi.     Es  sei  m  =  2n  und 

Setzt  man: 

AR  =  (M  Ii)=l——  —  —  —\4-         I   (SM  8R        SM  SR \ 

^     '       ^  \SX^  SPi  8p,    SxJ'^  *"  \SXn  Spn  Spn  SXn )' 

so  dass  für  l<^n  -\-  1 

SM  ^^    h  ^7         ^^ 


ist,  so  hat  man: 

Nach  der  Definition  der  Symbole  A  und  ^  ist  aber: 

BAR  =  {N,  (M,  R)),    ABR  =  {M,  {N,  R)), 
J.831  /„  8M\  .  SN         /t^t  ö^\ 

^  SP    -  l^'  SP  )'         ^Sp    -   r'  SP  I' 

Und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  der  Formeln  (1),  (4^) 
des  §  16: 

{N,  (M,  R))  —  (M,  (N,  R)) 

^^yiSR  SjN,  M)  _  SR  SjN,  ]\f)\ 
\sp       Sx  Sx        Sp     ) 

=  {(N,  M),  B). 

Hieraus  erhält  man,    wenn  man  mit  Hülfe  der  Formel  (1)  des  §  16 
alle  Glieder  auf  die  rechte  Seite  schafft: 

{M,(N,R))  +  {N,{R,3I))  +  {RAM,N))  ==  0, 

und  dies  ist  der  Fundamentalsatz  von  Jacobi. 
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Zusatz.  Sind  M  =  a,  N^b  Lösungen  der  Gleichung 

(ü,  2)  =  0, 

so  folgt  aus  dem  vorstehenden  Satze,  dass  auch  [M,  N)  =  c  eine  Lösung 
ist;  denn  die  Fundamentalgleichung  giebt: 

(M,  0)  +  {N,  0)  +  (i2,  {M,  N))  =  0, 
oder 

{R,  (üf,  N))  =  0. 

60.    Beweis  von  Donkin.')  —  „Sind  M,  N,  R  beliebige  Functionen 
der  2«  Variablen  x^,  .  .  .,  x„,  p^,  .  .  .,  p„,  so  hat  man: 

{M,  {N,  R))  +  (N,  (R,  M))  -f  (B,  {M,  N))  =  0.  .     .     .     (e). 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck,  so  ist  ersichtlich,  dass  jedes  seiner  Glieder 
besteht  aus  dem  Produkt  einer  Ableitung  zweiter  Ordnung  der  einen  der 
Functionen  M,  N,  R  und  den  Ableitungen  erster  Ordnung  jeder  der  beiden 
andern  Functionen. 

Betrachten  wir  die  Glieder,  welche  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von 
M  enthalten.     Dieselben  werden  von  einer  der  Fonnen  sein: 


äw 

SN   SR 

S'M      SN  SR 

S'M      SN    SR 

8xi  Spj 

Sxj    Spi' 

SxiSxj    Spi    Spj' 

Spi  Spj    Sxi     Sxj 

wobei  i  =  j  sein  kann,    und   jedes    derselben  wird    aus   dem  zweiten  oder 
dritten  Gliede  der  Gleichung  (e)  hervorgehen. 

Untersucht  man  jetzt  jede  dieser  Formen,  so  sieht  man  leicht,  dass 
jedem  aus  dem  zweiten  Gliede  der  Gleichung  (e)  hervorgehenden  Gliede 
ein  analoges  aber  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  behaftetes  entspricht, 
welches  aus  dem  dritten  Gliede  dieser  Gleichung  hervorgeht;  und  da  dies 
auch  gilt  für  die  Glieder,  in  welchen  die  zweiten  Ableitungen  von  N  und  R 
vorkommen,  so  folgt,  dass  die  ganze  linke  Seite  der  Gleichung  (e)  sich 
identisch  auf  Null  reducirt.     Mithin  ist  der  Satz  bewiesen." 


*)  Wir  entlehnen  dieses  Donkin'sche  Citat  im  Texte  Imschenetsky 
S.  145.  Der  Beweis  desselben  beruht  auf  der  Anwendung  der  Formel  (6'")  des 
vorigen  Paragraphen  zur  Darstellung  von  [M,  (N,  R)),  {N,  {R,  M)),  der  Formel  (4,) 
zur  Darstellung  von  {R,  (M,  N)).  Man  addirt  die  gefundenen  Resultate  und  per- 
mutirt  zweimal  cyklisch  in  der  neuen  Gleichung  die  Buchstaben  M,  N,  R.  Man 
findet  den  Satz  von  Jacobi,  indem  man  die  drei  zuletzt  erhaltenen  Relationen 
addirt. 

9* 
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§  18.    Verschiedene  Formen  der  Integrabilitätshedingungen  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung.  ^) 

.  61.  Erste  Form  der  Integrabilitätsbedingungen.^)  —  Es  sei 

H^  [X^,  X^,   ■  .  .,  X,i,   p^,  p.2-1  •  •  •)  Pn)    ^^^    tti       .       .       .       (-Hl)' 

eine  zu  integrirende  partielle  Differentialgleichung,  indem  p^,  p.^^  .  .  .,  p„ 
wie  oben  die  Ableitungen  einer  unbekannten  Function  s  nach  x-^^,  a;,,  .  .  .,  «„ 
bezeichnen.     Es  ist: 

dz  =  p^dx^  -\-  p.,dx.,  -f-  .  .  .  -j-  PndXn. 

Um  ein  vollständiges  Integral  der  gegebenen  Gleichung  zu  finden,  ge- 
nügt es,  wenn  man  ausser  dieser  Gleichung  n  —  1  andere  Relationen  der- 
selben Form  hat,  deren  jede  eine  willkürliche  Constante  enthält: 

H.2{x^,  .  .  .,  x„,  ^1,  .  .  .,p„)  =  a.,      ....     (-£^2), 

Äj  {Xj_,   .  .  .,   X„,   p^,   .  .  .,  Pn)    =    %         •       •       .       .       (^3), 


^«(•^1)  •  •  -5  ''^m   Pl:  •  •  •)  2hl)    ^n         ....       \-tin)i 

vorausgesetzt,    dass    die   aus   diesen    Gleichungen   (H)    abgeleiteten  Werthe 
von  2>i,  P2,  .  .  ;  Pn- 

pty    ^i  y^li  "^21  '  •  '1  "^ni    %?  %)  •   •  •)  (^n)  •       •       •        \^l)f 

p2    ^2  (''^15  '''21  •  •  •'  ■''«'    ^1'  ^25  •   •  •'  ^n)  •       •       •       V^2/> 


P71    ^niß^ii  '^■21  •  •  •■>  ^ni    '^l»  %5  •  •  •)  ^n)  •       •       •       {■^n)j 

ds  integrabel  machen.  In  der  That,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  kann  man 
durch  eine  einfache  Quadratur  einen  Ausdruck  für  s  finden,  welcher  ausser 
den  n  —  1  Constanten  ttg,  a.^,  ,  .  .,  a„  eine  w'*  aus  der  Litegration  von  ds 
hervorgehende  willkürliche  Constante  enthält.  Der  Ausdruck  von  s  genügt 
nicht  nur  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  dem  ganzen  System  H. 


^)  Resume  von  Jacobi,  Nova  Metlwdus,  §  2 — 17  und  30—32.  Dieses  Resume 
findet  sich  auch  bei  Imschenetsky,  §  10—11,  S.  32—36,  §  13,  S.  41—42;  §  15, 
S.  45—48,  §  17,  S.  55—62,  §  20—22  zerstreut;  Graindorge,  III,  S.  15—30, 
IV,  S.  30—35,  VII  zerstreut.  Wir  halten  es  für  besser,  alle  Sätze  derselben  Art, 
wie  wir  es  gethan  haben,  zusammenzustellen,  anstatt  einige  derselben  mit  der 
Integrationsmethode  selbst  zu  vermengen.  Wir  haben  den  Text  des  §  18  der 
ersten  Auflage  mit  Berücksichtigung  der  wichtigen  Abhandlung  des  Herrn  Gilbert, 
die  wir  im  Nachtrage  hinter  Kapitel  II  im  Wesentlichen  reproduciren,  kon-igirt. 
In  den  auf  die  Jacobi'schen  Beweise  bezüghchen  Anmerkungen  haben  wir  in- 
dessen nicht  versucht,  die  Relationen  anzugeben,  welche  identisch  sind. 

")  Jacobi,  Nova  Methodus,  %  2.     Wir  fügen  die  Form  (V)  hinzu. 
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Die  IntegrabilitUtsbedinfTungen  von   dz  sind  bekanntlich  die  Identitäten: 

-^   ==    .  -    oder    ^,       =  —  -        (T), 

iXk  d.Vi  dXk  ÖXi  ' 

wo  i  und  k  die  Worthe   1.  2,  3,  .  .  .,  n   annehmen.      Man    wird    beiuerken. 
dass  diese  Bedingungen  auf  die  Form  gebraclit  werden  können: 

{Pi  —  ^.,    i^A  —  ^a)  =  0 (!'). 

62.  Zweite  Form  der  Integrabilitätsbedingungen.M  —   Man  er- 
hält diese  zweite  Form,   wenn  man  beachtet,  dass  man   hat: 

[//,-,  ^/,]  =  (a,,  ttA-)  =  0. 


')  Jacobi,  Hofa  MetJmltis,  §  14 — 16.     Wird  die  Relation,  welche  zu  dem 
direkten  Satze  führt,   nach  --^    —  - —  aufgelöst,   so   führt  sie  zu  dem  umge- 

SXk'  oXi' 

kehrten  Satze.  Dies  thut  Jacobi  im  §  16,  den  Graindorge  IV,  S.  30 — 35  im 
Auszug  wiedergiebt.  Wir  sind  beim  Beweise  des  direkten  Satzes  Jacobi  ge- 
folgt, ebenso  wie  Imschenetsky,  §  11,  S.  33,  und  haben  den  von  letzterem  in 
Nr.  40,  S.  55  für  den  umgekehrten  Satz  gegebenen  Beweis  vereinfacht.  Im  §  14 
der  Nova  Methochis  giebt  Jacobi  einen  andern  Beweis  der  Formeln  (11),  indem 
er  sich  auf  die  weiter  unten  gegebenen  Relationen  (IV)  stützt.     Es  sei: 

Pl    =   ^^{X^,  .  .  .,  Xn,  O,,  a,,  jp.„  .  .  .,  pn),    p.,    =   l/'.Ca;,,  .  .  .,  Xn,  a,,  a.,,  p^,. .  .,  p,i). 

Die  Relationen 

if,(.ri,  ...,  aj„,T/>,,i/;,,  p.„  ...,pn)  =  «,,    H,(a;,,  ...,x„,  ip„rl).,,p,,  ■■■,Pn)  =-  a, 

sind  Identitäten.     Somit  erhält  man  daraus  für  H  =  H,  oder  H  ^=  H,: 

SH           _^   ^1^     .  _*^    *^  _  0 

dx       '      dtpt      dx       '  Sip.,     Sx    ~     ' 
oder:                                     , 

SH    8H    *(p,— i/»i)  ,      8H     S{p,—%) 


8x  SPi  Sx  '      Sp..  Sx 

da  Pi,  P2  nicht  x  explicite  enthalten.     Ebenso  hat  man: 

S^  ^^  äl£   Sjp.^ipi)     ,      SH^    S{p,—ip^) 
Sp  SPi  Sp  ■"    Sp^  Sp 

selbst  für  p  =Pi  oder  p  =^ p.>.    Es  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  diesen  Formeln: 
,  ^     „ ,         ISH,   SH^  SH,  SHA   ,  ,  ,  . 

was  die  Gleichung  (II)  giebt,  falls  die  Gleichung  (IV)  besteht.  Dieser  Beweis 
erscheint  uns  wenig  natürlich,  da  die  Theoreme  (III)  und  (IV)  complicirter  sind 
als  (II),  oder  wenigstens  zu  weniger  symmetrischen  Gleichungen  führen.  Es  ist 
besser,  diese  Sätze  (II)  und  (IV)  unabhängig  von  einander  zu  beweisen. 
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Entwickelt  man  also  den  ersten  Ausdnick,  so  erhält  man  identisch: 

f\  /TT     zj  \     \      v\''   SSi    8Hk  ( 8ni'  8nk'  \ 

0  =  {H,  5,)  +  2-2  ^^  --  |—  -  -^J. 

Nach  den   Bedingungen  (I)  ist    das    zweite    Glied    der    rechten    Seite 
identisch  Null.     Mithin  hat  man  auch  identisch : 

{Hi,  H,)  =  0 (II). 

Umgekehrt    ziehen    die    Bedingungen   (11)  die  Relationen  (I) 
nach  sich.     Man  hat  nämlich  identisch: 

Pk  =    M^V  ■  ■  ;^n,    -^1,  .  •  .,  S„). 

Mithin  folgt  nach  der  Formel  (8")  des  §  16,  welche  hier  identisch  ist, 
da  die  a  durch  die  H  ersetzt  sind: 


8n 
'Sxk 


i  8nk  w  I  ^'^^       ^'^^  ^'^i       ^'^^ \    /TT      rr    \      I     /  \ 

l  -  s^  ^-^^ism^sm'  ~  sW'  öHii  ^^''^  ^''^  +  ^""'^  '"'^- 


Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  ist  zufolge  der  Gleichungen  (II)  identisch 
null;  das  zweite  ist  identisch  null,  weil  Jti  und  Jtk  die p  nicht  explicit  ent- 
halten.    Mithin  reducirt  sich  die  vorstehende  Relation  auf 

Sm  Snk  /-, 

Sxk  öxi  ' 

d.  h.  auf  die  identische  Bedingimg  (I). 

Man  gelangt  zu  demselben  Resultat,  aber  auf  beschwerlichere  Weise, 
mit  Hülfe  der  Formel  (6')  des  §  16.i) 

63.  Dritte  Form  der  Integrabilitätsbedingungen.^)  —  Nehmen 
wir  an,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (H)  oder  [ji)  die  folgenden  Aus- 
drücke der  p 

Pl    =   (Pl  (^1.  •  •  V  ^n,    «1,  Po,  Pz^  '  ■  'iPn)         ...       {(Pi), 
P2    =    9^2  (^1)  •  •   ;  ^n,    «1,  «2,  Pb,   •  •  ;Pn)  ...       ((f-i)- 


Pn    =    (pn{Xi,  .  .  .,  Xn,    «i,  «o,  %;  ■  •  -7  ««)  =  ^n        ■        {(fn) 


^)  Imschenetsky,  Nr.  40,  S.  55—57. 

-)  Jacobi,  Nova  Metlwdus,  §  3,  4,  5,  dii-ektes  Theorem;  §  6  allgemeiner 
Satz;  §  7  und  8  umgekehrtes  Theorem,  im  Auszug  wiedergegeben  von  Grain- 
dorge,  Nr.  24 — 26,  S.  20—25.  Imschenetsky  giebt  das  dritte  Theorem  unter 
einer  von  der  Jacobi'schen  etwas  verschiedenen  Form,  Nr.  41,  S.  57 — 60.  Er 
umgeht  den  langen  Beweis  des  umgekehrten  Theorems,  wie  man  bei  Gelegenheit 
der  Sätze  (VI),  (VII)  und  (VIII)  in  der  Anmerkung  sehen  wird.  Jacobi,  Nova 
Methodus  §  9,  10,  11,  beschäftigt  sich  mit  dem  allgemeinen  Gange  der  Inte- 
gration. 
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abgeleitet  habe,  so  dass  jedes  p  eine  Function  der  2n  Buchstaben  ist,  welche 
ihm  in  der  Reihe 

Pit  P>f  •  •  •)  Pti  ^1,  ^>i  •  •  •)  x„,  a^,  ii.,f  .  .  .,  a„ 
folgen,  so  hat  man  identisch: 

Pi    =  (pi{Xi,  .  .  .,  x„,  Hx,  .  .  .,  /?,,  p.+i,  p.+j,  .  .  .,  Pn), 

Pk    =    (fki^i,  .  .  .,  X„.    H^,  .  .  .,  Hk,  Pk+i,  i^A-H,  •  •  -,  Pn)- 

Mithin  ergiebt  sich  nach  der  oben  angezogenen  Formel  (8")  des  §   16: 

^-^  =  (?,.^*).   .....    (in), 

oder  auch,  wie  leicht  zu  sehen: 

(Pi  —  (pi,   Pk  —  (pk)  =  0 (m'). 

Diese  Relation  ist  keine  Identität.     Damit  dieselbe   bestehe,    müssen    darin 
die  a  durch  die  entsprechenden  U  ersetzt  werden. 

Die  Umkehrung  ist  ebenfalls  richtig,  d.  h.  die  Bedingungen  (III) 
haben  zur  Folge  die  Gleichungen  (I)  und  (II).  Um  dies  zu  beweisen,  be- 
merke man,  dass  mau  identisch  hat: 

Pl  =  (Pl    (^1'  ^2»  •  •  •'  ^»'    «1-  ^2'  %'  •  •  •'    ^n)  =    ^H 

i'2  =  (pi   (^H  ^2'  •  •  •'  ^"1    ^1'    ^2»  ^3)   •  •  •'  ^n)  =    ^2) 

Pn-l    =    (Pn-X  {^V  ^V  '  •  •'  ^n,    «l,  «2»  %»  •  •  •»  ^n-V  ^n)    =    ^n-V 
Pn         =  9'n  i^V  ^2'  •  •  •)  ^n,    «!>  «2J  <^3>  •  •  •>  *«-!'  ^n)    =    ^'^• 

Der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  wollen  wir  mit  <p\,  (p'o,  •  •  ■,  (p'n  die 
n  Functionen  der  x,  der  a  und  der  71  bezeichnen ,  welche  in  dieser  Weise 
identisch  sind  mit  ;rj,  ;ro,  .  .  .,  Jin-  Wir  wollen  nach  einander  beweisen, 
dass  man  hat 

.|       om  oTtn  f\ 

SXn  Sxi 

cy       dm  Snk 


Sxk  Sxi 

Um  den  ersten  Punkt  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass  man  identisch 

hat: 

Sni__8nn       dcp'i       V„_gq/^_Vg    ,    /    Scp'j      g«.+.    _, ^  _Vl  ^\ 

8xn       8xi         dxn         Sxi         8x„         Sxi  ^  \  Sni+i       8xn  ünn     8Xn) 
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Nimmt  man  jetzt  an,    dass   die   Relationen  (I)  für   den   Index  n  und 
die  Indices,  welche  grösser  als  i  sind,  bewiesen  seien,  so  kann  man 


durch 

StCi  +  i 
SXn  ' 

8Xn    '  ■ 

8nn 

Sitn 

8nn 

Stiti 

oder  auch  durch 

öaj,+, ' 

8xi^2 

■  "'   8x„' 

Sxi^i' 

8cp'n 

8Xi_^_2 

■  ■'    8Xn 

ersetzen,  da  ;r„  identisch  ist  mit  qp'„.  Man  hat  somit  an  Stelle  der  letzten 
Gleichung,  wenn  man  darin  die  7t  durch  die  p  ersetzt,  was  gestattet,  die 
Striche  bei  den  q)  wegzulassen: 

8ni  Snn    8(pi  8tpn     ,     ,  \ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ändeii  ihren  Werth  nicht,  wenn  man 
darin  noch  die  dai4n  vorkommenden  a  durch  die  entsprechenden  H  ersetzt, 
und  alsdann  ist  sie  zufolge  (lH)  identisch  null.     Mithin  ist  auch  identisch: 

8lli  8nn    ^ 


8Xn  Sxi 

Somit  gilt  die  Relation  (I)  für  den  Index  n  und  den  Index  i,  wenn  sie 
für  den  Index  n  und  alle  Indices,  welche  gi'Össer  als  i  sind,  besteht.  Nun 
ist  sie  aber  evident  für  die  Indices  n  und  n,  somit  auch  Schritt  für  Schritt 
für  die  Indices  n  und  n  —  1,  n  und  n  —  2,  n  und  n  —  3,  .  .  .,    n  und  1. 

Nimmt  man  jetzt  an,  um  den  zweiten  Punkt  zu  beweisen,  dass  die 
Formel  (I)  für  die  Indices 

Je  und  i  -\-  1,     Je  und  /  -j-  2,  .  .  .  .,     Je  und  n, 

Je  -\-  1   und  i.     l;  +  2  und  i,  .  .  .  .,     n  und  * 


bestehe,  so  wird  behauptet,  dass  sie  auch  für  i  und  Ä;  besteht,  und  somit, 
3S  sie  allgemein  r 

Sm        Snk       dcp'j 


dass  sie  allgemein  richtig  ist.     Man  hat  nämlich  identisch 


Sxk        8xi        dxii 


d(p'k 8q)U_ 8q>U^     ,      y  \  8cp'i    871  8(p'k    8n\ 

dxi         8xk  8xi      '         \  8ti    8xk         8n     8xiy 


wo  sich  die  Summation  auf  alle  Ableitungen  von  cpi  und  (pi^  ei'streckt,  was 
keine  Unzuträglichkeiten  bietet,  da  die  Ableitungen  von  q)i  nach  tz  mit  einem 
Index  nicht  grösser  als  i  und  diejenigen  von  (pk  nach  71  mit  einem  Index 
nicht  grösser  als  Je  null  sind.     Nach  Voraussetzung  kann  man 

Sä     t      1    8nk     Sit    -,      1      Sm 
durch  -^,    -^^  durch 


8xk  Sx     8xi  8x 
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ersetzen.  Ferner  ist  zufolge  der  Relation  (HI)  das  erste  Glied  der  rechten 
Seite,  in  welcher  die  /;  und  die  (p  an  Stelle  der  Ji  und  der  (p*  eingeführt 
gedacht  werden: 


Sxk 
Mithin 

im         Snk 
Sxk        Sxi 


S<J)i  8(pk     ^'    /  S(pi 

Sxk  Sxi  ~   \  Äi> 


Äqp/      S(pk 

öp      Sx 


Sp      8x 


n 


^1  J  Scp  i     Oltk 


Stp'k    Slti 

Sit     öx 


i\  ^^  f  Äqpi    S(pk  Stpk     Stpi  \ 

•  \  ^  \  6p      bx  Öp      Sx   I 


d.  h.  wenn  man   in  dem  ersten  Gliede  ebenfalls  wieder  die  p  an  Stelle  der 

71  einführt: 

Sni    Snk  j.  (  ^qpi    S(itk  —  q>k)   Scpk   Sim  —  <pi  )y 

Sxk  Sxi  \  Sp  Sx  Sp  Sx        f 

S  («1  —  tpi)     S{nk  —  (pk) 


=  N? 


Sx         '  Sx 

S{-cpi)  d(-qpA) 


Sp 


Sp 


Man  kann  ohne  Nachtheil  in  der  letzten  Zeile  ;r,  —  (pi,  ti^  —  (p^  an 
die  Stelle  von  —  y„  —  (pk  setzen,  da  ;r,-,  iik  nicht  jT)  enthalten.     Mithin  ist: 

Sni  Snk  /_  „      _  ,~^  \ 

to   -  Sxi  ^  (^'-  -  '^'•'  ^'•-  -  ^^^- 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kann  man  in  bemerkenswerther 
Weise  transformiren.  Man  hat  nämlich  der  Reihe  nach,  wenn  man  den 
vorletzten  Ausdruck  dieser  rechten  Seite  wieder  aufnimmt: 


{TXi  —  99,,    Uk  —  (jPa)    =    —    2 


dx 


~Sx  '     dx 


Sx 


Vi 

Sp  ' 


Sp 


Scp'i        Sm  +  i       1^         _,      Scp'i    Snn         Stp'k       Stpk+\       ,  ,      S(p'k  Snn 


Sn^ 


i  +  t 


Sx 


Snn    Sx      Snk+i       Sx 


Snn    Sx 


Stp'i 
Sp   ' 


Scp^ 
Sp 


y,  V ,  Scp'i'    Sfp'w   iSni'    Snk'  \ 

'^''     Sni'     Snk-    \sxk'  Sxi' }' 


wo  i'  die  Werthe  j  +  1,  /■  +  2,  .  .  .,  w,  k'  die  Werthe  k  +  1,  Je  +  2, 

der  Voi 

=  0; 


n 


haben  muss.     Für  diese  Werthe  hat  man  der  Voraussetzung  nach  identisch : 

8n:i  OJT/N/ 


Sn/., 


Sxu 
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» 

demnach  hat  man  schliesslich  auch  identisch 

{Jti    —    (pi,       7lu    —     (JJ^.)    =    0 (III") 

und 

8Tti    Ott/. 

Jxk  ~Jxi 

für  alle  Werthe  von  %  rmd  von  li. 

64.  Vierte  Form  der  Integrabilitätsbedingungen.i)  —  Substituirt 
man  in  die  m  —  1  ersten  Gleichungen  (9?)  den  aus  der  m*®^  abgeleiteten 
Werth  von  ^„(,  sodann  den  neuen  Werth  von  Pm—\.  in  die  m  —  2  ersten 
Werthe  u.  s.  w.,  so  gelangt  man  zu  m  Relationen  von  der  Form : 

-Pi  =  W\  K.  •  •  •>  ^n,  «1,  .  .  .,  «;«,  i^„,+i,  .  .  .,  i>„)     .     .     (Vi), 
P,»  =  ipm{Xi,  .  .  .,  x„,  a^,  .  .  .,  a„,  ij,„+i,  .  .  .,  p„)  =  (p„,   (ip„,). 


^)  Jacobi,  Nova  methodus,  §  13,  giebt  den  direkten  Satz  so,  wie  wir  ihn 
im  Texte  gegeben  haben,  nur  ist  die  Form  der  Formeln  verschieden,  Grain- 
dorge  hat  diesen  Beweis  resümirt  Nr.  27,  S.  25 — 29,  ebenso  Imschenetsky 
Nr.  42,  S.  60 — 62.  Weder  der  eine  noch  der  andere  beschäftigt  sich  mit  dem 
umgekehrten  Satze.  Jacobi,  Nova  methodus,  §  12,  giebt  ausserdem  den  folgen- 
den bemerkenswerthen  Beweis  des  Satzes  und  seiner  Umkehrung;  derselbe  ist 
abgeleitet  aus  dem  in  der  folgenden  Nummer  gegebenen  Satze  (V),  wenn  man 
darin  7»  +  1  =  fc  macht.     Setzt  man: 

pk=ipk{Xi,...,Xn,ai,...,ak^i,ak,Pk+i,-,Pn)  =  (pk(Xi,.';Xn,ai,...,a^,p^.^j^,...,p„), 
so  hat  man: 

S{pi  —  xi)    _  8ipi  —  ^i)        ^ipi  8{pk  —  cpk) 
Sx  Sx  "^    diu-  8x        ' 

SJPi  —  Xi)   _  8{pi  —  ipi)         _8ipi_  8{Pk  —  cpk) 
8p  Sp  "^    8pk  8p        ' 

und  hieraus: 

{pi  —  zi,  Pk  —  fpk)  =  (P<  —  ^i,  Pk  —  (f>k)  +  -g-^  {Pk  —  cpk,  Pk  —  fPk), 
d.  h.  einfach: 

(p>-X',Pk-cpk)  =  0 .   (iv'o. 

Jacob i  bemerkt  sehr  richtig,  dass  pi  und^^  irgend  zweip  darstellen  können, 
weil  in  den  Formeln  (V)  m  -\-  1  durch  einen  beliebigen  Index  ersetzt  werden 
kann.  Der  von  uns  hier  in  der  Anmerkung  bewiesene  Satz  ist  somit  allgemeiner 
als  die  Sätze  (III),  (IV),  (V).  Jacobi  beweist  die  Umkehi-ung  von  (IV)  nicht, 
aber  (IV'")  hat  (V)  zur  Folge  und  dieses  zieht  wieder  (III)  und  somit  (U)  und 
(I)  nach  sich. 
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Ebenso  wie  in  der  vorigen  Nummer  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichungen 
(I),  (II)  die  folgenden  Gleichungen  nach  sich  ziehen  und  umgekehrt: 


di^ 


öff>k 


dx.-  -  1^  =  ^V^"  ^^) 


(Pi  —  W>,  Pk  —  Va)  =  0 
{jii  —  v^„  Tik  —  v'a)  =  0 


av), 

(IV), 
(IV"), 


wo  i  und  k  höchstens  gleich  m  zu  setzen  sind.*) 

65.  Fünfte  Form  der  Integrabilitätsbedingungen.-)  —  Betrachten 
wir  die  IntegrabilitUtsbedingungeu  unter  der  Form  HI  für  die  Indices  1, 
2,  .  .  .,  m  und  wt  -|-  1 

iPx       —  ^'i-       Pm-^i  —  fPm  +  i)  =  0   oder   <P,  =  0, 

(i>2  —  9^2.  Pm+l    —  <Pm+i)    =    ^    oder    0.,    =    0, 

CP;„_i  —  (p,„_i,p„,+i  —  (p,n+x)  =  0  oder  0,„.,,  =  0, 

(i>;n        —  (Pm,       P„,+i  —  (P.,+i)    =    ^    oder    0„,        =  0. 

und  sehen  wir  zu,  was  aus  denselben  wird,  wenn  man  darin  die  Functionen 
Vi)  V^2>  •  •  •)  Wm  an  Stelle  von  (p^,  cp^,...,  (p,„  durch  die  am  Anfang  der  vorigen 
Nummer  angegebenen  Substitutionen  einführt.  Ich  behaupte,  dass  sie  über- 
gehen in  die  folgenden,  welche  in  demselben  Falle  wie  (III)  identisch  smd: 


{Pi       —  Wx.       P,n+i  —  %,.+i)  =  0  oder  ^,       =  0, 

(p,       —  V2,       p^^,  —  <p„,+i)  =  0  oder  "P,       =  0, 

ip„^y  —  ip„,.„  p,„+,  —  (p,,+,)  =  0  oder  %„_,  =  0, 

(Pm  —  W,n,        P,n  +  i  —    (P,n+l)    =  ^  oder  %„         =    0     J 


in 


Dies    ist    evident   für  die   letzte,    da  t/;„,  =  (f,,,.   Um    %n-,  =  ^  aus 
0„t_i  ==  0  abzuleiten,  bemerken  wir,  dass  man  hat: 


V„,_l   =  (Pm-ii^V  ^2'   •  •  •'  ^n,    «1.  «2'   •   •  -A/i-l'    V""  Pm-tl^ 


Pn)- 


1)  ]yiit  Hülfe  der  Methode  von  Gilbert,  welche  in  dem  auf  Kap.  II  folgen- 
den Nachtrage  auseinandergesetzt  werden  wird,  beweist  man,  dass  diese  Relationen 
identisch  sind,    was  mit   der  im  Texte  angegebenen  Methode  schwer  austührbar 

2)  Jacobi,  Nova  Methodus,  §  9  —  11;  Imschenetsky  Nr.  71,  S.  93—94; 
Graindorge  Nr.  27,  S.  25-29. 
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Folglich : 

^                         Sx                                       Sx                  ~^  d^m  8x  ' 
oder : 

SjPm-i  —  '^m—i)  __    Si2)m—i—(pm—i)      ,  ^(.Pm-i  —  qP,»-i)    8cpm 

8x                                  8x               ~^  8p„i  8x  ' 

Man  hat  ferner  für  alle  p,  i>,„_,  und  p,„  nicht  ausgenommen: 

8{Pm-i—'*^m-i)  8{p„,^^  —  qp„,_i)      ,  8{Pm-i— <Pm-x)   '8cp,n 


82)  8p  8pm  8p  ' 

Es  folgt  daraus: 

(Pm-l    —    W,n-1^      Pm  +  1    —    <Pm  +  l) 
=  {Pm-1  —  (Pm-X.   P,n+1  "  (P,,+l)  +  ^^^'"'~^~ '^"'"^^  {(Pm,   P,n^t    "  ^m^l) 

oder  einfacher: 

In  derselben  Weise  wird  bewiesen,  dass 

oPm—i  opm 

0Pm—->  oPm—i  opm 


■''  ='^.  +S*-^     +     S«"3+-+-i^*.,. 


Diese  Relationen  zwischen  den  W  und  den  0  beweisen,  dass  die  Glei- 
chungen (V)  eine  Folge  der  entsprechenden  Gleichungen  (III)  sind  und 
umgekehrt. 

66.  Sechste,  siebente  und  achte  Form  der  Integrabilitäts- 
bedingungen.i)  —  J)[q  Gleichungen  (cp)  kann  man  sich  auf  die  Form  ge- 
bracht denken: 


^)  Jacob i,  Nova  methodus,  §  30—32.  Jacobi  fügt  folgende  Bemerkung 
hinzu:  Ersetzt  man  in  (/",,  //,)  ap  durch  /)>  sowohl  in  der  einen  wie  in  der 
andern  Function,  wo  p  kleiner  ist  als  die  grössere  der  Zahlen  i  und  fc,  so  hat 
man,  wenn  man  f'i  und  f'k  die  neuen  Functionen  nennt,  der  Formel  (6)  des 
§  16  zufolge: 

[f.,  f'h]  =  (f /.  f'k)  +  10  (U,  f\)  +  ^^  (f /,  /»  + 1^  £  (/"p.  fp)- 

Man  schliesst  daraus,  dass  der  Satz  (VIII)  richtig  bleibt,  wenn  man  eine 
Constante  ap  durch  seinen  Werth  fp  ersetzt;  mithin  kommt  man,  wenn  man  auf 
diese  Weise  alle  Constanten  eliminirt,  auf  {Hi,  Hk)  =  0  zurück.  Imschenetsky 
giebt  die  dü-ekten  Sätze,  Nr.  73,  S.  95—96,  Nr.  84,  S.  111—112;  den  reciproken, 
indem  er  Hp  für  üp  substituirt,  Nr.  85,  S.  112 — 113;  er  deutet  den  Beweis  von 
Jacobi  an  Nr.  86,  S.  113.  Graindorge  giebt  das  Theorem  (VI)  oder  (VII), 
Nr.  52,  S.  53 — 55,  und  beschäftigt  sich  nicht  mit  dem  umgekehrten  Satze. 
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f\  (J^i.  .  •  •,  x„,  p^,  p^,  p.^,  .  .  .,  p„)  =   //j    =  n,  .     .      .     (/*,), 

fi(Xiy-;Xn,ai,P..,P^,...,P„)    =    (l., {f-^}, 

fAXv^^'^Xm»va^>,P'^,■^.,Pn)    =    a•^ (/'s), 

/•„(a:i,  .  .  .,  a-,,,  fli,fl.„  ....,  a„_,,2J„)^  fli„ (/*„). 

Setzt  man  in  fj,.  für  p/^  seinen  Werth 

(pk  (a:„  . . .,  ar„,  a„  .  . .,  a^,  p^_^_^,  . .  .,  p„), 
so  hat  man  die  Identität: 

fk  (a^i,  .  .  .,  x„,  aj,  .  .  .,  a/i,  g^A,  2\  +  i,  .  .  .  .,  p„)  =  ax. 
Man  erhält  daraus  durch  Ditterentiation  nach  einem  der  x  oder  der  2>' 

Sfk    ^^    äfk     Ö^     _^     Öfu  ^  ÖipA  —  fk) 

Sx  Sg)k    Sx  Spk  Sx        ' 

Sfk   __  ^f±   ^9A^  __    öf)^  _  d  {ph-  —  q}/,) 

Sp  8(p/c     Sp  Spk  '  8p 

In  der  zweiten  Form  besteht  die  letzte  Gleichung  auch  für  j)  ^  Pk  • 
Diesen  Relationen  zufolge  hat  man: 

8f 

(Pi  —  (Ph  fk)  =   -^  (Pi  —  fpi,  Pk  —  (pk), 

(Pi  —  Wi,  f„,+l)  =  1^^^^    {Pi  —  Wh   Pm  +  1  —  %n  +  ll 

Mithin  nach  den  Formeln  (III)  und  (V): 

{Pi  —  (Pi,  A)  =  0 (VI), 

{Pi  -Wh  fk)  =  0 (VH), 

(/•„  A)  -  0 (\1II). 

Es  ist  klar,  dass  umgekehrt  die  Gleichungen  (VI),  (VII),  (VIIl)  die 
Gleichungen  (HI)  und  (V)  und  somit  (I)  zur  Folge  haben. 

Bemerkung.  Wir  haben  somit  vier  Systeme  von  Integrabilitäts- 
bedingungen:   1)  das  ursprüngliche  System  (I);    2)  das  System  (II);    3)  das 
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System  (III)  oder  die  äquivalenten  (VI)  und  (VIII);  4)  ein  System,  welches 
gebildet  wird  aus  den  Gleichungen  (IV),  den  Gleichungen  (V)  oder  (VII), 
sodann  den  Gleichungen  (III),  soweit  dieselben  nöthig  sind,  um  ebenso  viel 
Bedingungen  zu  haben  wie  im  System  (I).  Alle  diese  Integrabilitäts- 
bedingungen  haben  eine  hervorragend  einfache  Form,  welche  man  darstellen 

kann  durch 

(M,  N)  =  0, 

wo  M,  N  zwei  der  Functionen  tt  oder  S  oder  (p  oder  tf,  oder  y)  und  (p, 
oder  g)  und  f,  oder  \p   und  f,  oder  f  sind. 


2.  Kapitel. 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 


§  19.   Jacohis  Methode  für    den  Fall,   tvo  die  gesuchten  Gleichungen 
nach  den  Constänten  aufgelöst  sind.^) 

67.  Allgemeine  Idee  des  bei  der  Integration  der  Systeme  (n) 
zu  befolgenden  Ganges.  —  Die  Integi-ation  einer  partiellen  Differential- 
gleichung 

^i(^i,  •  .  .,  oc„,  p^,  P2,  .  .  .,  Pn)  =  'h 

kommt,  wie  oben  bemerkt  wurde,  darauf  zurück,  n  —  1  ähnliche  Relationen 

H.t  =  a.,.    H(f  =  a.^,  .  .  .,    H„  =■  a„ 

zu  finden,  aus  denen  man  solche  Werthe  von  p^,  p,^,  .  .  ..p„  ableiten  kann, 
dass  dz  =  2hd^i  "h  •  •  •  "h  Pndx„  unmittelbar  integrabel  wird.  Dazu  braucht 
man  nur  die  Integrale  der  Gleichungen  (II)  des  §  18  zu  finden,  welche 
Gleichungen  wir  folgenderraassen  schreiben  können: 

(H,,  H,)      =0 (1), 

{H„  H,)       =0,  {H,,  H,)      =0 (2), 

(J?„  H,)      =  0.  {H,,  H,)      =0,  iH,,H,)  =  0 (3), 

{H„_,,  H,)  =  0,  (if„_„  fi^)  =  0, ,  (^„_„  ^„_,)  =  0     (n-2), 

{Hn,  H,)      =  0,  {H„,  H,)      =0, ,  {H„,  H„_,)      =  0     {n-1). 

*)  Es  -würde  vielleicht  genügen,  bei  der  Darlegung  der  Jacobi'schen 
Methode  sich  auf  das  zu  beschränken,  was  im  folgenden  Paragraphen  gegeben 
ist,  wie  Jacobi  selbst  gethan  hat.  Vom  didaktischen  Standpunkte  aus  ist  es 
aber  besser,  zunächst  die  Methode  des  grossen  Geometers  in  einer  symmetrische- 
ren Form  zu  geben,  die  übrigens  auch  in  der  Praxis  nützlich  sein  kann,  wenn 
man  die  Gleichungen  (11)  nicht  lösen  kann.  Man  vergleiche  mit  diesem  Para- 
graphen Imschenetsky,  §  18,  S.  6.3—72,  dem  er  fast  ganz  entlehnt  ist,  und 
Graindorge  VI.  S.  42—50. 
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Offenbar  genügt  eine  Lösung  H^  =  «3  des  Systems  (1)  dem  System 
(2)  infolge  der  Definition  dieser,  da  die  Function  Hc,  gerade  in  der  Glei- 
chung (2o)  vorkommt.  Mithin  muss  man,  nachdem  man  Äj  gefunden  hat, 
eine  andere  Lösung  H^  =  a^  des  Systems  (2)  finden.  Wegen  der  Defi- 
nition der  G-leichung  (83)  genügen  7/,  und  H.^  dem  System  (3);  man  muss 
eine  andere  Lösung  H^  =  a^  desselben  suchen ,  um  die  Gleichung  (4^) 
(Ä5,  H^  =  0   bilden  zu  können  u.  s.  w. 

Kurz,  jedes  System  (i)  ist  identisch  mit  dem  folgenden,  ausser  dass 
es  wenigstens  eine  Gleichung  (^,4.2?  -^i+i)  "^  ^  enthält,  in  welcher  H^j^^ 
die  Function  ist,  welche  allen  Gleichungen  (i)  genügt;  man  hat  eine  neue 
Lösung  des  Systems  (i)  zu  suchen,  die  überdies  der  Gleichung  (H^^^i  -Sj+i)  =  0 
genügt. 

68.  Integration  der  Gleichung  (l)  und  des  Systems  (2).  —  Die 
Gleichung  (1)  ist  linear  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  von  H2,  welches  als 
eine  Function  der  p  und  der  ic  betrachtet  wird: 

toi     8p,    "^  ''  8x„   Spn  dPi     8x,         '"         8pn    8x„  •  ^  ^' 

Um  das  Integral  H^  ==  ag  zu  finden,  braucht  man  nur  eine  Lösung 
des  entsprechenden  Systems  (Nr,  32)  mit  2n  —  1  abhängigen  Variablen 
oder  von  der  2n  —  1*®°  Ordnung 


dx,          dXo 

dx„         —  dp),         —  dp^ 

8H,        8H, 

811,           8H,             8M, 

dpn 


8H, 


(a) 


SPi  8p,  8p  n  8x,  8X0  8Xn 

zu  kennen. 

Ist  H^   einmal  gefunden,  so  kann  man  das  System  (2)  bilden: 

(i/3,  H,)  =  0,     (^3,  H,)  =  0. 

Um  ein  Integral  H.^  desselben  zu  finden,  suche  man  zunächst  eine  von 
H2  verschiedene  Lösung  d^  von  (2i)  oder  (1),  d.  h.  eine  neue  Lösung  des 
eben  hingeschriebenen  Hülfssystems,  so  dass  man  hat: 

(^1,  ^1)  =  0 (10. 

Ist  dies  geschehen,  so  berechne  man  die  folgenden  Ausdrücke: 

d,  =  {{),,  H,),  d,  =  (Ä„  m),  d,  =  (^3,  H,\ .... 

d.  h.  man  probire,    ob    nicht  d^,  ^g:  ^3»  •  •  •  Lösungen  von  (2.,)  sind.     Ich 
behaupte  nun,  dass  man  die  folgenden  vier  Sätze  hat: 

I.  Die  Functionen  d^,  Äj,  d^  etc.  genügen  sämnitlich  der  Gleichung  (2^), 
d.  h,  es  ist 

(1^2,  H,)  =  0,     {§„  H,)  =  0,     {d^,  H,)  =  0,  ... 
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Deuu   nach   di'Ui  Jacobi'scben   Fuudamentftlsatze   ist: 
(i/„   ö,)  =  (//,  (^„  //,))  =  -  (t?„  (//„  //,))  —  {H,,  (//,,  i?i)). 
Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  infolge  von  (1)  und  (1')  auf 

-  (ö„  0)  -  (//„  0), 

welches  null  ist.     Derselbe  Beweis  gilt  für  d^,  ^^,  .  .  . 

n.  Jede  Function  S{^H^.  H^,  0^  &.,,..  .,  J?|)  der  früheren  Lösungen 
von  (1)  oder  (2i)  ist  eine  Lösung  dieser  Gleichung.     Denn  man  hat: 

eine  Gleichung,  welche  sich  auf 

(e,  H,)  =  0 

reducirt. 

in.  Sucht  man  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahi'en  Lösungen  //j, 
dy,  Ä,,  «?.j,  .  .  .  der  Gleichung  (1),  so  gelangt  man  schliesslich  zu  einer  Lösung 

welche  eine  Function  &  der  vorhergehenden  ist,  und  dasselbe  wird  der  Fall 
sein  mit  allen  folgenden.  Die  Gleichungen  (a)  können  nämlich  nur  2n  —  1 
verschiedene  Lösungen  haben;  mithin  enthält  die  Reihe  U^,  d^,  i^g»  •  •  • 
höchstens  2n  —  1  Functionen,  und  es  ist: 

für  i  =  2n  —  2  oder  i  <C  ^n  —  2.     Die  Formel 

beweist  femer,  dass  die  folgende  Function  sich  ebenso  darstellen  lässt,  und 
dieser  Schluss  gilt  für  ^,-^3,  ^,+4,  u.  s.  w. 

IV.  Man  kann  eine  Function  der  Lösungen  H^,  Ho,  ^i,  .  •  •,  i)i  von  (2^) 
finden,  welche  zu  gleicher  Zeit  (23)  genügt.  Ist  d  diese  Function,  so  setze 
man  (ß,  Ho)  =  0  oder: 

(».,  ff.)  ef  +  («..  Ä)  ,f  +  •  •  ■  +  (*.  ^)  ^  = ». 

oder  auch: 

eine  Gleichung,  deren  Integration  abhängt  von  der  Ermittelung  eines  Inte- 
grals des  Systems: 

dd\  dd;,  ^^  rf»,-t   ^^     d^i  /j\ 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  ^" 
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Dieses  System    geht,    wenn    man   eine  Hülfsvariable  t  einführt,    deren 
Differential  dt  gleich  jedem  der  vorstehenden  Bräche  ist,  über  in: 

■rf/  ^  ^2'    -^  =  ^3>  •  •  •:  -^  =   <9(ai,  a.-,,  d^,  §,,  .  .  .,  i&i). 
Man  erhält  hieraus  die  Gleichung: 


-   U\a„a,,P„  ^^,   ^^,  ....,     ^^._^j. 


«3, 


dti 
Kennt  man  ein  erstes  Integi'al  dieser 

^3  [ai,  «2»  ^1.    at^     ^^2 .   •  •  •.  -ÖF^j 
so  kann  man  dieses  Integral  in  der  Form  schreiben: 

und  dies  wird  die  gesuchte  Lösung  sein. 

Bemerkungen.  I.  Die  Integration  der  Gleichung  (1)  erfordert  die 
Ermittelung  einer  Lösung  des  Systems  (a)  von  der  Ordnung  2n  —  1 ;  die 
Integration  von  (2)  erfordert  die  Ermittelung  einer  andern  Lösung  des 
Systems  (a)  von  der  Ordnung  2n  —  1  und  eines  andern  von  der  Ordnung 
i  —  1,  d.  h.  von  der  Ordnung  2n  —  3  oder  von  der  Ordnung  2n  —  2 
höchstens,  wenn  man  eine  Hülfsvariable  t  einführt. 

n.  Die  Lösungen  ^j,  -ü^,  'd^,  .  .  .  von  (2j)  geben  auch  ebenso  viele 
Lösungen  des  Systems  (a),  nur  dass  sie  in  einander  zurückkehren.  In  dieser 
Bemerkung  besteht  das  Theorem  von  Poisson.  Bertrand  hat  be- 
merkt, dass  dieses  Theorem  oft  illusorisch  ist,  wenn  man  dasselbe  auf  die 
Ermittelung  einer  neuen  Lösung  von  Gleichungen  von  der  Form  (a)  an- 
wenden will.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  Ä,,  ■§..,...  identisch  Null  sind.  Wenn 
es  sich  aber  um  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  handelt, 
ist  dies  gerade  der  günstigste  Fall  (vgl.  Nr.  71,  1).  Dieser  Umstand  macht 
die  Untersuchung  der  kanonischen  Systeme  von  der  Form  (a)  schwieriger 
als  die  der  entsprechenden  partiellen  Differentialgleichungen. 

69.  Integration  des  Systems  (3)  und  der  andern  Systeme.  — 
Man  suche  ein  zweites  Integi-al  ^^^  des  Systems  (2)  oder  von  (3,),  (32)  und 
bilde  die  folgenden  Ausdrücke: 

d.  h.  man  probire,  ob  nicht  d^,  ^3?  '&3,  •  •  •  Lösungen  von  (83)  sind.  Diese 
Functionen  ^2,  •Ö3,  ^i,  •  .  .  sind  gemeinschaftliche  Lösungen  von  (3j),  (32). 
Denn  man  hat  z.  B.  für  die  Function  1^2  • 

(B2,  1^2)  =  (^2,(^1,  H,))  =  -  (^„(^3.  H,))  -  iH„(H2,  ß,)). 
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Die  rechten  Seiten  dieser  Relationen  sind   null,  infolge  der  Gleichungen  (2) 
oder  der  Gleichungen 

(i/„  0^)  =  U,     [II,,  {),)  =  0 (2'), 

welche  ausdrücken,  dass  d^   eine  Lösung  von  (2)  ist. 

Die  Reihe  ^j,  d^,  .  ■  .  umtasst  im  gegenwärtigen  Falle  höchstens  2n — 4 
verschiedene  Functionen,  weil  es  nach  der  vorhergehenden  Nummer  infolge 
des  Systems  (/>),  welches  nur  höchstens  2«  —  3  verschiedene  Lösungen  haben 
kann,  nicht  mehr  als  In — 3  verschiedene  Lösungen  //.,,  d^,  Ä„  .  .  .  von  (2) 
geben  kann. 

Wie  in  der  vorigen  Nummer  wird  man  finden,  dass  man  nur  eine 
Lösung  der  Gleichung 


(^.  H..)  11 

+ 

-f  i^i, 

H.) 

6» 

S9i 

0 

oder 

+ 

+  ^"^^  sl 

0, 

oder 

endlich 

des  Systems 

rf^, 

d». 

dJ»i 

•9",  &^  ^i+i 

in  welchem  di+\  eine  Fvmction  von  H^,  H^,  H.^,  i?i,  0.,,  1^3,  .  .  .,  ^i  ist,  zu 
kennen  braucht,  um  die  gesuchte  Lösung  H^  =  a^  des  Systems  (4)  zu 
kennen. 

Und  so  geht  es  weiter  bei  den  folgenden  Systemen. 

70.  Bemerkungen.  —  L  Das  System  (3)  erfordert  zimächst,  um  ^^ 
zu  finden,  wie  im  vorigen  Falle,  dass  eine  Lösung  des  Systems  (a)  von  der 
Ordnimg  2w — 1  und  eine  Lösung  des  Systems  (&)  höchstens  von  der  Ord- 
nung 2n — 3  gefunden  sei,  femer  muss  man,  um  H^  zu  bestimmen,  eine 
Lösung  des  Systems  (&')  von  der  Ordnung  2w — 5  höchstens  finden. 

n.  Fährt  man  so  fort,  so  sieht  man  ohne  Schwierigkeit,  dass  im  Ganzen 
genommen  die  Integration  von 

(1)  die  Integration  eines  Systems  v.  d.  0.  2n—l,  nämlich  des  Systems  (a), 

(2)  „  „  „  „  „       2n-l,lY.d.0.2n-S, 

(3)  „  „  „  „  „      2w-l,l      „      2n-3,  1  v.  d.  0. 2«-5. 


(w-1)  „  „  „  „      2w-l,l      „      2«-3, 

1  v.d.O.  3,  lGl.v.d.O.  1 


erfordert. 

Im  Ganzen  muss  man  also  höchstens 


1  +  2  +  3  +  ---  +  (n-l)  =  ^^^ 


1.2 

10* 
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Integrale  suchen.    Im  Besonderen  hat  man  also  n  —  1  Integrale  des  Systems 
(a)  und  sodann  höchstens  (^~  ' ^~      Integrale  der  Hülfssysteme  (&),  (&' 

zu  suchen,  welche  bedeutend  einfacher  sind. 

Dem  Anschein  nach  erfordert  die  Jacobi'sche  Methode  mehr  Inte- 
grationen als  diejenigen  von  Lagrange  und  Pfaff,  da  man  bei  diesen  im 
Allgemeinen  nur  die  Gleichvmgen  (a)  vollständig  zu  integriren  braucht,  indem 
man  als  Constanten  die  Anfangswerthe  der  Variablen  nimmt.  Die  Jacobi'sche 
Methode  gestattet  aber  eine  grosse  Freiheit  bei  den  Rechnungen,  da  man 
dieselben  von  jedem  Hülfssysteme  aus  mit  irgend  vsrelcher  der  Lösungen 
beginnen  kann,  und  die  Ordnung  dieser  Systeme  kann  sich  in  besonderen 
Fällen  erheblich  erniedrigen.  Man  wird  im  folgenden  Paragraphen  überdies 
sehen,  dass  sie  noch  vereinfacht  werden  kann. 

in.  Man  kann,  wie  man  in  Nr.  125  sehen  wird,  die  Methode  von 
Jacobi  mit  derjenigen  von  Cauchy  combiniren,  d.  h.  sich  des  Funda- 
mentaltheorems von  Jacobi  oder  vielmehr  desjenigen  von  Poisson  be- 
dienen, um  in  gewissen  Fällen  auf  eine  einfache  Weise  die  Integrale  des 
Systems  (a)  zu  finden,  wenn  man  einige  derselben  kennt.  Dies  ist  das 
vortheilhafteste  Integrationsverfahren  in  dem  Falle,  wo  die  Reihe  der  d 
vollständig  ist.  In  diesem  Falle  ist  es,  wenn  man  2n  —  1  Lösungen  von 
(a)  kennt,  besser,  von  der  Jacobi'schen  Methode  abzugehen.  Diese  Be- 
merkung rührt  von  Lie  her.^) 

71.  Vereinfachungen  und  Modiflcationen.  —  1)  Es  kann  vor- 
kommen, dass  eine  der  Fvmctionen  i?,  welche  man  sucht,  null  ist.  Alsdann 
ist  das  vorhergehende  d  die  gesuchte  Lösung.     Wenn  man  z.  B.  hat: 

d,  =  id,._„  H.^  =  0, 

wo  ^,—1   bereits    eine  Lösung  der  beiden  andern  Gleichungen  des  Systems 

(3)  ist,  so  dass 

(^,_„  H,)  =  0,     {§,_,,  F,)  =  0 

ist,  so  ist  offenbar  d,—i  die  Lösung  des  ganzen  Systems  (3). 

2)  Wenn  eine  der  Functionen  d  eine  Constante  ist,  so  sind  die 
Rechnungen  ohne  Weiteres  zu  Ende.     Hat  man  z.  B. 

dr  ==  (^,-1,  H.)  =  m, 
so  wird  die  Hülfsgieichung  (&')  = 

Id'r—i  «J       ' 

welche  integrabel  ist. 


1)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  1872,  Nr.  25,  S.  488—489. 
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3)  Ist  jedoch  r=2,  so  wird  die  Methode  illusorisch;  die  oben  mit  d 
bezeichnet«  Function  ist  alsdann  bestimmt  durch  die  Gleichung 

welche  für  d  eine  einfache  Constante  giebt. 

In  diesem  Falle  gehe  man  von  einem  andern  Integi'al  der  Gleichung 
(a)  oder  (b)  aus,  dann  wird  der  nämliche  Umstand  nicht  mehr  eintreten 
oder  vielmehr  man  wird  unmittelbar  die  Lösung  finden.  Hat  man  nämlich 
für  zwei  verschiedene  Lösungen  d^,  i?/  von  (3j),  (3.,): 

{d„  i/3)  =  m,     {ü,\  II,)  =  m', 

so  nelime  man  als  gemeinschaftliche  Lösung  von  (3j),  (32),  (Sg)  eine  Function 
■9  von  t?j,  d^'.     Man  muss  haben: 

(H,,  i9(^i,  d,'))  =  0,     {H,,  d{d,,  i?iO)  =  0,     {H,,d{9„  d\))  =  0. 

Die  beiden  ersten  sind  identisch  befriedigt,  die  andere  geht  über  in: 

(Sa,  i»,)  ^  +  (Ha,  />.■)  ^,  =  0, 

welche  man  stets  integriren  kann. 

72.  Allgemeinerer  Fall  der  Vereinfachung.  —  Trennung  der 
Variablen.  1)  —  L  Wir  setzen  die  gegebene  Gleichung  von  der  Form 
voraus : 

wo  (jp^,  99.3,  .  .  .,  (fm  Functionen  von  x^^  .  .  .,  x„,  p^,  .  .  .,  Pn  von  solcher  Be- 
schaffenheit sind,  dass  man  für  die  in  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .,  m  enthaltenen 
Werthe  von  r  und  s 

{(pr,  fps)    =    0 

hat.  Gelingt  es,  Functionen  H  zu  finden,  welche  die  Grössen  x,  die  Grössen 
p  und  die  Functionen  q)  enthalten  und  so  beschaffen  sind,  dass  man  unter 
der  Voraussetzung,  dass  in  diesen  Functionen  H  die  Functionen  9?  durch 
Constante  ersetzt  werden, 

{Hi,    (fr)    =  0 

{Hu  Bk)  =  0 
hat,  so  behaupten  wir,  hat  man  auch 

in  dem  Falle,  wo  die  Functionen  (p  in  den  Functionen  H  belassen  werden. 


*)  Wir  resumiren  so  kurz  wie  möglich  Imschenetsky,  §  19,  S.  73 — 79. 
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Die  Formel  (6')  des  §   16  nämlich  giebt: 
[H,,  m  =  {Si,  H,)  +  2'{(£r,  q>,)  ^-^  -  {H,,  cpr)  |^} 

oder: 

[ir„  if,.]  =  0. 

Diese  Bemerkung  vereinfacht  bedeutend  die  Ermittelung  der  Functionen 
M.    Hat  man  z.  B.  speciell 

{9>n  (fs)   =   0, 

(^1,    (pr)  =    0, 

SO  braucht  man,  um  die  Functionen  H^,  Hg,  .  .  .,  S[,n^i   zu  finden,  nur  zu 

setzen : 

^2  =  91'     ^3  ==  9ii  ■  •  •'     Hm^y  =^  q}„i, 
oder  auch: 

^2  =  ^i  i^V   V-2'  ■  ■  •'  fp"'), ,    S„,+i   =  Fmi(Pl,  (P2,  ■  ■  ;  (P  m), 

vorausgesetzt,  dass  die  F  unabhängig  von  einander  sind.     Wir  setzen  natür- 
lich m  <^n  voraus. 

II.  Ein  bemerkenswerther  Fall,  in  welchem  man  leicht  Functionen  q) 
finden  kann,  welche  den  oben  angegebenen  Bedingungen  entsprechen,  ist 
der,  wo  die  Variabein,  wie  man  sagt,  separirt  sind.  Wir  nehmen,  um 
uns  verständlich  zu  machen,  einen  speciellen  Fall  an.  Wir  denken  uns  eine 
partielle  Differentialgleichung 


wo 


jöj  {xi,  .  .  .,  x„,  Pi,  .  .  .,  Pn,    (p,  Wi  X)  =  «1' 

9  =  (Pilfi,  -  ■  ♦,  %■,  Qi,  «2»  •  •  ■>  1.i)^ 
W  ==  Wih,  •  •  •,  h,  ri,  ^2,  .  .  .,  r/,), 

z  =  ;^K'  •  •  •'  ^i'  «1'  «2>  •  •  •'  Sil 

ds        dz        dz       dz 

^  ~  dx'  ^~dy'  ^  ~  dt'  ^^  du 

ist,  so  dass  Hi,  (p,  rp,  ^  sämmtlich  verschiedene  von  einander  unabhängige 
Variabein  enthalten. 

Offenbar  hat  man: 

{H^,  (p)  =  0,     {H,,  ^)  =  0,     (H^,  X)  =  0, 
((p,i/)  =  0,     (<^,;^)  =  0,     {yj,x)  =  0. 

Somit  kann  man  setzen: 
Hl  =  ai,     K,  =  (f  =  a^,     H^  =  y,  =  a.^,     H^  =  ^  =  «4- 
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Nennen  wir  ^j,  ^,,  e^,  ^^  die  Integrale  dieser  vier  Gleichungen,  welche 
unabhängig  von  einander  gefunden  werden  können,  so  ist  die  vollständige 
Lösung  der  gegebenen  Gleichung: 

-^    =    «   +  -1    +  ^2   -h  ^:.   +  -4- 

Denn  zunächst  erhält  man  daraus  genau  dieselben  Werthe  für  die  p,  die  */, 
die  r  und  die  s,  wie  aus  z^^  z.,,  ^.,,  z^•.  sodann  ist  die  Anzahl  der  willkür- 
lichen Constanten  n  -\-  J  -{-  k  -\-  I.  Denn  in  z^  kommen  n  —  1  willkür- 
liche Constanten  vor,  in  z.,  :J —  1  und  überdies  a.,,  in  z^  :  k  —  1  und  über- 
dies a^,  in  z^  :  l  —  1  und  überdies  a^.  Mithin  hat  man,  wenn  man  noch 
die  Constante  a  hinzurechnet,  n  -\-  J  -\-  k  -\-  l  willkürliche  Constanten. 

in.  Diese  werthvollen  Bemerkungen  gestatten  uns,  systematisch  einige 
bemerkenswerthe  Fälle  zu  behandeln,  welche  wir  bereits  nach  der  La- 
grange'schen  Methode  untersucht  haben  (§  8,  Nr.  34),  die  im  Übrigen 
zu  dem  eben  dargelegten  allgemeinen  Resultat  führt. 

1)  Die  Gleichung 

fiP\,Pi,  '  .  -^Pn)  =  0 
hat  zum  Integral 

z  =  a  -i-  a^x^  +  a.,x.,  -f  . .  .  +  a„a-„, 

wo  die  Constanten  a  der  Gleichung  genügen: 

/"(ai,  02.  •  •  ;  a«)  =  0. 

Auf  diesen  Fall  führt  man  mittels  der  Transformation  der  Nr.  2  den- 
jenigen zurück,  in  welchem  die  Gleichung  von  der  Form  ist: 

Z  —  f{Py,  Po,  .  .  .,  Pn)    =    0. 

Ist  insbesondere  z  eine  homogene  Function  der  Grössen  p  von  der 
Ordnung  /j,,  so  ergiebt  sich: 


=  (^) 


/tt— 1  Y"— 1  (ai^i  +  a.^x,  +  •  •  •  +  anXn)i^-^ 


1 

{f{a„a.„..  .,  a„)]."-l 

2)  Die  Gleichung 

in  welcher  (jp,  nur  Xi  und  Pi  enthält,  hat  zum  Integral: 

z  =  a  -{-  ^ipidxi  +  Jv'a^^L'  +  ■  •     +  jy^ndx„, 

wo  ipi  der  aus  q)i  ==  rt,   sich    ergebende  Wertb    von  pi  ist   und  die  Con- 
stanten a  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

f{ai,  a.2,  .  .  .,  (In)  =  0. 
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3)  Die  Gleichung 

Z  =  /  \X-^i  Ä?2?  •  •  •?  '^ni  Pl7  Vli  '  '  'i  Pn)^ 

in  welcher  f  eine  in  Bezug   auf   die  p  homogene  Function   vom   Grade  ju 
ist,  geht,  wenn  man  w  =  0  die  vollständige  Lösiing  nennt  und 

AM  Sil     Su  

^v  •  •  •'  -^zr  —  2«'  t;  —  2«+i 


SX,     —    ^1'  •  •  •'     SXn     ~    ^"'    SS 

setzt,  über  in: 

wo  die  Variable  s  von  den  andern  separirt  ist.     Man  braucht  also  nur 

jedes  für  sich  zu  integriren.     Ist  das  Integral  der  letzteren: 

so  findet  man  leicht,  dass  dasjenige  der  gegebenen  Gleichung  ist: 

^■"-'  =  ["t  ^f- 

73.  Beispiele.  —  I.  Die  Gleichung  sei^): 

Die  Variablen  lassen  sich  separiren,  wenn  man  setzt  ^j^p,-  =  Pi,  wo- 
durch die  Gleichung  transformirt  wird  in: 

(p^q)^  .  .  .(pn=  1- 

Setzt  man: 

2"aia2  .  .  .  ein  =  I5 

A  =  2a.,  ^  =  2a2,  .  .  .,  ^  =  2a„, 

SO  gelangt  man  zu  den  HülfslÖsungen : 

^j  =  Ol  +  «lÄJi^, ^  s„  =  a„  -\-  a„Xn^, 

und  somit  zu  der  vollständigen  Lösung: 


1)  Diese  Gleichung  ist  weiter  unten  (Nr.  110)  nach  der  Methode  von  Cauchy 
untersucht.  Graindorge  Nr.  49  und  69  integrirt  diese  Gleichung  nach  der 
allgemeinen  Methode  von  Jacobi  in  ihren  beiden  Formen. 
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n.  Es  sei  ferner  die  Gleichung  gegeben  'j: 

(^•iPi  +  ^iPi)  ^.1  -f  Pa  iPi  —P2)  [Pi-  +  (Pr,  +  ^i)  (P&  +  a;e)i)6]  =«1. 
Wir  setzen  wegen  der  Separation  der  Variablen  x,,  x^,  x^  und  x^,  x^,  x^: 

Pi-  +  (P:.  4-^1)   (ä  +  ^,:)P,;  =  a- 

Man  findet,  ebenfalls  durch  Separation  der  Variablen,  nachdem  man 
^r,  =  ß  gesetzt  hat,  das  Integi-al  dieser  letzteren  ohne  Schwierigkeit: 

.-  -^A'  =  ^^(a-ßy-  yx,ß  +  ßx,  +  log  {ß  +  xj. 

Die  gegebene  Gleichling  geht  alsdann  über  in: 

i/j   =  (XoPi  +  a^ii^a)  x.^  -\-  ap.^iPi  —  i?.,)  =  a^. 

Der  allgemeinen  Methode  von  Jacobi  zufolge  wird  die  Function  II2 
eine  Lösung  der  Hülfsgieichungen  (a)  sein,  welche  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  werden: 

dp,   dp.,   dpg  —  dXj      —  dx„      —  dx^        .  , 

p^Xj         PjX.j  PxX^-\-Po^i  ^2aJ:,+a/>3  x^x^  —  apa         «0^— ^^2) 

Man  erhält  hieraus: 

fUp,  -\-P>)     —d{Xi  -\-x^) 

P,+P-2  a^i+^2      ' 

und  somit  für  H.j,   den  Werth: 

^2  =  (^1  +  ^2)  Ol  +  Pi)- 
Man  muss  nun  eine  Lösung  suchen,  welche  den  Gleichungen 

{H„  H,)  =  0,     (i/3,  i/,)  =  0 (2) 

gemeinsam  ist.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  eine  zweite  Lösung  -ß^  der 
Gleichungen  (a)  zu  suchen  und  dieselbe  in  (2.,)  zu  substituiren.  Aus  der 
ersten  Gleichung  von  (a)  ergiebt  sich: 

#1   dp^ 

¥2    "    Pi 
und  somit: 

,Q      _   Pt'  P2' 

Bildet  man  die  Grösse  -d.^  =  (i?i,  ^4))  ^^  findet  man: 

^2={A,H.2)  =  {Pi-i-P2)    i-Pl)  +  iPl+P2)P2  =  -Pl'+P2'  =  -^^l^ 


*)  Dieses  Beispiel,  das  sehr  gut  gewählt  ist,  um  alle  Vereinfachungen  und  alle 
Modificationen  der  Jacob i'schen  Methode  zu  zeigen,  entlehnen  wir  Im s ebe- 
ne tsky,  Nr.  61—65,  S.  79—86. 
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d.  h.  wir  begegnen  dem  oben  angedeuteten  Ausnahmefall  (Nr.  68,  Bemerk.  11), 
Man  ist  somit  gezwungen,  ein  anderes  Integral  des  Systems  (a)  zu  suchen. 
Man  findet  ferner  mittels  der  Gleichungen  (a) 


das  Integral: 


—  ^siPi—Pi)  aiPi—Pi) 


A'  =  «(i'i  —P2)  —  ^'' 


2  • 

Bildet  man  ^'3  =  (^\,  iTo),  so  folgt: 

^2'  =  iPi  +  P2)  (—  «)  +  (Pi  +  P,)  a  =  0. 

Wir  begegnen  also  hier  genau  dem  Falle,  wo  die  Vereinfachung  am  grössten 
ist,  d.  h.  demjenigen,  in  welchem  eine  Lösung  von  (2i)  auch  (23)  genügt. 


Wir  setzen  demnach: 


Ho  =  a  {2h  —  P-i)  —  % 


Die  Gleichungen  Hx  =  «j,  H.^  =  a.,,  H.^  =  «3  gestatten,  dz"  =  p^dx^^ 
-\-  p^dx^  -\-  p-^dx^  und  somit  auch  s"  zu  berechnen.  Man  findet  auf  diese 
Weise : 

z"  ^  A!'  =  ^  \og{x,  +  X,)  +  .^  {x^  -  x.^  [a,   +   ^) 

+  ^^  arctg-^  —  %  log  (2«,  +  x^). 

Addirt  man  also  schliesslich  ^'  und  s" .  so  ist  der  Werth  von  z  mit 
6  Constanten  a,  y5,  ^^j  J.,  a.,,  «3   der  folgende: 

^  +  ^  =  log  ^  x-t-   .;    vp-r^6^      _|_  _  (^^  _  ^^)  / «^  +  ^ 


(2a3  +  ^3') 


9 


«1V2  „_,„  a;3_    ,     2    ,^,         ^^^        ^_,f 
^3 


a^c*g;7=  +  0::  («  —  y^/  —  /•»4)    +  /5^5 


Va3  "'1/203         % 

Wir  können  auch  nach  Imschenetsky  zu  demselben  vollständigen 
Integral  gelangen,  wenn  wir  eine  gemeinschaftliche  Lösung  des  Systems  (2) 
suchen,  ausgehend  von  einer  Lösung  von  (20)  oder  des  entsprechenden 
Systems,  welches  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist: 

cZpj df.^  —  dx^    —  dx.^ 

Eine  sehr  einfache  Lösung  ist  1^^=.  p^  —  ^^2  =  const.  Wir  suchen 
%   =  C^h'  ^1)'  ^3   =  {n-2^  -öj),   etc.: 

»?2  =  ^2^3)  (—  1  )  +  (i^i^a)  (+  1  )  =  ^3»;i. 

%  =  (i'2^3)  (—  «3)   +   (i'1^3)   (+   ^3)   +   ^;i«(Pl  —  i^2)  =   f-    +   «^1^- 

VI 
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Eine  Function  0{II.,,  iji,  ij.,)  genügt  ("i^);  dieselbe  genügt  auch  (2^). 
wenn  sie  eine  Lösung  des  Systems  (6)  ist: 

^    =  '^''^    oder  t'    =  ''^   +  «  ^'-. 
Vi  Vj  "Vi  Vi  Vi 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  kommt  man  auf  den  oben  gegebenen 
Werth  dl    und  somit  auf  das  nämliche  vollständige  Integral  zurück. 

§  J20.  Die  Jacobi'sche  Methode  in  ihrer  einfachsten  Gestalte) 

74.  Allgemeine  Idee  von  dem  einzuschlagenden  Wege.  — 
1)  Man  leite  den  Weii:h 

Pi   =  (piix^,  .  .  .,  x„,  «1,  p.,,  !),(,  .  .  .,  p„)  ==  J/^i.i 

aus  der  ersten  Gleichung  H  ab.  2)  Ist  dies  geschehen,  so  giebt  die 
Gleichung  (VI)  des  §  18,  in  welcher  /!>  =  f-,{xi,  .  .  .,  x,„  a^,  p.t,  .  .  .,  p„) 
ist,  nämlich 

(Pi   -  Vi.i.  A)  =  0 (1), 

/■j  =  «2  und  daraus  kann  man  ableiten 

und  somit 

so  dass  man  hat: 

CPl    —   ¥l,i.  Pi    —    V^2.2)   =   0 (!'). 

3)  Man  bestimme  sodann  f.^  (x^,  .  .  .,  x„,  a,,  a.^,  j^s,  ■  ■  •,  Pn)  Ji^it;  Hülfe 
des  Systems  (VI): 

(Pl    —   V^l.2»  A)    =    0>       (-^2    —   V^2.2.  /'s)   =    0      .      .      (2). 

Ist  die  Function  f.^  gefunden  und  setzt  man  sie  gleich  einer  willkür- 
lichen Constanten  a^,  so  kann  man  daraus  den  Werth  von  jh  ableiten,  den 
man  in  die  vorhergehenden  Werthe  von  pi  und  ^;.,  substituirt.  Man  erhält 
auf  diese  Weise  Gleichungen  von  der  Form: 

Pl  =  y^l.-ii^V  ■  ■  •>  ^n>  «1>  «2.  «3.  Pi^  ■  ■  •>  Pn), 
Pi  ==  Wi:i  (^1>  •  •  •'  ^«.  «1.  «2.  «3»  Pv  ■  ■  M  Pn), 
Pa    ==        93  i^V  •  •   •)  ^n,    «1,  tt>,  ßa»   Pv  •  ■   •'  Pn)    =    ^3,3- 


1)  Resumtj  aus  Jacob i,  Xova  Methodus,  §  9—11,  §  18—22.  Dasselbe  Re- 
sume  findet  sich  bei  Imschenetsky  §  20—22,  S.  86— 121,  Graindorge,  VII, 
S.  53—73,  nebst  Beispielen  und  einigen  Sätzen,  die  wir  in  den  vorigen  Para- 
graphen gegeben  haben.  Man  wird  bemerken,  dass  man  die  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  etc.  integrirt,  indem  man  die  x  und  }>  als  von  einander  unabhängig  be- 
trachtet, mit  andern  Worten,  man  sucht  Lösungen,  welche  sie  identisch  erfüllen, 
obwohl  dies  nach  den  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Integrabilitätsbedingungen 
nicht  nöthig  wäre,  wenigstens  nicht  während  der  Integration. 
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Alsdann  ist  nach  (IV'): 

4)  Ist  sodann  f^{x^,  .  .  .,  a;„,  ttj,  «35  %)  Pii  •  •  •?  Pn)    eiiie  Function, 
welche  den  Gleichungen  genügt: 

iPx  —  Wl.3,  h)  =  0,     {P-i  —  V2,3>  A)  =  0:    {P3  —  V^3,3>  A)    =    0      (3), 

so  leitet  man  aus  f^  =  a^  den  Werth  von  p^  her  und  kann  dann  schreiben: 

Pl  ^^^  WlAV^n  '  '  •'  "^«i    '^l'  ^2'  %'  ^4'  ^5'  •  •  -i  Pn)i 

Pl  =  V2.4('''l'  •  •   •'  "^»i    ^1'  ^^2'  %)  ^4)  -P55  •  •  n  Pn)f 

Pz  ^^  V3,4  ('^H   •  •  •»  ^ni    %»  ^^2,  ^3,  ft^,  ^5,   .   .  .,  Pn), 

Pi  =       *Pd^^^^   ■  •'  «^».    «1.  %>  «3'  «^4»   Ä'  •  •   -^Pn)    =    WiA' 

Diese  Werthe  sind  nach  (IV)  ferner  so  beschaften,  dass 

(1^1-^^1.4' i'4-V^4.4)=0,  (i?2-V^2,4.i^4-V4,4)  =  0,    iPs-WsA'Pi-WiA)^  ^  (^0, 

(-^1—^^1,4'  2^3-^3,4)=  0,  {Pi-W2A^  P3—W3a)=  0, 
(i'l— Vl.4'i^2-V^2,4)=0• 
ist.      U.  s.  w. 

Nennt  man  fi(x^,  .  .  .,  x„,  Pi,  .  .  .,  p„)  =  «^  die  gegebene  Gleichung, 
so  findet  man  auf  diese  Weise  das  folgende  System,  welchem  wir  die  ge- 
gebene Gleichung  selbst  hinzufügen: 

'1  ('^1'   •  •  •'  "^'O  Pl^  P21  P31  •  •  •'  Pn)  ^^    ^1) 

t^K'^l'  •  •  •'  ^ni    ^1)  V21  P3i  •  •  •)  Pn)  =    %? 

13^^X1  •  '  •'  ^»^    ^H  ^2'  Ps^  •  •  •)  Pn)  ^^^^    ^3' 


tn—\\^li  •  •  •>  ^nj    dl,  .  •  .  .,  (^,1—2^  Pn—\i  Pn)  '^«—1» 

tni'^lt  '  •  •■)  -^ni    tt-i   .  ■  .  ;  Clfi_ii  Pn)  '  '^w 

und  aus  diesem  ergiebt  sich: 

Pn   Wn,n\Xii  •^2'  '  •  •'  ''^ni  ö^jj  •  •  •?  '^nj    ^«5 

Pn—l  ""^^    Vw— l,n(^H  ^21  •  •  •?  ^«?  ^1)  •   •  •)  ^w)  ^  •^'^w— H 

P2    ^^^          Wi.ny^li  ^2)   •  •  •'  •^«»  %'   •   •   •'  ^n)  =  ^2' 

Pl    =          'A'l.nV'^l»  -^2'  *  •  •'  "^W  %'  •   ■    •'  ^n)  =^  ^1' 
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Aus  §  ly  ist  ersichtlich,  dass  diese  Werthe  vou  p  den  Integrabilitäts- 
bedingungen  genügeu.  Die  ganze  Aufgabe  ist  somit  darauf  zurückgeführt, 
die  Lösungen 

/j   =  ".'•      f.:    =  "::•      A    =  "„  .  .  . 

der  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  ...  zu  finden.  Man  wird  sehen,  dass  diese 
Integrationen  einfacher  sind,  als  in  dem  Falle,  wo  man  die  Gleichun»^eu 
H  sucht,  da  die  Anzahl  der  Variablen  unaufhörlich  abnimmt. 

75.  Integration  des  Systems  (2).  —  Die  Gleichung  (1),  ausführ- 
lich geschrieben,   nimmt  die   Form  an: 


dp,         '   Sp, 


+ 


dx^         '   dx., 
dp.,         '  dp. 


4-...+ 


ÖXn  '    SXn 

öpn  '    Öpn 


=  0, 


oder  auch,  wenn  man  die  Vorzeichen  ändert: 


OX^  2    \  oXni 


Sp„ 


Öpiii        ÖXm 


4  =  0, 


eine  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  von  /!,  lineare  Gleichung,  welche  nur 
2w —  1  Veränderliche  x^^  .  .  .,  x,,,  Pg»  •  •  -i  Pn  enthält.  Die  zugehörigen 
Differentialgleichungen  sind : 


dx,           dx.2              dx, 

dXn 

dp.. 

dpn 

1              Sipi ,,            S'tpi ., 

S^x.x 

Sp.  Sp,,  öpr,  Sx,  Sx.^  Sx„ 

Um  die  gesuchte  Relation  f.,  =  a.,   zu  erhalten,  braucht  man  nur  ein 
Integral  hiervon  zu  kennen. 

Das  System  (2)  besteht  aus  zwei  Gleichungen: 


Sf,    4.f/^^i.-'    Sfs 


3    \dXm      Sjhn 


Spm      dXm 


3  \  8Xm     Sp>rt  dpm     dX/n  j 


(2i)- 
(2.), 


deren   jede    2n  —  3    unabhängige  Veränderliche    enthält.      Es   sei    d^  eine 
Lösung  von  (2i),  so  dass 

Wir  setzen,  um  zu  sehen,  ob  di  auch  der  Gleichung  (22)  genügt: 

^2  =  (^1»  i>2   —  V^2,2)'       ^3  =  (^2'  i^2   —  V2.2)>      ^4  =  ('^S)  ^^2    "  ^^2,2))    6*^. 
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Die  Functionen  i?j,  ■d^,  d^,  .  .  .  genügen  ebenfalls  der  Gleichung  (2i).     Denn 
man   hat: 

iPi  —  ¥1.2,  ^2)  =  (^1  —  V^i.2,  (i>2  —  V2,2r  ^1)) 

Die  rechte  Seite  ist  infolge  der  Gleichung  (1')  und  der  Voraussetzung 
über  dy    gleich  Null.     Mithin: 

{KPi  —W1.2)  =  ö. 
Ebenso : 

(^3.  Px  —  Wl,2)  =   0, 


Es  können  nun  zwei  verschiedene  Fälle  eintreten :  1)  Die  eine  der 
Fimctionen  d  ist  identisch  null;  in  diesem  Falle  ist  diese  Function  'd  offenbar 
die  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen  (2).  2)  Eine  der  Functionen 
■d  ist  eine  Function  der  vorhergehenden  und  von  x.^,  welches  in  (2i)  con- 
stant  ist.  Dies  trifl't  nothwendig  ein ,  ehe  man  2n  —  3  Functionen  d  be- 
rechnet hat,  da  die  zu  (2^)  gehörigen  simultanen  Differentialgleichungen 
höchstens  2n  —  4  verschiedene  Integrale  haben  können.  Man  würde  sich 
wie  oben  (Nr.  68)  überzeugen  können,  dass  dies  ebenso  der  Fall  sein  würde 
mit  allen  Functionen  d,  die  man  noch  weiter  berechnen  könnte. 

Nimmt  man  an,  dass  man  i  verschiedene  Functionen  §  gefunden  habe 

und  ist: 

d  =  d{x^,  dy,  .  .  .,  ??,), 
so  hat  man: 

(«•.JP,  —  l/>,,,)  =  (a?j,  P,  —  -^o.o)^  +  (^l>i'2—  '^2.2)^   -I h  («•i.i^2—  '«/'2.2)  ^ 


8x._    '      -  Sd;    '      '  8».  ^         '      '■^'  8»i' 
Nach  Voraussetzung  ist: 


Man  setze: 


Sd-     .  8&  8&  _,     ß    S»     _    . 


8x,     '       -    8&,      '       '    8»,     '  '  8&i 

eine  Gleichung,  deren  Integration  abhängt  von  der  des  Systems: 


Ix^         d&i 

d&^         d^3 

d&i_i          d9i 

1            &, 

&,           9, 

&i               & 

oder  von  der  der  Gleichung: 


^-^i  /aL     ^     ^^1     ^'-^i  <^'-'»i 


1  =  «9  (^,,  ^1, 


dxi,   ~      l  -'  "1'  dx.:   dx.:-  '  •  •  ■'  dxi,-' 
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Man  braucht  nur  ein  erstes  Integral  dieser  Gleichung 

A(^2i^i ,   'hß]   ^  "' 

zn  kennen,  um  die  gesuchte  gemeinschaftliche  Lösung 

/;,  (a:,,,  i9, ,  .  .  .,  i)i)  =  a.. 
zu  erhalten. 

Insbesondere  ist  es  leicht,  f.^  in  dem  Falle  zu  tinden,  wo  «?-^j  gleich 
einer  Constanten   k  ist;  denn  alsdann  ist: 

und: 

/  .^   =^=  w/  —  /i:5!^9 . 

Offenbar  nämlich  hat  man,  wenn  (ßj,  j?2 — V''2,2)  ""^  ^^  ^^^' 

(i9,  —  Ä;a;2,  i)2   —  v^,,,2)  =  0. 

Bemerkung.  Man  hätte  ebenso  gut  mit  der  Gleichung  (23)  wie 
mit  der  Gleichung  (2^)  beginnen  können.  Jedenfalls  begegnet  man  hier 
nicht  mehr  der  Ausnahme,  welche  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  aus- 
einandergesetzte Methode  illusorisch  macht.     Hat  man 

d.)  =^  (<^iii\>  —  V^2,2)  =  einer  bestimmten  Constanten  k, 

so  nimmt  man  einfach  für  f.^  den  Ausdruck: 

d^   —  kx.2, 
welcher  in  der  That  giebt: 

{'dj    —  kx^,  p.2  —  v^.,,.,)  =  0, 
wie  oben. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  wo  man  hat 

d,  =  ^x,,  ^,), 
weü  sich  die  Hülfsgieichung  reducirt  auf: 

dxo   df^i 

Dieselbe  vereinfacht  sich  noch,  wenn  x.^  oder  d^    oder  x.,  und  i^  in  d  nicht 
vorkommen. 

76.  Integration  des  Systems  (3).  —  Die  Gleichungen  des  Systems 
(3)  enthalten  2n — 5  Variable,  d.  h.  zwei  weniger  als  das  vorheiige  System. 
Dieses  System  enthält  drei  Gleichungen: 

iPi  -  V13.  A)  =  0,    {P2  —  v^23,  fd  =  0,    {p,  —  v^3,3,  A)  =  0     (3). 


160  Jacobi'sche  Methode.  [Nr.  76—77] 

Es  sei  i?j   eine  Lösung  der  beiden  ersten,  so  dass 

ist.     Wir  substituiren  dieselbe  in  die  dritte  Gleichung  und  bilden  die  Reihe: 

Es  ist: 

(Pl   —  Vl.3,  ^2)    =    ilh   —  ¥1.3,  (^1.  Ps  —  V^3.3)) 

=  —  O3— «^3,3^  (^1.  Pl  —  ^>l,3))—iA^iPl—y^l.3i  -P3— V3.3)). 

d.  h.  infolge  der  Gleichungen  (2')  und  der  Definition  von  ^j: 

{Pi  —  V^i,3.  ^2)  =  0. 
Ebenso : 

(Ps   —  ¥2,31  ^2)  =   0, 

d.  h.  Ä,  ist  eine  Lösung  der  beiden  ersten  Gleichungen  (3).  Dasselbe  ist 
der  Fall  mit  d^,  ^^,  .  .  . 

Die  Reihe  der  F\xnctionen  §  enthält  höchstens  2n  —  6  verschiedene 
Functionen;  man  gelangt  somit  zu  einer  Function  A  +  n  welche  eine  Function 
der  vorhergehenden  und,  wenn  man  will,  von  x^  ist,  welches  in  den  Glei- 
chungen (3i),  (82)  die  Rolle  einer  Constanten  spielt.     Es  sei: 

i^i+i  =   &{xs,  ??i,  do,  .  .  .,  ■Oi). 

Die  Functionen  •J^,^_2,  ^j+s,  •  •  •  drücken  sich  in  derselben  Weise  aus.  Ist 
jetzt  ??(%,  'dl,  .  .  .,  '&i)  eine  neue  Function,  so  genügt  dieselbe,  wie  man 
ohne  Mühe  sieht,  (Sj)  und  (Sg).  Damit  sie  auch  (83)  genüge,  muss  man 
wie  in  der  vorigen  Nummer  haben: 

89'       I      q      8&      ,      q      8&      I  I      _,     8^  p. 

+  ^2  ^ST  +  ^3  s-<r  +  •  •  •  +  6)  T^  =  0 


Sx^     '       ^  d«-i  ^  8&.,     '  '    '     8»i 

und  zwar  braucht  man  hiervon  nur  ein  Integral  /\  =  rt^  zu  finden,    oder 
auch  ein  Integral  des  Systems 

dd'i 


dx^ 

1 

d&, 
»2 

*3 

oder 

ferner 

ein 

erstes 

Integral 

der  Gleichui 

ag 

dx./ 

-  ö  (--  *.■  t'  ■ 

•    •! 

0 


77.    Integration    der    andern    Systeme    und   insbesondere    des 
letzten.   —  Offenbar    kann    man    in  derselben  Weise    die    Integration    der 
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aufeinanderfolgenden  Systeme  (4),  (5),  ...,(« — 1)  fortsetzen.     Wir  nehmen 
an,  dass  man  zu  diesem  letzten  gelangt  sei,  welches  ist: 

(Pl  —   V'l.«-li  fn)  =  0,  (p.,  —  V^.j  „_i,  /"„)=0,  .  .  .,  {p„_i   —  V,._l.„_l,  fn)=(> 

oder  auch: 

Sf"  I    Srpt.n—,        Sfn     __   Jt/>,.n-,    8f,i     __  q      /  ^  s 

ax,    ■"     Ä.r„     Äi>«        dpn  SXn  '       ^  ^''' 

9fn  I    8tp.,  ,n—i        Sfn     ^t^^.  w— i    Sfn    __   ^      ,^ ^   v 

dX,    '      SXn  8p  n  dpn  SXn  '       ^  '^'^ 


Sfn  ,   ai/>,i_|.w— 1  Sfn      ^V'n— i-w— 1  ^/n_  __  Q  /„ J    \ 


Ä.l„_j         ÄXn     Spn  Spn  SXn 

Man  suche  eine  Lösung  von  (« — Ij)  imd  leite  daraus  mit  Hülfe  des 
Fundamentaltheorems  andere  Lösungen  und  sodann  wie  oben  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  von  (w — Ij)  rmd  (« — 1,)  her.  Das  Fundamentaltheorem 
von  Jacobi  giebt  wieder  andere  und  daraus  kann  man  eine  den  Glei- 
chungen   (n  —  Ij),    [n  —  1,),  (w — lg)  gemeinsame  Lösung  finden  u.  s.  w. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Integration  der  Gleichung  (n — Ij)  abhängt 
von  der  Ermittelung  eines  Integrals  eines  Systems  simultaner  Gleichungen 
mit  drei  Variablen  oder  von  der  Ermittelung  eines  ersten  Integrals  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Um  daraus  eine  den 
Gleichungen  (w  —  Ij),  (»  —  1,)  gemeinschaftliche  Lösung  herzuleiten,  muss 
man  femer  ein  erstes  Integral  einer  Gleichung  finden,  welche  höchstens 
von  der  zweiten  Ordnung  ist;  ebenso  ist  die  Sache  bei  der  Ermittelung  der 
Lösungen,  welche  den  3,  4,  5,  .  .  .  ersten  Gleichungen  (n  —  1)  gemeinsam 
sind.  Mithin  hat  man  höchstens  ein  erstes  Integral  von  n  —  1  Gleichlingen 
zweiter  Ordnung  zu  suchen. 

Kurz,  man  sieht,  dass  die  Jacobi'sche  Methode  die  Bestimmung  eines 

einzigen  Integrals  jedes  der  -^— ^ — -    Gleichungssysteme    erfordert.      Unter 
diesen  Systemen  giebt  es 

1  von  der  Ordnung  2(w — 1),  welches  zur  Bestimmung  von  /!>  dient, 

2  „       „  „         2(w— 2),  welche      „  „  „     f^  dienen, 

3  M       »  »j  2  [n — 3),       „  „  „  „     /4       „ 

*^       1         j>  »  "  >»  j»  V  V       In  M 

Dies  ist  der  ungünstigste  Fall.  Man  begreift,  dass  man  in  jedem  be- 
sonderen Falle  Vereinfachungen  einführen  kann,  da  man  im  Allgemeinen 
bei  der  Integration  eines  jeden  der  Systeme  (1),  (2),  .  .  .,  (n — 1)  mit  irgend 
einer  beliebigen  Gleichung  anfangen  kann. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  11 
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78.  Beispiel.^)  —  Die  Grleichung  sei: 

Pi  +  (3^2  +  2a;3)i?2  +  (4^2  +  5a^3)i'3  +  K  +  ^^  iP2  —P3)]P5  +  ^  =  0. 

Pi 

1)  Wir  müssen  zunächst  ein  Integral  suchen  von 

(Pi   —  Vi.i,  f2)  =  0, 
wo  Pi  —  Y'j  ^j   die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung   darstellt.     Das  zu- 


gehörige  Hülfssystem  ist: 

dXj^           dXo 

dx^ 

dP2 

dp^ 

_  dp^ 
dtpui 

dPn 

1                         Öt^M 

ö^i.i 

dp,  +  4p. 

2p,-^5p, 

8^ui' 

8P, 

8p, 

8x^ 

8x, 

Man  erhält  daraus: 

dx^ 

dip^—Pa) 

1  P2—P3 

und  somit  kann   man    das  Integral   dieser  Gleichung  für  (2  nehmen,    d.  h. 
setzen: 

A  =  (P2  —  PiV  =  «2- 

Man  leitet  hieraus  den  Werth  von  p^  her,   suhstituirt  ihn  in  p^  und 
erhält  auf  diese  Weise: 

Px  —  Wi,2=Pi  +  (3>^2  +  2^3)  (Ps  +  02^"''')  +  (4^2  +  ^^s)Ps 

+  [-Z-i  +  ^5«2e~'"'lP5   +  ^Y^ 
Pi   -  ^2,2  =P2  —  PZ—  «2^"'*. 

2)  Nunmehr  muss  man  eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen 
suchen : 

{ih  —  Vl,2.   h)    =    ö'       (P2  —  'V^2,2)   /'s)    =    0. 

Man  erhält  ein  Integral  der  zweiten  Gleichung,  indem  man  eine  Lösung 
eines  Systems  sucht,  welches  die  Gleichung  enthält: 


oder; 


Man  kann    somit,    da  p^  =  const    das    Integral    dieser   letzteren    ist, 
setzen : 

^1    =  Ps' 


dx^ 

= 

äPs 

1 

8lp2,-' 

Sxs 

dx^ 

1 

dPn 

0  • 

1)  Dasselbe  ist  Imschenetsky,  Nr.  89,  S.  116— 121,  entlehnt.  Graindorge 
Nr.  71,  S.  70 — 73  giebt  ein  anderes  aus  Ampere  entnommenes,  welches  sich 
mittels  der  Jacobi''schen  Methode  sehr  einfach  integriren  lässt. 
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Sodann  erhillt  man: 

^i  =  —  Uh  —  V^i.i.i^a)  =  —  2(i>3  +  a.2e~-"')  —r>p,^  =  —ld^  —  2a,c"''. 

Die  Reihe  dei-  Functionen  d  hört  hier  auf.     Man  hat  jetzt  ein  Integral  zu 
suchen  von 

dx^     f/^, 

"1^^  "~  —  7*j  — 2ojC— '«' 
und  dies  ist  /j.     Man  lindet: 


Aus  den  voi-stehenden  Resultaten  folgt: 

Pi  —  V^2,3  =  i^2  —  -3-  «ae"""'  —  «3^-7-., 

3)  Man  betrachtet  sodann  die  Gleichungen: 

(Pl   —  V^l,3.    fi)  =  0,      (p,   —  V2,3,    A)  =  0,       {Ps  —  V^3,3i    A)  =  0. 

Die  letzte  hat  zur  Lösung  d^  =  p^  =  const,  welche  auch  der  zweiten 
genügt.     Sodann : 

«^2  =  (ßi^Pi  —  ¥1,3)  =  —  Pö 

^3  =  ('?2,i>i  -  V1.3)  =  -  «le-^'  ^2  +  1^'- 

Dies  führt  nach  der  allgemeinen  Methode  zu 

fi  ==  log  (—  jfj  —  a-^e-^-*  =  —   log  «4, 
und  hieraus  folgt: 

i>4  —  ^4,4  =  i>4  —  P^a^e-"^^'-"' 

PZ  —  V^3.4  =  •  •  . 
P2  —  W-2,4  =  •  •  • 
i^l    —    WlA    =    •    .    . 

4)  Die  letzte  der  Gleichungen 

(i>i-'V^i,4,/'5)  =  0,   (iJ2-'V^-2,4,/'5)=0,    i2h-y^i,iJö)=^^    (Pi-WiA,fö)=^ 

hat  zur  Lösung  -d^  =  p^  =  const,   welche  auch  der  zweiten  und  dritten 
genügt,  und  giebt: 

11* 
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Man  findet  sodann: 

h  =  logi^s  —  «2«"''  +  --  Je"'"     '  dxy^  =  log  «5 


und 


öje-x,  _  l^güie    'ii^_p| 


5)  Nunmehr  kann  man  auch  p^,  ^3,  ^2,  P\  als  Functionen  der  a;  allein 
tmd  der  Constanten  ausdrücken.  Setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe 
in  den  Ausdruck 

ds  =  p^dxi  -f-  p^dXo  +  i>3^^3  +  iJ4(^^4  +  p^dx^ 
ein  und  integrirt,  so  findet  man  schliesslich: 

^  =  «1  -f-  y  (2a;2  —  Xs)e~''''  +  «3  (%  +  Xs)e~'^''' 

1  f  a,e~-^i  , 
,  ,  ,  aie—^U  ——y  <i^i 


Nachtrag  IV  zur  zweiten  Aujflage. 

Gilbert' s  Darstellung  der  Jacobi'schen  Methode. 

Herr  Ph.  Gilbert,  Professor  an  der  katholischen  Universität  zu 
Löwen,  hat  die  Jacobi'sche  Methode  unter  einer  originellen  Form  dar- 
gestellt, indem  er  insbesondere  seine  Aufmerksamkeit  auf  einige  delikate 
Punkte  richtete,  welche  sich  auf  diejenigen  Integi-abilitätsbedingungen  be- 
ziehen, die  nicht  auf  identische  Form  gebracht  sind.  Wir  geben  nach- 
stehend diese  wichtige  Arbeit  fast  vollständig  wieder;  dieselbe  erschien  in 
den  Annales  de  la  Societe  seien tifique  de  Bruxelles,  1881,  Bd.  V,  2.  partie, 
S.  1 — 16  unter  dem  Titel:  Sur  une  propriete  de  la  fonction  de  Poisson 
et  sur  la  Methode  de  Jacohi  pour  Vintegration  des  equations  aiix  derivees 
partielles  du  premier  ordre,  und  theilweise  in  den  Comptes  rendus  de 
VAeademie  des  Sciences  de  Paris,  1880,  XCI,  S.  541—544,  613—616. 
Wir  ändern  nur  die  Bezeichnungen  des  Verfassers  in  die  von  uns  bisher 
gebrauchten  um. 

I.  Eigenschaft  der  Poisson'schen  Function  (flj-,  Hk).  Wir  nehmen 
an,  dass  zwischen  den  Veränderlichen  x  und  p  m  gegebene  Gleichungen 

Hi(x^,  x.;^,  .  .  .,  x„,  pi,  i?2i  .  .  .,  Pn)  =  0     (?:  =  1,  2,  .  .  .,  m)       (1) 

existiren  und  dass  man  daraus  die  Werthe  der  m  Variabein  p^,  .  .  .,  p„t  als 
Functionen  der  andern  abgeleitet  habe,  so  dass  man  hat: 

Pi  =  ipiiXi,  .  .  .,  x„,  p^+i,  .  .  .,  Pn)     (?■  =  1,  2,  .  .  .,  w).     .     (2) 
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Wir  bezeichnen  temer  mit  A  die  Functionaldeterminante 

i{H^,  Hj,  .  . .,  Hm) 

und  niit  J[^  die  Unterdeteriuinante  derselben,  welche  man  erhält,  wenn  man 
die  Kolonnen  vom  Index  r  und  s  und  die  Zeilen  vom  Index  i  und  k  unter- 
drückt. Bekanntlich  hat  man  nach  einer  Eigenschaft  der  Determinanten, 
wenn  i  imd  k  zwei  verschiedene  Indices  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m  be- 
zeichnen, stets: 

d  =  (- i)-*2-(-i)-x;  ^^g^' .  .  .  .  (3), 

wo  das  Symbol  27  eine  Summation  andeutet,    welche   sich  auf  alle  Combi- 

'■■/' 
nationen   zu   je    zweien    der    Indices  r  und  s  aus    der  Reihe    1,  2,  .  .  .,  wt 

erstreckt. 

Dies  vorausgeschickt,    sei   m   irgend   eine  der  unabhängigen  Variabein 

,,  Xny  Pm+v  '  •  •>  Pn-     DifFercutürt    man    die   Gleichungen  (1)  nach  u, 


X 


1' 


so  ist: 


8H,  8H^     dp^ 

Su       '       SPi      du     ' 


SH^    dp. 


8H,  8H,     dp,  m, 

Su     ~^     SPi      du   "^     Sp^ 


Spo      du 

dpo 
du 


+ 


H-  -, 

+ 


SH,      dp,: 


Spm 


die 


=  0 


Spn 


dpm      r. 

du 


SH„ 


+ 


SH„ 


dp, 
du 


+ 


8H„ 


dp, 
du    "^ 


Su       '       Sp,      du     '      SPi 
und  aus  diesen  ergiebt  sich  leicht: 

dp,  1     8iH„H„ 


+ 


8  Hm     dp,, 


Spm         du 


=  0 


(4). 


.,  Hm) 


du 

J 

8{u, 

Ä.  •  • 

.,  Pm  ) 

dpo 

1 

S{H„ 

H.,,  . 

.  .,  Hm  ) 

du 

SiP 

i, «.  • 

';Pm) 

dpm 

1 

S(H„ 

Ho,  . 

.  -,  Hm) 

du 


8{p„p.,  ..  .,u) 


(5). 


Nehmen  wir  irgend  zwei  der  Gleichungen  (4)  und  sind  r  und  s  die 
Indices  der  H,  welche  darin  vorkommen,  setzen  wir  femer  darin  u  =  x^ 
wo  j  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  n  ist,    multipliciren    sodann  diese    beiden 


Gleichungen  respective  mit 
man  leicht  sieht: 


dHs 

dPj' 


dHr 

dp. 


und  addiren  sie,   so  kommt,  wie 


S{Hr,Hs)     ■    S{H,;Hs)dp,         S{H,;Hs)   dp.,  8iHr,Hs)  dpm  ^Q/g) 

S{.oi:j,i)j)     "*"    8{p„Pj)    dxj   "*"    8{p„Pj)     dxj~^  ^  8{pm,Pj)     dXj 
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Multipliciren  wir  die  ganze  Gleichung  mit  ( —  1)"  zJ[^'*,  wo  fx  zur 
Abkürzung  die  Summe  r  -\-  s  -\-  \  -\-  2  bezeichnet,  bilden  wir  sodann  die 
Summe  aller  analogen  Gleichungen,  welche  man  ei'hält,  indem  man  r  und  s 
sämmtliche  in  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m  enthaltenen  Werthe  beilegt,  so  er- 
halten wir: 

7}~  ^  '''■  ~8^:w  '^  ^  r}~  ^  '■'  ~^i^^ 

dt) 

Man  braucht  jetzt  nur  den  Coefficienten  von  ~-  in  dieser  Gleichung, 

axj 

nämlich 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  zu   vergleichen,   um  zu  erkennen, 
dass  derselbe  sich  von  A  nur  dadurch  unterscheidet,    dass    in    der   zweiten 

Zeile  der  Determinante  A  die  partiellen  Ableitungen  -^,  -~^,  ...  an  die 

^  °       dpj '    dpj ' 

Stelle  der  partiellen  Ableitungen  -r-^,  -r^,  .  .  .  getreten  sind,  d.  h.  dieser 
Coefficient  ist  nichts  anderes  als: 

8{H^,  11.2,  ■  •  •'  I^m) 


Man  hat  ebenso  für   den  Coefficienten  von 


SiP^PJ,-  •  ■,Pm) 

dpo 


dxj  ' 


r/  ^        '"     S{P,,Pj)  S(Pj,p„...,pm)     ' 

und  was  die  Coefficienten  von  ~-,  .  .  .,  ^—  angeht,   so   reduciren   sie  sich 

dxj  dxj        ^ 

als  Determinanten,  welche  zwei  gleiche  Zeilen  haben,  auf  Null,  was  man 
aus  dem  Bildungsgesetz  (3)  ohne  Mühe  sieht.  Die  Gleichung  (7)  reducirt 
sich  also  auf  die  folgende: 

y  C_  IV"  A''''  ^^^''^^'^  4-  S{H„H,,...,Hm)  dp,  __  d{H^,H,,...,H„,)dp^^  ^ 

r,s  '■'    8(^j,Pj)  S{p„Pj,...,pm)   dXj  8{pj,p,,...,pm)    dXj 

Setzen  wir  der  Reihe  nach  in  dieser  Gleichung  j  =  1,  2,  .  .  .,  %  und 
addiren  sie  dann  Seite  für  Seite,  wobei  zu  beachten  ist,  dass 


J        "     SjHr,    Hs)     _    (TT  TTS 
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80  erhalten   wir: 

o=y(-if  A''!  [Hr,  II.)  +  7  i\^"''"' "i  fp^-^if'-^"-'^";^  p). 

/In 

Der  Coefticient   von    -,—  verschwindet  aber  als  Determinante,    welche 

(IXj 

zwei  gleiche  Zeilen  hat,  für  j  =  1 ,  3,  .  .  .,  m  und  reducirt  sich  für  j  =  2 

auf  J.     Ebenso  ist  der  Coefticient  von  -j-^  gleich  Null  für  j  =  2,  3,  . . .,  w 

und  reducirt  sich  für  j  =  \  auf  —  A.  Schliesslich  sind  uns  für  die  andern 
Werthe  j  ^  m  -{-  1,  m  -\-  2,  .  .  .,  n  die  Ausdrücke  dieser  Coefficienten  ge- 
geben durch  die  Relationen  (5),  in  denen  mau  nur  w  =  p  zu  setzen 
braucht,    um  zu  erhalten: 

S{H^,  H.,, . . .,  Hm)    A  dp^ 

SiPi,  Pj,--;Pm)  dpj 

d{H„  U,, . . .,  H„,)    _  ^dp, 


SiPj,  i>,, .  • ..  P»d  dpj 

Substituiren  wir  alle  diese  Resultate  in  die  obige  Gleichung,  bemerken 
wir  ferner,  dass  die  hier  auftretenden  Functionen  p^  "^^^  P>  i°  Wirklich- 
keit nichts  anderes  sind  als  die  Functionen  y\  und  if.,  der  Gleichungen  (2), 
so  finden  wir  offenbar  das  folgende  Resultat: 


2  (- 1)  j.„  (^,,  H.)  +  A  ^^,^  -  ^^^  -jj-^  8^-öF;^] 


=  0. 


Man  erkennt  der  Definition  der  P  o  i  s  s  o  n'schen  Function  zufolge  ohne 
Mühe,  dass  die  Grösse  zwischen  den  Klammern  in  dieser  Gleichung  nichts 
anderes  ist,  als   —   (^i  —  W\i  Ih  —  ^2)-     ^^^"^  ^^^  ^^^^  '■ 

(_  1)1  +  2  ^(_  ly  - '  4;;-  (^,,  Hs)  -A{p,-  v^„  p,  -  vo)  =  0. 

Nur  um  die  Darstellung  zu  erleichtem,  haben  wir  bisher  die  Functionen 
\px  und  Xf-y  behandelt;  dieselbe  Scblussreihe  ist  ohne  Ändening  anwendbar 
auf  zwei  beliebige  andere  Functionen  y,  und  ipk.  Wir  können  somit  all- 
gemein die  Gleichung  sclu'eiben: 

(Pi  -  Wn  Pk  -  Wk)  =  ^=4-^  ^  (-  1)''  ""  '  <A-   {Hr,  H,),        .       (A), 

r,s 

und  diese  bildet  die  Eigenschaft  der  Poisson'schen  Function,  die  wir  be- 
weisen wollten.  Dieser  Satz  besteht  ganz  ebenso,  wenn  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (1),  anstatt  gleich  Null  zu  sein,  irgend  welche  Constanten 
sind,  denn  dieses  ändert  nichts  an  den  partiellen  Ableitungen  der  Functionen 
11^  ,  .  .  .,  H„,  und  mithin  geschieht  der  Beweis  in  derselben  Weise. 
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Die  Gleichung  (Ä)  kann  verallgemeinert  werden,  doch  beschäftigen  wir 
uns  hier  nur  mit  dem,  was  sich  auf  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen bezieht. 

II.  Folgerungen.  Diese  Gleichung  (^-1)  giebt  zu  folgenden  Be- 
merkungen Veranlassung. 

1)  Wir  nehmen  an,  dass  die  Functionen  Hi,  H2,  .  .  .,  H„,  für  irgend 
welche  Werthe  von  r  und  s  aus  der  Reihe   1,  2,  .  .  .,  m  der  Relation 

{Hr,Hs)  =  0 ':     .    (-B) 

genügen  und  dass  ausserdem  die  Determinante  A  nicht  null  ist,  d.  h.  dass 
die  Functionen  Hi,  H^^  .  .  .,  H^  von  einander  unabhängig  seien.  Aus  der 
Gleichung  (Ä)  folgt  offenbar,  dass  man  für  irgend  zwei  Indices  i  und  Je 
aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m  die  Gleichheit  hat: 

• 

{Pi  —  Wh  Pk  —  y^k)  =  0     .......    (C)^ 

Diese  Gleichung  ist  fundamental  in  der  Theorie  von  Jacobi  und  be- 
züglich derselben  sind  zwei  wesentliche  Bemerkungen  zu  machen:  Zu- 
nächst setzt  der  Beweis,  den  wir  soeben  gegeben  haben,  keineswegs  voraus, 
dass^i,  P2,  .  .  ..,  Pn  die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  z 
der   Variablen   x^,   X2,  .  .  .,  x„  nach  diesen   Variablen  seien,   sondern    nur, 

dass  die  — ^-^ Bedingungen  [B)  erfüllt  seien.  —  Zweitens   können  die 

Gleichungen  (B)  Identitäten  sein  und  zwar  unabhängig  von  jeder  Rela- 
tion zwischen  den  Variablen  x^,  .  .  .,  x„,  Pn  ■  -  -j  Pn\  sie  können  auch 
Gleichungen  sein,  welche  aus  den  gegebenen  Gleichvmgen  J/j  =  0,  .  .  ., 
Hm  =  0  hervorgehen.  In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  finden  die 
Gleichimgen  (C)  identisch  statt,  welches  auch  die  Werthe  der  Variablen 
ajj,  .  .  .,  ic„,  Pm-\-\i  .  •  -i  Pm  welche  darin  allein  vorkommen,  sein  mögen* 
In  der  That  sind  diese  Veränderlichen  in  der  ganzen  Rechnung  als  un- 
abhängige Veränderliche  behandelt  worden:  Es  können  daher  zwischen  ihnen 
nur  identische  Relationen  bestehen. 

2)  Es  giebt  in  der  Theorie  von  Jacobi  noch  ein  anderes  fundamen- 
tales Theorem,  welchem  man  begegnet,  indem  man  den  Beweis  durchgeht, 
nachdem  die  Gleichung  [A)  bewiesen  ist.  Nehmen  wir  an,  dass  m  =  n 
sei  und  dass  demzufolge  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Werthe  von 
p^^  P2,  .  .  .,  Pn  als  Functionen  der  einzigen  Variabein  Xi,  x^.,  .  .  .,  Xn  er- 
geben, so  kann  man  die  Gleichung  (6)  schreiben: 

8{Hr,  Hs)    .   '  J"  8{Hr,Hs)  dpi_  ^Q 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung    der  Reihe    nach  ^  =  1,  2,  .  .  .,  n  und 
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addirt  man  die  so  erhaltoneii  Gleichungen,  so  erhält  man  zufolge  der 
Detinition  des  Symbols  {Hr,  JI,): 

In    der    doppelten    Summe    sind    aber    offenbar    die    Coefficienten    von 

dpi  dpj 

-T —  und  von  -j--  einander  gleiche,  aber  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen 

versehene  Determinanten.     Man  hat  daher  die  Gleichung: 

SiH^H-)    (dpi  dp,\ 

wo  sich  die  Summation  über  alle  von  einander  verschiedenen  Combinationen 
der  Zahlen  i  und  j  von  0  bis  n  erstreckt. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  aus  den  Gleichungen  (1)  abgeleiteten 
Werthe  von  p^,  .  .  .,  p„  derart  seien,  dass^^ifi^^i  +  •••  +  PnäXn  ein  exactes 
DiflFerential  ist,  so  hat  man  für  alle  in  der  obigen  Reihe  enthaltenen  Werthe 
von  i  und  j: 

äPi  _  dpj 
dXj  dXf 

und  somit  befriedigen  die  Functionen  iT^,  .  .  .,  H„  für  beliebige 
Werthe  von  r  und  s,  welche  in  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  w  enthalten 
sind,  die  Relation: 

(Hr,  H.,)  =  0 (5). 

Dies  ist  eine  der  Hauptformen  der  von  Jacobi  gegebenen  Integrations- 
bedingungen und  diejenige,  die  wir  beweisen  wollten.  Selbstverständlich 
besteht  das  Vorstehende  auch,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
(1)  irgend  welche  Constanten  sind. 

3)  Was  die  Umkehrung  dieses  letzteren  Satzes  anlangt,  so  ist  dieselbe 
unmittelbar  in  unserer  Gleichung  {Ä)  enthalten;  man  braucht  nur  noch  in 
den   Gleichungen  (1),  (2)  und  (A)  m  =  n  zu  setzen. 

Da  die  Functionen  Hy,  .  .  .,  H„  nach  Voraussetzung  der  Bedingung 
(B)  für  alle  in  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  n  enthaltenen  Werthe  genügen,  so  hat 
man  für  irgend  welche  in  derselben  Reihe  enthaltenen  Werthe  von  i  und  k 
die  Relation: 

(pi  —  y^i,    Pk  —   Wk)  =  0, 

welche  Gleichung  sich,  da  t/;,  und  y)/^  keinen  Buchstaben  p  enthalten,  auf 
die  folgende  reducirt: 

Sfpi    _    8ipk  ^^  Q 

8Xk  8Xi  ' 
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und  diese  ist  keine  andere  als  die  Bedingung  der  Integrabilität  des  Ausdrucks 
ipidx  -{-  ■  ■  ■  4"  tpn<^x„.  Wenn  dalier  die  Bedingungen  [B)  erfüllt  sind,  so 
sind  die  aus  den  Gleichungen  (1)  abgeleiteten  Werthe  von  jhi  P-^i  •  •  •>  Pn 
die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  von  x^,  .  .  .,  x„. 

Diesen  Satz,  den  man  gewöhnlich  auf  etwas  unnatürliche  und  ziemlich 
heikle  Weise  beweist ,  werden  wir  übrigens  bei  unserer  Darlegung  der 
Jacobi'schen  Methode  nicht  bi'auchen. 

ni.  Kritik  der  gewöhnlichen  Art  der  Darstellung  der 
Jacobi'schen  Methode.  Die  Nützlichkeit  dieser  Principien  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  wird  aus  den  folgenden  Bemerkungen 
über  den  Gang,  welchen  man  bei  der  Auseinandersetzung  der  Jacobi'schen 
Methode  einzuschlagen  pflegt,  hervorgehen. 

Es  scheint  zunächst,  als  ob  weder  Jacobi  noch  die  ausgezeichneten 
Geometer,  welche  seine  Arbeiten  vereinfacht  haben  (Imschenetsky,  Grain- 
dorge,  Mansion  etc.)  nicht  mit  genügender  Bestimmtheit  unter  den 
Gleichungen,  welche  die  Integrabilitätsbedingungen  unter  verschiedenen 
Formen  darstellen,  diejenigen  angegeben  haben,  welche  Identitäten  sind,  die 
unabhängig  von  jeder  Relation  zwischen  den  darin  vorkommenden  Variabein 
X  und  p  stattfinden,  und  diejenigen,  welche  bloss  Gleichungen  sind,  die 
auf  den  Relationen  zwischen  diesen  Variablen  beruhen. 

Denkt  man  sich  z.  B.  die  Gleichungen,  welche  die  Werthe  der  par- 
tiellen Ableitungen  2^i^  P-2^  ■  •  -i  Pn  liefern  würden  unter  der  Form  gegeben: 

H^  =  «1,    Hi  =  a.2,  .  .  .,    Hn  =  a,, 

und  löst  man  dieselben  schrittweise  auf,  so  dass  man  hat: 

Ih    =    9^1  (^1)  •  •  •'    ^n,    «],  Ih^  .  .  .,  Pn), 

P2    ^^    9^2  (■''H  •  •  •>    ■^"'    ^1'    ^2'   i^3'   •  •  •!   Pnn 


so  hat  man  bekanntlich  nach  Jacobi  (Nova  methodus  etc.  §  6): 

(Pi  —  (ph   Pk  —  (fk)  =  0. 

Sind  diese  Relationen  Identitäten?  Jacobi  scheint  dies  zu  sagen  und 
Imschenetsky  sagt  es  ausdrücklich.  Nun  genügt  aber  ein  sehr  einfaches, 
dem  letzteren  entlehntes  Beispiel,  um  zu  zeigen,  dass  dem  nicht  so  ist.  Die 
gegebene  Gleichung  sei: 

^1    =    i^üh    +   ^üh)^l    +   f^{P-2    —   Ps)Pl    =    «1- 

Die  Bedingung  (Hi.  Ho)  =  0  führt  zu 

H^  =  (x,  +  a^g)  ( jj,  +  Ps)  =  «2 
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als    der    zweiten    Relation    und    aus    diesen    Gleichheiten    ergeben    sich    dit; 
Werthe 


Pi   =  fPi   = 


a(p.  —  Pa) 


a. 


2>.  =  <r.  =  -^-^  -  ih. 

und  aus  diesen  erhält  man  ohne  jede  Schwierigkeit  den  Ausdruck: 

Es  ist  klar,  dass  dieser  Ausdruck  nicht  identisch  null  ist  und  es  erst 
wird  infolge  der  obigen  Gleichheit  H.,  =  «._,.  Man  könnte  diese  Beispiele 
beliebig  vermehren,  doch  genügt  dieses  für  unsern  Zweck,  nämlich  zu  be- 
weisen, dass  die  Integi-abilitätsbedingungen  unter  den  verschiedenen  Formen, 
welche  Jacobi  ihnen  gegeben  hat,  nicht  immer  Identitäten  sind. 

Dieser  Punkt  ist  wichtig,  denn  bei  der  Jacobi'schen  Theorie  bedient 
man  sich  dieser  Integi-abilitätsbedingungen,  um  zu  beweisen,  dass  gewisse 
partielle  Dift'ei-entialgleichungen,  in  welchen  die  Variabein  jj  als  unab- 
hängige Veränderliche  figuriren,  erfüllt  sind.  Wir  wollen  kurz  an 
die  Reihe  der  SchlussfolgeiTingen  erinnern. 

Nachdem  man  aus  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
[Hl  =  Ol)  den  Werth  von  p^,  etwa 

2h  =  Vi  i^'v  •  •  •>  ^m  (^vlhi  ■  ■  •)  i>«)      ....     (a), 

abgeleitet    hat,    sucht    man    eine    zweite  Gleichung,    aus    welcher   man  den 
Werth  von  p.^   ableiten  kann: 

/;  (iCi,  .  .  .,  x„,  ai,p.,,  .  .  .,p„)  =  a., (/?), 

und  dazu  muss  die  gesuchte  Function  f.,   der  linearen  Gleichung  genügen: 

(,,  -  ^„  Q  =  0  oder  -  f  +  'l^  (||  -  ^  |)  =  0      ,     („. 

Hat  man  also  ein  Integi-al  /",  dieser  Gleichung  und  somit  die  Gleichung 
[ß)  gefunden,  so  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (a)  und  {ß)  die  Werthe 
von  px   ^^id  P2   als  Functionen  der  andern  Grössen  ab,  so  dass 

P2    =^    fX-2\p'^\i  •  .   •)  -^n)  ^1?  %)  ^3>   •  •   n  Pn)) 

ist,  und  man  hat  infolge  einer  der  Formen  der  Integrabilitätsbedingungen 
des  Ausdi-ucks  pydxx  +  •  •  •  +  Pn^Xn  die  Relation: 

{Pi   —  Mv   2h  —  .^2)  =  0 (f). 
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Sodann    muss    man    eine    dritte    Relation,    welche    den  Werth  von  p^ 
liefert,  von  der  Form 

tzK^ll  •  •  •)  ^m  ö^i,  0^2?  i^3»  •  •  -i  Pn)    =    «3        .       .       .       .       {^) 

finden  und  dazu  muss  man  eine  Function  f.^  bestimmen,  welche  gleichzeitig 
den  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  genügt 

ilh  —  th^  /s)  =•  0.     {P2  —  ß2^Q  =  ^   •     .     •     .     iv)- 
Es  sei  t  ein  Integral  der  ersteren;  man  bildet  den  Ausdinick 

^1    =    ilh    —    /^2'    0 

und  zeigt  mit  Hülfe  der  berühmten  Identität: 

{A,  {B,  C))  +  (B,  (C,  A))  +  (C,  {A,  B))  =  0, 

dass  t^  ebenfalls  ein  Integral  der  ersten  der  Gleichvmgen  (r^)  ist,  indem  man  be- 
merkt, dass  (2?! — /^i,  0  zufolge  der  Voraussetzung  und  (jj^ — ßi,  P-i — f^^) 
infolge  der  Bedingung  [ä]  gleich  Null  ist.  Da  aber  in  der  ersten  der  Glei- 
chungen (rj)  die  Variablen  p^,  .  .  .,  ^)„  als  unabhängige  Veränder- 
liche figuriren,  so  ist  es,  damit  t^  ein  Integral  im  wahren  Sinne  des  Wortes 
sei,  unerlässlich,  dass  die  Gleichung  (e)  für  beliebige  Werthe  dieser  Vari- 
ablen stattfinde  oder  in  Bezug  auf  alle  in  ihr  vorkommenden  Variabein 
eine  Identität  sei.  Dieser  Punkt  ist  es  nun,  auf  den  unserer  Ansicht 
nach  nicht  mit  genügender  Bestimmtheit  hingewiesen  worden  ist. 

Dieselbe  Bemerkung  findet  bei  jeder  weiteren  Operation  der  Methode 
statt.  Ist  die  Gleichung  (_f)  gefunden,  so  leitet  man  daraus  den  Werth 
von  P3  her,  trägt  denselben  in  die  Gleichungen  (ö)  ein  und  hat  auf  diese 
Weise : 

Px  =  n,     P2  =  ^2,    Pi  =  ^s, 

wo  v^,  Vo,  Vg  Functionen  von  Xi,  .  .  .,  x„,  %,  a.2,  a-si  Pi>  -  •  •■,  Pn  sind.  Die 
Integrabilitätsbediagungen  liefern  zwischen  diesen  Ausdrücken  die  Relationen : 

(Pi   —  n.   P2    -  ^2)  ==  ^  \ 

(Pi  —  n>  J's  —  ^3)  =  0  r («) 

iP2  —  '^2^  Ps  —  ^3)  =  ^  I    ' 

und  man  bedient  sich  dieser  als  identisch  vorausgesetzten  Relationen, 
um  zu  den  weiteren  Integi'ationen  fortzuschreiten  u.  s.  w. 

rV.  Weitere  Kritik.  Die  eben  angedeutete  Lücke  in  der  Theorie, 
welche  uns  beschäftigt,  ist  nicht  die  einzige.  Es  giebt,  wenn  wir  nicht 
iiTen,  noch  eine  andere,  die  wir  mit  allem  Vorbehalt,  den  der  grosse  Name 
Jacobi's  ei'heischt,  formuliren  wollen. 
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Worauf  stützt  man  sich,  wenn  man  die  Exactheit  der  Relationen  (f),  (k) 
und  anderer  analoger,  welche  eine  so  wichtige  Rolle  in  dieser  Theorie  spielen, 
voraussetzt?  Auf  das  feigende  von  Jacob  i  aufgestellte  Theorem  (Nova 
methodus  §12):  „Sind  ^>, , . . ., Pn  Functionen  der  Veränderlichen  Xi,x.^,.. .,  a-,, 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass p^dx^  -\-  p^dx^  +  •  •  •  +  Piid^n  ein  exactes 
DifiFerential  ist,  und  drückt  man  zwei  dieser  Functionen  ^;,  und  pk  mittels 
der  Variablen  x  und  anderer  Grössen  p  in  beliebiger  Anzahl  aus  (was  auf 
imendlich  viele  Arten  geschehen  kann),  so  hat  man  immer,  wenn  qp,  und 
<pk  die  Werthe  dei*selben  bezeichnen,  die  Bedingung: 

{pi  —  <5p„  pk  —  (pk)  =  0." 

Bestimmt  man  aber  unter  Einhaltung  des  Ganges,  den  wir  oben  re- 
sumirt  haben,  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

fi    =  «1'     fi    =   «2.  •  •  •) 

welche  zusammen  mit  der  Gleichung  (a)  das  integrable  System  bilden  sollen, 
aus  dem  man  für  Pi,  ■  -  .,  Pn  solche  Werthe  muss  ableiten  können,  dass 
Pidxi  -|-  •  •  •+  Pn^^n  ei^  exactes  Differential  ist,  so  weiss  man  in  dem  Augen- 
blicke, wo  man  irgend  eine  dieser  Gleichungen  (ß),  (^,  .  .  .  erhalten  hat, 
noch  nicht,  ob  sie  wirklich  zu  jenem  System  gehört. 

In  der  That,  die  Function  f^  z.  B.  muss  der  linearen  Gleichung  [y)  ge- 
nügen. Nun  hängt  die  Integration  dieser  Gleichung  {y)  von  deijenigen 
eines  Systems  von  2n — 2  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ab,  welches 
2w — 2  verschiedene  Integrale  besitzt,  und  man  nimmt  willkürlich  eins  dieser 
Integrale  /"j  ^  a,  (vorausgesetzt,  dass  es  p^  enthält),  um  daraus  die 
Gleichung  (ß)  zu  bilden,  ohne  sonst  zu  wissen,  ob  es  gerade  dasjenige  ist, 
welches  mit  (a)  und  anderen  zu  suchenden  Integralen  combinirt  das  System 
bildet,  vermittelst  dessen  man  passende  Werthe  für  i^i,  i?2'  •  •  •  erhalten 
kann.  Nichts  berechtigt  also  bisher,  auf  die  Werthe  p^^  =  ^j,  jp,  =  A*2» 
welche  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (ß)  abgeleitet  sind,  diese  Relation  (e) 
anzuwenden,  welche  zufolge  des  Satzes  von  Jacob i  ausschliesslich  für  die- 
jenigen Werthe  von  p^  und  p^  gilt,  welche  aus  dem  integrablen  System, 
d.  h.  aus  dem  System  von  Gleichungen  sieb  ergeben,  welches  für  Pi, p^... 
Werthe  giebt,  die  p^^dxx  +  •  •  •  +  Pn^Xn  zu  einem  exacten  Diff'erential 
machen. 

Ebenso  muss  man,  um  die  Function  f^  aus  der  Gleichung  (_^)  zu 
^den,  eine  Function  suchen,  welche  gleichzeitig  die  Gleichungen  {rf)  erfüllt. 
Nun  weiss  man  aber,  dass  mehrere  Functionen  existiren,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzen;  dieses  ergiebt  sich  schon  aus  der  Methode,  welche  man  an- 
wendet, um  eine  zu  finden.  Man  ist  also  nicht  sicher,  dass  diejenige,  welche 
man    wählt,    indem   man    sich    im  Allgemeinen   durch    die  Einfachheit  der 
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Kechnungeu  bestimmen  lässt,  gerade  diejenige  ist,  welche,  einer  Constanten 
a^  gleich  gesetzt,  eine  der  Gleichungen  des  integi-ablen  Systems  liefert. 
Hiernach  hat  man  aber  nicht  das  Recht,  auf  die  aus  den  Gleichungen 
(a),  (ß)  und  (^)  abgeleiteten  Ausdrücke 

Pi  =  n»   P2  =  ^2>   Ih  =  ^3 

die  Relationen  (k)  anzuwenden,  welche  voraussetzen,  dass  dieselben  zu  dem 
integrablen  System  gehören. 

Und  diese  Bemerkung  wiederholt  sich  bei  jedem  weiteren  Schritte. 

Aus  allem  diesem  dürfte  hei'vorgehen,  dass  das  Integrationsverfahren, 

wie  es  seit  Jacob i  stets  dargestellt  wurde,  nicht  auf  genügend  sicher  fest- 
gestellten Principien  beruht. 

V.  Neue  Darstellung.  Alle  diese  Schwierigkeiten  verschwinden 
und  die  Theorie  gewinnt  bedeutend  an  Einfachheit,  wenn  man  von  den  in 
imserer  Nr.  I  und  II  dargelegten  Principien  Gebrauch  macht.  Wir  wollen 
kurz  den  Gang  der  Beweisführung  in  diesem  Falle  angeben. 

Indem  man  ebenfalls  von  der  gegebenen  Gleichung  H^^  =  a^  ausgeht, 
aus  der  man  den  Werth  von  p^^  unter  der  Form  (a)  ableitet,  schreibe  man 
diese  letztere  Gleichung  folgendermassen : 

Ih  —  V^i  =  0; 

sodann  gehe  man  zur  Ermittelung  der  zweiten  Gleichung: 

Nim  liefert  uns  nach  dem  oben  in  (II,  2)  bewiesenen  Satze  die  Gleichung 
(B),  in  welcher  11,.==  Pi  —  V^i,  Hs  =  f.2  zu  setzen  ist,  zur  Bestimmung 
der  Function  f. 2  die  lineare  Gleichung: 

{Pi  —  Wi^  Q  =^  '^ iy)i 

von  der  man  nach  der  bekannten  Methode  ein  Integral  sucht.  Sind  die 
Gleichungen  (a)  und  iß)  gefunden,  so  leitet  man  daraus  die  Werthe^j  =  fh^ 
p^  =  fjL.^  von  p^  und  p.2  als  Functionen  der  andern  Veränderlichen  her  und 
erhält  unmittelbar  zufolge  der  Gleichung  (y)  und  des  Zusatzes  1  der  Nr.  II 
oder  zufolge  der  Gleichung  (C)  die  Relation: 

{Pl   —  fh^    P2  —  ;"2)  =  *^ {^)'« 

Diese  Gleichung  {£)  ist  ferner,  wie  wir  bewiesen  haben,  eine  Iden- 
tität, wodurch  jede  Schwierigkeit  in  der  weiterhin  zu  machenden  An- 
wendung derselben  beseitigt  ist. 
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Indem  wir  sodann  zu  der  Ermittelung  der  Gleichung 

gehen,  setzen  wir  in  dem  Theoreme  (11,  2)  //j  ^  2h  —  /'i'  ^^2  ^^  P>  —  A^i» 
7/3  =  /Ij ;  dieses  Theorem  besagt,  dass  f.^  gleichzeitig  den  Gleichungen 

ijh   —  ."p  Q  =  ^.     ilh  —  .^h^  A)  =  Ö     .     .     .     {r]) 

genügen  muss.  Hat  man  auf  dem  von  .lacobi  angegebenen  Wege  eine 
Function  f.^  gefiuiden,  welche  gleichzeitig  diesen  beiden  Gleichungen  ge- 
nügt, und  hat  man,  indem  man  dieselbe  einer  Constanten  a^  gleichsetzt,  die 
Gleichung  (^)  gebildet,  so  besitzen  offenbar  die  aus  den  Gleichimgen 

Pi  —  Ml  =  0,     p.,   —  ,u.  =  0,    7;.,  —  //g  =  0 

abgeleiteten  Wei-the  jj^  =  v^,  p.^  =  v.^,  p^  =  v.^  die  durch  die  Gleichungen 
(k)  definirten  Eigenschaften.  Man  braucht  dazu  nur  zu  setzen  H^  =  Pi  — fhi 
H.,  ^  p-y  —  /W-.>,  II A  =  fi  ^^^  ZU  bemerken,  dass  zufolge  der  Gleichungen 
(e)  und  (tj)  und  zufolge  des  Zusatzes  (II,  1)  die  Gleichung  (C)  hier 
anwendbar  ist.  Femer  sind  diese  Gleichungen  (k),  wie  schon  bemerkt, 
identisch,  was  unerlässlich  ist  für  die  Anwendung,  die  man  fernerbin  von 
ihnen  macht. 

In  derselben  Weise  fährt  man  fort,  ohne  dass  man  sich  darum  zu  kümmern 
hätte,  ob  die  Gleichungen  f.,  =  «g,  f^  =  «3,  •  •  .,  welche  man  nach  und  nach 
erhält,  wirklich  zu  dem  System  gehören,  welches  pydx^  +  •  •  •  +  Pn^^n 
zu  einem  exacten  Differential  macht;  denn  bei  unsei'er  Methode  sind  die 
Relationen  (e),  (k)  und  andere  analoge  Folgen  der  bereits  erhaltenen  Glei- 
chungen und  keineswegs  Folgen  der  Voraussetzung,  dass  diese  Gleichungen 
zu  dem  integrablen  System  gehören. 

Erst  am  Ende  der  Integration,  wenn  man  die  n  Gleichungen ^^  ==  \i 
(2  =  «2»  ■  '  '1  fn  =  «»)  welche  nothwendig  sind,  um  p^,  p^,  .  .  .,  pn  als 
Functionen  von  x-^^  x^,  ,  .  .,  Xn  darzustellen,  erhalten  hat,  giebt  uns  derselbe 
Zusatz  (II,  1),  wenn  man  ihn  in  derselben  Weise  auf  die  aus  diesen 
Gleichungen  abgeleiteten  Ausdrücke 

P^    =   Tt^  [X^,  .  .  .,  Xni    «1,  öTg,  .  .  .,  (l„), 
Pi    ^2  y^V  •  •  '1  '^n:    0,11  (^21  '  '  *'  ^nji 


Pn   ^n  V-^l»  •  •   •)  ^«)    %)  Oi-2i  •  •  •>  ^n) 


fVi    All 1  ^ 

anwendet,  unmittelbar  die  —^ — -  identischen  Relationen: 

{pi   —   ^h     Pk   —   ^k)   =   0, 
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wo  i  und  Je  irgend  welche  Werthe  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  %  sind.  Nun 
reduciren  sich  aber  diese  Relationen  der  schon  (II,  3)  gemachten  Bemerkung 
nach  auf  die  folgenden 

Ott,-  ""^/t 


Sx,.  8Xf 

und  zeigen  somit,  dass  Jt^,  .  .  .,  Tt^  gerade  die  Ausdrücke  von  p^,  .  .  .,  pn 
sind,  welche  p^dx^  +  •  •  •  +  Pndx„  zu  einem  exacten  Differential  machen. 
Die  in  den  Nr.  I  und  II  dargelegten  Principien  sind  nicht  minder 
nützlich  in  der  Theorie  der  Integration  der  .simultanen  Gleichungen:  sie 
beseitigen  umnittelbar  die  Schwierigkeiten,  welche  Bour  in  dieser  Theorie 
übrig  gelassen  hatte,  und  führen  in  natürlicher  Weise  zu  der  Methode 
von  A.  Mayer. 


3.  Kapitel. 
Integration   der  simultanen   partiellen  Differentialgleichungen 


erster  Ordnung. 


§  21.  Allgemeine  Theorie.    Methode  von  Bour.^) 

79.  Fall,  wo  die  gegebenen  Gleichungen  nach  m  der  Grössen 
p  aufgelöst  sind.  —  Nehmen  wir  an,  dass  man  eine  gemeinschaftliche 
Lösung  der  m  Gleichungen 

i>i  =  Vi  (^1-  •  •  •>  ^n,  p,n+x^  .  .  .,  2'«)       ....     (Ij), 

P2     =    W-2  (^1)   •  .  -1  ^n,    P,nA-V   '  •  v  Ih)  ....       (lg), 


Pm  Wmy^Xi  .  •  •)  ^m  Pm+li  '  •  •■>  Pn)         ....      (l;/i) 

ZU  suchen  habe,  so  kommt  die  Aufgabe  darauf  zurück,  n  —  m  neue  Re- 
lationen zwischen  den  p  und  den  x  von  solcher  Art  zu  suchen,  dass  die 
Werthe  von  P\,  .  .  .,  P2  als  Functionen  der  x,  welche  man  aus  diesen  neuen 


*)  Sur  Vintegration  des  equations  differentielles  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre.  (Journal  de  l'ecole  polyt.  39.  Heft,  S,  149 — 191),  insbesondere  §  EQ, 
S.  163 — 174.  Die  Methode  von  Bour  ist  auseinandergesetzt  in  Graindorge 
Vm,  S.  73-89:  Imschenetsky,  §  23,  S.  121—136;  Collet  (Ann,  de  recole 
normale  superieure,  Bd  YII,  S.  7—47).  Die  Methode  von  Bour  enthielt  einen 
leichten  Irrthum,  der  von  diesen  verschiedenen  Autoren  ebenfalls  begangen  und 
von  Mayer  in  einer  ausgezeichneten  kleinen  Abhandlung  (Math.  Annal.,  Bd.  IV, 
S.  88—94),  deren  wesentlichen  Inhalt  wir  hier  wiedergeben,  berichtigt  wirrde. 
Dieselbe  ist  betitelt:  „Üher  die  Integration  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen der  ersten  Ordnung  mit  derselben  unbekannten  Function."  Imsche- 
netsky, §  26,  S.  145—156,  wendet  die  allgemeine  Theorie  auf  die  unmittelbare 
Bestimmung  der  Integrabüitätsbedingungen  eines  Differentialausdrucks  an. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  l*^ 
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und  den  gegebenen  Gleichungen  ableiten  kann,  den  Ausdruck 

dz   =  p^clx^    +  lh^X2    +   •  •  •   +  PndXn        ....       (2) 

integrabel  machen. 

Es  folgt  daraus,  dass  man  für  die  Werthe  von  i  und  von  h,  welche 
in  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .,  m  enthalten  sind,  haben  muss: 

{Pi  —  Wh  Pk  —  Wid  =  ö (3). 

Man  hat  hier  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Es  ist  möglich,  dass  die  Gleichung  (3)  identisch  erfüllt 
ist   für    alle  Werthe    von  i  und  h. 

In  diesem  Falle  findet  man  den  Werth  von  ^,  indem  man  sich  der 
Jacobi'schen  Methode  für  den  Fall  einer  einzigen  partiellen  Differential- 
gleichung von  dem  Augenblicke  an,  wo  man  bereits  m  Relationen  zwischen 
den  p  und  den  x  kennt,  bedient. 

Man  sucht  also  n — m  andere  Relationen 


A  ^1?     fi  %?  •  •  •'   In— in  ''«— 


m 


zwischen  den  p  und  den  x  und  findet  eine  Lösung,  das  sogenannte  voll- 
ständige Integral  mit  n  —  m  -\-  \   willkürlichen  Constanten. 

II.  Man  kann  möglicherweise  für  ein  oder  mehrere  Werth- 
systeme  von  i  und  Tc 

(Pi  —  Wh  Pk  —  y^k)  =  const 
oder: 

{Pi  —  Wh     Pk  —  Wk)    =    ^(^1,  ^25  •  •   n  Xn) 

finden. 

In  diesem  Falle  haben  die  Gleichungen  (1)  keine  gemeinschaftliche 
Lösung,  da  es  entweder  absolut  unmöglich  ist,  der  Bedingung  (3)  zu  ge- 
nügen, oder  man  derselben  nur  genügen  könnte,  indem  man  F  =^  (i  setzt, 
d.  h.  indem  man  annimmt,  dass  zwischen  den  x  eine  Relation  besteht.^) 

in.  Man  kann  möglicherweise  für  ein  oder  mehrere  Werth- 
systeme  von  i  und  h 

{Pi  —  Wh  Pk  —  Wk)  =  fixi,  .  .  .,  x„,  p,„^i,  .  .  .,  pn) 
finden. 

In  diesem  Falle  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  das  gegebene  System  eine 
Lösung  hat,  die  Relationen,  welche  noch  zwischen  den  x  und  den  p  zu 
suchen  bleiben,  derart  beschaffen  sein  müssen,  dass  man  für  jede  Function 
f  hat: 

^)  Man  würde  jedoch  untersuchen  können,  ob  man  sich  nicht  in  dem  Falle 
der  halblinearen  Gleichungen  von  Lie  befindet,  von  denen  wir  oben  (Nr.  14) 
nur  die  Definition  haben  geben  können. 
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Mithin  müssen,  und  darin  besteht  im  Wesentlichen  die  Methode  von 
Bour,  alle  diejenigen  von  diesen  Gleichungen  /"  =  0,  welche  von  ein- 
ander verschieden  sind,  zu  dem  ursia-ünglichen  System  hinzugefügt  werden, 
da  sie  ebenso  wie  die  gegebenen  Gleichungen  selbst  erfüllt  sein  müssen. 

Das  in  dieser  Weise  vervollständigte  System  muss  wie  das  ursprüng- 
liche System  behandelt  werden;  tritt  der  Fall  I  ein,  so  vollendet  man  die 
Auflösung  nach  der  Methode  von  Jacobi;  kommt  man  auf  den  Fall  11, 
so  hat  die  Aufgabe  keine  Lösung;  begegnet  man  dem  Falle  HI,  so  muss 
man  zu  den  gegebenen  Gleichungen  noch  neue  Gleichungen  hinzufügen  und 
bezüglich  eines  dritten  aus  dem  vorigen  System  und  den  neuen  Gleichungen 
bestehenden  Systems  dieselbe  Untersuchung  anstellen.     U.  s.  w. 

Ottenbar  kommt  man  zuletzt  auf  den  Fall  I  oder  auf  den  Fall  11. 
Kommt  man  insbesondere  auf  ein  System  mit  mehr  als  n  Gleichungen,  so 
ist  die  Aufgabe  unmöglich. 

80.  FaU,  wo  die  Gleichungen  in  impliciter  Form  gegeben 
sind.  —  Es  seien 

H^  =  0,    H,  =  0,  .  .  .,    H„,  =  0      .     .     .     .     (11) 

wo  H  eine  Function  von  x^,  a;,,  .  •  .,  ^„,  Pi,  Pi,  ■  ■  -^Pn  bezeichnet,  die  ge- 
gebenen Gleichungen.  Wie  oben  beweist  man,  dass  man  für  die  Werthe 
von  i  und  Tc,  welche  nicht  grösser  als  m  sind, 

{Hi,  Hk)  ==  0 (3') 

haben  muss.  Man  findet  ebenfalls,  dass  drei  Fälle  zu  untersuchen  sind 
analog  den  obigen,  ausserdem  aber  noch  ein  vierter,  der  Bour  entgangen 
war  und  auf  den  Mayer  aufmerksam  gemacht  hat. 

I.  Die  Gleichungen  (3')  sind  identisch  erfüllt  für  alle  Werthe 
von  i  und  Je,  die  nicht  grösser  als  m  sind.  In  diesem  Falle  führt 
die  im  §  19  auseinandergesetzte  Jacobi'sche  Methode  am  häufigsten  zur 
Lösung;  wenn  nicht,  wende  man  die  Methode  des  §  20  an. 

n.  Man  findet  für  ein  oder  mehrere  Werthsysteme  von  i  und  k: 

{Hi,  Hh)  =  const 

(Hi,    Hk)   =    F{Xi,  .  .  .,  X„,    Hl,  Hz,  .  . .,  Hm): 

(H„  Hk)  =  Fix,,  .  .  .,  x„,  0,  0,  0,  .  .  .  0). 


d.  h. 


In    diesem  Falle    haben    die    Gleichungen  (1')  keine  gemeinschaftliche 
Lösung. 

m.  Man  hat  für  ein  oder  mehrere  Werthsysteme  von  i  und  k: 

{Hi,  H/,)  =  fix,,  Xo,  .  .  .,  x,„  Pi,  .  .  .,p„). 

12* 
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In  diesem  Falle  füge  man  die  Gleichungen  /"  =  0  zu  dem  ursprüng- 
lichen Systeme  hinzu  und  diskutire  das  vervollständigte  System  in  derselben 
Weise  wie  das  ursprüngliche  System,  wobei  man  den  Fall  IV  mit  zu  be- 
rücksichtigen hat. 

rV.  Endlich  ist  es  möglich,  dass  die  Gleichungen  (3')  be- 
friedigt sind,  aber  nicht  identisch,  sondern  zufolge  der  Glei- 
chungen (!')  selbst.  Dies  tritt  z.  B.  immer  ein,  wenn  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (!')  vollkommene  Quadrate  sind: 

lil  =  0,     hl  =  0,  .  .  .,  hl  =  0, 

da  jedes  Glied  von  (Hi,  Hk)  alsdann  den  Factor  Ä,  h/^  enthält.  In  diesem 
Falle  muss  man  auf  die  Methode  des  vorigen  Paragraphen  zurückgreifen, 
um  zu  sehen,  welcher  der  Fälle  I,  11  oder  III  eintritt. 

Bemerkungen.     I.  Es  sei: 

Nach  dem  Satze  von  Jacobi  hat  man: 

(^.>  ^.-hi)  =  (Sj,  {Hi,  H,))  =  -  (H,,  (^„  Hj))  -  (^,,  {Hj,  m. 
Ist  nun  bereits: 

(iS-,,  H,)  =  0,     (F„  Hi)  =  0, 

so  findet  man  ohne  neue  Rechnung: 

II.  Mag  man  die  Gleichungen  in  der  einen  oder  der  andern  Form  an- 
wenden, in  jedem  Falle  müssen  die  Gleichungen  eines  jeden  betrachteten 
Systems  algebraisch  mit  einander  verträglich  sein. 

81.  Besonderer  Fall,  in  welchem  man  nicht  auf  die  Gleichungen 
p  —  j^  =  0  zurückzugehen  braucht,  i)  —  Nehmen  wir  an,  dass  man 
die  m  Gleichungen  H  =  0  der  vorigen  Nummer  nach  p^,  P2,  •  •  •,  Pm  ^.uf- 
gelöst  habe  und  dass  man  darauf  in  diese  Gleichungen  wiederum  die  ge- 
fundenen Werthe  von  Pi,  P2,  ■  ■  -,  Pm  eingesetzt  habe,  so  werden  dieselben 
zu  Identitäten  und  man  hat  infolgedessen: 

8x     ~^     SPi      8x     ~^  "  '  '^    8pm     8x    ~     ' 


^)  Die  Bemerkmig   dieser  Nummer    rührt  ebenfalls  von  Mayer  her  (Math. 
Annal.  Bd.  IV,  S.  93—94). 
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eine  Gleichung,  die  man   auch  schreiben  kann: 

dH    8H     S{p,  —  ip,)      ,  ^      Sir      Sipm—^pin) 


5X  dPi  ÖX  dpm  SX 

Ebenso  hat  man: 

öH    ^^    6H    J(j>,— 1»,)      ,  .     I       *^      S(pm  —  V>m) 

Sp  Öp,  Sp  6pm  öp 

selbst  für  p  =  pi, p^^  ■  •  -^  Pm-     Mithin: 

[Hi,  Hk)  =  12:  -|-i-  ^  {pr  —  ipn  Ps  —  iPs)- 

1     1      OPr         dp.i 

Lösen  wir  diese  Gleichungen  nach  (^v  —  y^n  Ps  —  ^^)  fiuf,  so  ist  der 
Nenner  des  Werthes  dieser  Ausdx'ücke  das  Quadrat  der  Determinante 

S{JS^,  IT.,,  .  .  .,  H,/i) 

S{Pi,P2,  '  .  ;P"')    ' 

in  der  man  sich^^j^,^^?  •  -'iPm  durch  ihre  Werthe  ersetzt  denkt.  Ist  diese  Deter- 
minante nicht  null,  so  werden  im  Allgemeinen  die  Gleichungen  (Hi,  Ilk)  =  0 
die  Gleichungen  [p,.  —  xp,-,  Ps  —  yh)  =  0  zur  Folge  haben,  und  man  bx-aucht 
somit,  da  der  vierte  Fall  in  der  Analyse  der  vorigen  Nummer  nicht  in 
Betracht  kommt,  bei  der  Anwendung  der  Methode  von  Bour  einzig  und 
allein  Gleichungen  von  der  Form  (S,-,  Hu)  =  0  zu  benutzen. 

Dies  tritt  insbesondere  stets  in  dem  Falle  der  linearen  Gleichungen 
ein,  da  die  Determinante  nicht  mehr  Pi, P2,  •  •  •, Pm  enthält. 

82.  Beispiel^).  Wir  wollen  die  Gleichungen  betrachten: 

Hl  =  PiPs   —  «2^4  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  p^  und  p.,  linear  sind  und  auf  die  man  somit  die 
Methode  der  Nr.  80  anwenden  kann,  ohne  auf  den  Fall  IV  Rücksicht 
nehmen  zu  müssen. 


')  Imschenetsky,  Nr.  105,  S.  133— 136;  Collet  S.  44— 47;  Graindorge 
Nr.  79 — 83,  S.  77 — 85.  Wir  geben  dieselbe  Lösung  wie  Imschenetsky;  Collet 
giebt  eine  complicirtere  Lösung,  indem  er  von  der  folgenden  gemeinschaftlichen 
dem  zweiten  Werthsystem  der  p  entsprechenden  Lösung  der  Gleichungen  ausgeht: 


._  (x,Y 


Dieser  Werth  ist  mit  Hülfe  der  Lösung  x^  —  x^x^x^^p^—"^  der  ersten  der  drei  zu 
integrii-enden  linearen  partiellen  Ditferentialgleichungen  gefunden.  Graindorge 
reproducirt  diese  beiden  Lösungen  unter  einer  andern  Form  und  giebt  ausserdem 
eine  dritte  Lösung  nach  der  Methode  von  Lagrange,  nachdem  einmal  die  Werthe 
von  jPj,  p.,,  p^  erhalten  sind.  Ein  anderes  Beispiel  findet  sich  weiter  unten  (Nr.  93). 
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Man  findet: 

{Hl,  H^)  =  x^pi  —  X.2P0  +  x^p.^   —  x^p^. 


Setzt  man: 
so  hat  man: 


(H^,  fi-g)  =  —  2f2>ii)3  —  x,x^)  =  —  2  i?i  =  0, 

(^2,  ifs)    =    +    2  (i)2l)4    -    XiX,)    =    +    2    ^2    =    0. 

Aus  den  drei  Relationen  Hi  =  0,    H2  ^  0,    H^  =  0  erhält  man 
die  beiden  folgenden  Werthsysteme  für  2h^  P2^  Ps- 

Pi   = 


Pi 


Pi        -^-^> 

^3 

P4^4 

M-     -^-^. 

P.  '  "^  !>. 


Das  zweite  Werthsystem  wird  erhalten  durch  Yertauschung  der  Indices  1 
und  3  in  dem  ersten.  Die  Lösung  der  Aufgabe  in  dem  einen  Falle  giebt 
somit  durch  dieselbe  Yertauschung  die  Lösung  in  dem  andern.  Wir  wollen 
das  erste  System  nehmen.  Man  hat  die  Jacobi'sche  Methode  auf  das 
System  von  simultanen  linearen  Gleichungen  aiizuwenden: 

(i?j   —  x.,x^pj^,    /•)  =  0, 

{p,   —  x^x^pI^,   f)  =  0, 

{Pz    —  P4^4^7^    /")  =  0, 

in  denen  f  eine  Function  von  x^,  x^,  %,  x^  und  p^  ist.  Die  beiden  ersten 
dieser  Gleichungen  sind,  ausführlich  hingeschrieben: 

8f     ,      8f  —2  n 

^   +  ^^  ^2^sP.      =0, 

8f      ,       Sf  -2  n 

^    +    ^  ^i^sP,      =  0. 

Sie  haben  als  gemeinsame  Lösung  'd^  =  2>i-  Setzen  wir  diesen  Aus- 
druck in  die  linke  Seite  der  dritten  ein,  so  finden  wir  eine  zweite  den 
beiden  ersten  gemeinschaftliche  Lösung,  nämlich  i^^  =  Pi^3~^-  -^^  giebt 
keine  andere  von  t?^  und  §.y  unabhängige  weiter.  Die  den  drei  Gleichungen 
gemeinschaftliche  Lösung  muss  sodann  der  Gleichung  genügen: 

dXj    d&^      ,       dd-^   dXg 

Q'l  •S",  9^  Xg 

Dieselbe  führt  schliesslich  zu  der  gemeinschaftlichen  Lösung 
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Aus  diesem  Werthe    von  2>4  und    den    obigen  Restdtaten   erhält  man 
dann : 

Pl     =    ^,   P-2    =  ^S   Ps    =    0^1. 

dz  =  —  [x^dxi  +  x^dx^)  -\-  a{x^dx.^  +  ^3<^^i)j 
e  =  —  x.Xo  4-  axoX.  4-  ^'■ 

Durch  Vertauschung    der    Indices    1   und   3    findet    man    eine    andere 
Lösung: 


4.  Kapitel. 

Methode  von  Clebsch  für  die  Integration   der  linearen 
partiellen  Dilferentialgleichungen,  zu  denen  die  JacoM'sche 

Methode  führt.  ^) 


§  22.  Zurückführung  eines  vollständigen  Systems  linearer  Gleichungen 
auf  ein  Jacobi' sches  System  oder  die  Transformation   von  Clebsch. 

83.  Eigenschaft  eines  vollständigen  Systems.  —  Es  sei  gegeben 
ein  System  linearer  homogener  partieller  Diiferentialgleichungen : 

A^Z  =   0,      AjZ  =   0,  .  .  .,    Ä^^s   =   0     .      .      .      .      (1), 
in  denen 

,  dz      ,  dz      ,  ,  dz 


ist.  Sollen  die  Gleichungen  des  gegebenen  Systems  eine  gemeinschaftliche 
Lösung  haben,  so  müssen,  wie  wir  im  §  17  gesehen  haben,  für  alle  Werthe 
von  i  und  k,  welche  nicht  höher  sind  als  jU,  die  Gleichungen  bestehen: 

(ÄiÄ,.  —  AkÄi)^  =0 (2). 


^)  Clebsch,  trber  die  simultane  Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen (Grell e's  Journ.  Bd.  65,  S.  257—268),  S.  257—266.  In  der  ersten 
französischen  Auflage  dieses  Werkes  hatten  wir  nach  Clebsch  die  im  §  23  aus- 
einandergesetzte Methode  die  Weiler'sche  Methode  genannt,  aber  Weiler  hat 
bemerkt,  dass  seine  Methode  von  der  in  diesem  Kapitel  auseinandergesetzten 
verschieden  ist.  Weiler  hat  zahlreiche  Arbeiten  über  die  partiellen  Differential- 
gleichungen veröffentlicht,  welche  man  in  den  folgenden  Journalen  findet: 
Grunert's  Archiv  1858.  Bd.  33,  S.  268—284;  Schlömilch's  Zeitschrift,  1863, 
Bd.  8,  S.  264-292;  1875,  Bd.  20,  S.  83—92,  271-299:  1877,  Bd.  22,  S.  100—125. 
Die  Weiler'sche  Methode  wurde  von  Mayer  in  den  Math.  Ann.  1875,  Bd.  9, 
S.  347 — 370  einer  kritischen  Untersuchung  unterzogen.  Es  fehlte  uns  an  Zeit, 
um  eine  Analyse  dieser  Arbeiten  von  Weiler  zu  geben.  In  dem  Jahrbuch  über 
die  Fortschritte  der  Mathematik  1877,  Bd.  9,  S.  265  sagt  Mayer  über  die  letzte 
Abhandlung  von  Weiler:  „Der  Aufsatz  bringt  eine  neue,  von  den  früheren 
Mängeln  befreite  Darstellung  der  Weiler'schen  Integrationsmethode." 
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Sind  diese  Relationen  identisch  erfüllt,  so  nennt  Clebsch  das  gegebene 
System  ein  -lacobi'sches  System;  ist  die  linke  Seite  der  Gleichungen  (2) 
eine  lineare  Combination  der  Gleichungen  (1),  so  nennt  er  es  ein  voll- 
ständiges System,  und  wir  wissen,  dass  die  Gleichungen  (1)  in  diesem  Falle 
ebenfalls  eine  gemeinschaftliche  Lösung  haben,  wie  wir  im  vorigen  Kapitel 
gesehen  haben.  Wenn  endlich  die  Gleichungen  (2)  nicht  für  alle  Werthe 
von  /  und  k  erfüllt  sind,  so  kann  man  nach  der  Methode  von  B  o  u  r  das 
gegebene  System  in  ein  vollständiges  System  transformiren,  oder  sich  über- 
zeugen, dass  es  keine  Lösung  hat.  Man  braucht  also  nur  die  vollständigen 
Systeme  und  die  Jacobi'schen  Systeme  zu  betrachten. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  das  vollständige  System  (1)  gegeben.  Es 
seien  femer 

Mz  =  m^A\Z  -|-  m.2A.^z  +  •  •  •  +  "V'^.«'^  ^^  ^ 
Nz  =  n^A^z  -j-  n^A^z  +  •  •  •  +  w<iJ,.«.är  ==  0 

zwei  lineare  Combinationen  der  gegebenen  Gleichungen ;  dann  gilt  dasselbe  von 

MNz  —  NMs  =  0. 
Man  hat  nämlich: 

MNz  =  m^Ay  {riyA^z  -\-  n.,A.^z  +  •  •  •  +  '^uAi^z) 

+  m^A,  {n^A^z  +  ^2^2^  +  •  •  •  +  ^^a-^u^) 


4-  m^,A,^{n^A^z  +  n.;^A.,z  +  •  ■  •  +  n^A^^z) 


,">." 


=  {Mn^  X  ^-^1^  +  •  •  •  +  Mn,,  X  A^z)  +  ImiYikAiAkZ. 
Mithin:  i-i 

{MN—  NM)z  =  I{3Ini  —  Nm,)  X  AiZ  -{-'Zmink{AiAk  —  AkAijz. 

1,1 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  von  selbst  eine  lineare  Combi- 
nation der  gegebenen  Gleichungen;  dasselbe  ist  infolge  der  Gleichungen  (2) 
nait  dem  zweiten  Theile  der  Fall.     Mithin  schliesslich: 

In  einem  vollständigen  System  kann  man  eine  gewisse  An- 
zahl von  Gleichungen  durch  eine  gleiche  Anzahl  anderer  Glei- 
chungen, welche  Combinationen  der  gegebenen  Gleichungen  sind, 
ersetzen,  ohne  dass  es  aufhört,  ein  vollständiges  System  zu  sein. 

84.  Reduction  eines  vollständigen  Systems  auf  ein  Jacobi'sches 
System.  —  Es  seien 

^l>   **2'  •  •  •'   ^V 

ju  willkürliche  Functionen  und  es  mögen  die  Gleichungen 

B^z  =  0,     B.,z  =  0,     B^z  ==  0,  .  .  .,     B,,z  =  0     .     .     (3) 
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aus  den  folgenden  Relationen  sich  ergeben  haben: 

AtS  =  Am.  .  ä^  +  A^u.^  .  B.^z  4-  ...  4-  A^u„ .  B^^s 

; ". ".  ^  .  .  .  .  V .  .  f  •  ^^^• 

Af^s  =  A^ti^  .B^z-\-  A,,u.^  .  B.2Z  -f  .  . .  4-  A^u^ .  B^z 

Das  System  (3)  ist  alsdann  ein  Jacobi'sches,  d.  h.  man  hat  identisch: 

{BiBk  —  BkBi)^  =  0 (5). 

Setzt  man  nämlich  in   den  Gleichungen  (4)  der  Reihe  nach  z  =  u^, 
z  =  zig,  .  .  .,  z  =  Wuj  so  findet  man,  wie  leicht  zu  sehen: 

B^u^  =  1,     B.yU^  =  0,     B^ii^  =  0,  .  .  .  .,     B^u^  =  0       (6^), 
B■^^^.2  =  0,     B.2U.2  ==  1,     B^Uo  =  0,  .  ,  .  .,     B^^Uo  =  0       (6,), 

B^Ua  =  0,     B.,Ua  =  0,     B.^Ua  =  0,  .  .  .  .,     B^ii^  =  1       (6^), 
d.  h. 

BjU/c  =  0,     BiUi  =1 (6). 

Der    Nr.  83    zufolge    ist    [BiB/^  —  B^^Bi)^    eine    lineare  Combination 
der  Ausdrücke  As  oder  nach  (4)  der  Ausdrücke  Bz.     Mithin: 

{BiB/,  —  BuBi)  z  =  C^B^z  +  C^B.^z  +  C^B^z  -{ h  C,ß^z  =  0      (7). 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  z  =  u^,    z  =  n.j,  ■  ■  .,    z  =  t«^,  so 


fol^t 


o 


Ci  =  0,   a  =  0, . . .,   Cu=  0 


infolge  der  Relationen  (6).     Mithin  ist  schliesslich  die  Gleichung  (5)  iden- 
tisch befriedigt. 

Zusatz.  Das  Jacobi'sche  System  (3)  ist  so  beschaiFen,  dass  man 
ß  —  1  verschiedene  Lösungen  einer  jeden  der  Gleichungen  kennt,  welche 
dasselbe  bilden,  und  zwar  geht  dies  aus  den  Gleichungen  (6)  hervor. 

85.  Integration  des  Systems  der  Gleichungen  Bz  =  0.  —  Die 
Methode  besteht,  wie  bereits  erwähnt,  darin,  dass  man  zunächst  eine  Lösung 
der  ersten  Gleichung,  sodann  eine  Lösung  der  beiden  ersten,  dai'auf  eine 
der  drei  ersten  Gleichungen  u.  s.  w.  sucht.  Jedoch  vereinfacht  sich  die 
Lösung  infolge  des  Zusatzes  in  voriger  Nummer.  Nimmt  man  nämlich  an, 
dass  man  eine  Lösimg  -d-^  der  i  —  1  ersten  Gleichungen  gefunden  habe, 
welche  von  den  unmittelbar  bekannten  Lösungen,  welche  etwa  m,-,  m,-^_i,  . . .,  u^, 
seien,  verschieden  ist,  und  setzt  man 

■d.2  =  Bii}^,     j?3  =  BA,  .  .  .  ., 
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so  werden  i^,,  dg,  .  .  ,  ebenfalls  Losungen  der  i  —  1  ersten  Gleichunfjen 
sein.  Da  man  für  t  —  1  Gleichungen  mit  n  unabhängigen  VerilutltTÜcheu 
nicht  mehr  als  n  —  {i  —  1)  gemeinschaftliche  Lösungen  finden  kann,  so 
ist  man  sicher,  dass  die  Reihe  der  Werthe 

i/i,  d.,,  .  .  .,  Or,  u„  n-_^i,  .  .  .,  Wu (8) 

nicht  mehr  als  n  —  (i  —  1)  verschiedene  Werthe  enthalten  kann.  Somit 
ist  r  höchstens  gleich  n  —  /u.  Wir  suchen  alsdann,  wie  wir  dies  oben 
gethan  haben,  eine  Function 

welche  der  Gleichung  BjZ  =  0  genügt.     Dazu  muss  sein: 


rf-ö-      ■     ,.  Q    rf-S-     ■  ,    ,,  a     d&     ,     ,,       d»     ,  ,    „        d9 


=  0. 


M  ^  +  i^'O,  -^^  +  . . .  +BA  5^.  +  B.Ui  rf^  +  ••  •  +  ^<^V  ^  = 

Wegen  der  Definition  der  d  und  der  Gleichungen  (6)  reducirt  sich 
diese  Gleichung  auf 

worin  ^^^i  eine  Function  der  andern  Lösungen  der  i  —  1  ersten  Glei- 
chungen ßs  =^  0  ist.  Somit  vereinfacht  die  Existenz  der  Gleichungen  (6) 
die  Ermittelung  der  Reihe  (8)  sowie  die  Hülfsgieichung. 

Die  vollständige  Lösung  des  Systems  (2)  wird  mit  Hülfe  der  im 
vorigen  Kapitel  angegebenen  Methoden  bewirkt. 

§  23.  Methode  zur  Integration  der  simultanen  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen, SU  denen  die  Jacobfsche  Methode  führt.^) 

86.  Besondere  Bezeichnungen  und  Pestsetzungen  für  die  An- 
wendung der  Methode  des  vorigen  Paragraphen.  —  Der  grösseren 
Bequemlichkeit  wegen  schreiben  wir  die  Systeme  der  Nr.  67  folgendermassen : 

A,H,  =  0       (IJ, 

Aj^Hs  =  0,  A>Hs  =  0     .     .     . (I2), 

A,H^  =  0,  Ä,H^  =  0,  A,H^  =  0        (I3), 

A^H„  =  0,  A,H„  =  0,  A,H„  =  0,....,  Ä„_,H„  =  0  {!,,_,), 

*)  Wir  verbessern  hier  nach  der  Abhandlung  von  Clebsch  einen  Irrthum, 
der  sich  bei  der  ersten  (französischen)  Auflage  dieses  Buches  eingeschlichen  und 
auf  den  uns  Herr  Hamburger  in  seiner  Recension  unseres  Buches  (Hist.  liter. 
Abtheilung  von  Schlömilch's  Zeitschi-ift  1877,  Bd.  XXII,  S.  41—48)  gütigst 
aufmerksam  gemacht  hatte. 
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und  die  transformirten  Systeme  wie  folgt: 

^1,1^2  =  0 (1\), 

-^1,2^3  =  ö'         ^2,2^3  =  0 (l'g), 

^,3-04   =  0»         -^2,3-04  =  0,       B^^^H^  =  0 (l'g), 

^1  ,„_i  i^n  =  0,  B.2„_^H„  =  0,  B^^^^_^Hn  =  0,  . .  . .,  i^„_i,„_iif„  =0  (l'„_i). 

•  Um  die  Transformation  von  Clebsch  auszuführen,  halten  wir  uns  an 
die  folgenden  Regeln:  1)  die  m  sind  dieselben  für  das  System  (1,)  wie  für 
das  System  (li_i),  nur  dass  man  zur  Transformation  von  (1,)  eine  Function 
Ui  mehr  nimmt.  2)  Diese  Function  Ui  ist  eine  Lösung  der  i  —  2  ersten 
Gleichungen  des  transformirten  Systems  (l',_i).  3)  Da  die  Systeme  (1^), 
(I2),  (I3),  .  .  .,  (l„_i)  nicht  unabhängig  sind,  sich  jedoch  ein  jedes  von  ihnen 
nur  durch  Hinzufügung  einer  Gleichung  von  dem  vorhergehenden  unter- 
scheidet, so  denken  wir  uns,  um  irgend  ein  System  (1,)  zu  transformiren, 
dasselbe  ersetzt  durch  (l'j_i),  dem  wir  die  Gleichung  AiHi^^  =  0  hinzu- 
fügen. 

87.  Transformation,  —  Da  man  bei  der  Bestimmung  von  -Bi,i_i, 
B.2,i_i,  ■  •  .  die  i —  1  bereits  bekannten  Functionen  ^l  anwenden  muss,  so 
hat  man: 

^..•-i"A-  =  0,     B,,._,u,  =  1 (2), 

falls  h  und  k  kleiner  als  i  sind.     Sodann  muss  Uj  eine  Lösung  der  simul- 
tanen Gleichungen  sein: 

^l,i-l^^i  =   0'      ^2,i-l^^i  =   0,  .  .  .,      5._2„._i«,  =   0   .      .      (3). 


Die  allgemeinen  Transformationsformeln  für  das  System  (1,)  sind, 
wenn  man  von  der  letzten  Festsetzung  in  der  vorigen  Nummer  keinen  Ge- 
brauch macht  und  H-_^j^  =  0  setzt: 

A^=    A%-5i.,^+       ^i'«2^2,f^+-+     A^i-i^i-i,i^-^    A^^A'^T 
A^s=     Ä.;,UiB^,i^-^      A.2H.2B.,^,s-\ 1-     A^Ui_.^B._^,£-{-    A^ußi^iZ, 


ÄiS=    ÄiU^B^^^z-\-      AiU.2B^^iZ-\ h     ^i^fi_l-ß,_l,j-^+    AimBi^iS    (4) 
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Die  /  —  1    ereten  von  diesen  Relationen  gehen  über  in: 

falls  wir  darin  die  Festsetzung  am  Schlüsse  von  Nr.  86,  3  einführen.  Die 
hinsichtlich  der  u  getroffenen  Festsetzungen  ergeben  sodann  zufolge  der 
Relationen  (2)  und  (3): 

-^2./-!^         =    -^2,1^' 


Mithin  ist  das  System  (1',)  identisch  mit  dem  System  (l',_i),  wenn 
man  von  demselben  die  letzte  Gleichung  weglässt  und  dafür  zwei  neue 
Relationen  B._y.z  =  0,  B-^s  =  0,  welche  durch  die  Gleichungen  (4) 
und  (5)  bestimmt  werden,  zu  demselben  hinzufügt. 

Man  kann  demnach  das  transformirte  System  folgendermassen  dar- 
stellen : 

C^H,  =  0, 

D^H^  =  0,  C\Hs  ==  0, 

D,H,  =  0,  D,H^  =  0,  C,H^      =  0, 

D,U,  =  0,  D,H,  =  0,  D,Hr,     =  0,  C^H,      =  0, 

D,H„_,  =  0,  D,H„_,  =  0, ,    C„__,H„_,  =  0, 

D,H„      =  0,  D,H„      =0, ,    D„_,H„     =  0,    C\_,H„  =  0. 

Die  hier  mit  C  und  D  bezeichneten  Operationen  sind  bestimmt  durch 
die  Gleichungen: 

AiF      =  Afli^  .  D^F  ^ 1-  AiU;_^Ci_^F  +  AiUiC^F. 

Anstatt  die  in  Nr.  77  angegebene    Anzahl   von    Integrationen    auszu- 
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führen,  braucht  man   nach    der  Methode  von    Clebsch    nur    ein    Integral 
zu  suchen 

von  1  Differentialgleichung        2n — 2*®^'  Ordnung,  um  H..2  zu  finden 
„     2  Differentialgleichungen  2n — 4*^^  „  „    H^    „        „ 

»     2  „  2«-    6 "  „  „    H^    „        „ 


2  2ter  77 

Es  ist  jedoch  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken,  dass  die  Vereinfachung 
nur  dann  so  gross  ist,  v?enn  die  dem  r  analogen  Zahlen  im  vorigen  Para- 
graphen stets  ihren  grössten  Werth  haben.  Im  andern  Falle  hört  die 
Vereinfachung  auf,  weil  man  keine  Functionen  u  in  genügender  Anzahl 
mehr  findet,  um  dieselbe  vollständig  durchzuführen. 


5.  Kapitel. 
Methode  von  Korkiiie  und  Boole. 


^  24.  Methode  von  Korkine^). 

88.  Allgemeiner  Gedankengang  der  Korkine'schen  Methode.  — 

Bei  der  Methode  von  Clebseli,  ebenso  wie  bei  der  von  Jacobi  und  Bour 
werden  die  Systeme  simultaner  Üiflerentialgleichungen  absolut  in  derselben 
Weise  Gehandelt  wie  eine  einzige  Gleichung,  zu  der  man  durch  glücklichen 
Zufall  ohne  alle  Rechnung  Relationen  zwischen  den  Veränderlichen  x,  den 
Ableitungen  p  und  willkürlichen  Constanten  hinzufügen  konnte.  Es  giebt 
keinen  Unterschied  zwischen  der  Integration  eines  Systems  simultaner  Glei- 
chungen und  der  Zuendeführung  der  angefangenen  Integi-ation  einer  einzigen 
Gleichung. 

Bei  den  Methoden  von  Korkine,  Boole  und  Mayer,  die  wir  in 
diesem  und  dem  folgenden  Kapitel  auseinandersetzen  werden,  geht  man 
ebenfalls  von  den  Jacobi'schen  Vorstellungen  aus,  man  eliminirt  aber  ferner 
jedesmal,  wenn  es  gelungen  ist,  eine  der  simultanen  Gleichungen  zu  inte- 
griren,  eine  Veränderliche.  Die  Methode  von  Korkine  ist  auf  beliebige 
Gleichungen  anwendbar,  die  von  Boole  auf  die  allgemeinen  linearen  Glei- 
chimgen,  die  von  Mayer  ebenfalls  aber  insbesondere  noch  auf  diejenigen, 
zu  welchen  die  Jacobi'sche  Methode  führt.  Die  Methode  von  Mayer 
enthält  überdies  einen  anderen  Cauchy  entlehnten  Gedanken,  nämlich  den 
der  Einfühning  der  Anfangswerthe  der  Variablen  als  Constaute. 

Die  allgemeine  Methode  von  Korkine  besteht  in  Folgendem:  Es  seien 

/i  y^n  •  •  •'  -^n'  P\i  '  •  •■!  Pn)  =  % (li) 


tm\p^\i  •  •  •)  ^m   PlJ  •  •  •)  Pn)    ^i» K^in) 

^)  Korkine,  Compte^^  rendus  de  rAcademie  des  sciences  de  Paris  Bd.  68, 
S.  1460 — 1464,  1869  I.  Semestre.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Variable  z  ans  den 
verschiedenen  Gleichungen  fortgeschafft  sei,  wodurch  die  Rechnungen  beträchtlich 
abgekürzt  werden.  Die  K ork in e'sche  Methode  ist  die  zweite  Bour'sche  Methode 
2ur  Erniedrigung  der  Anzahl  der  Integrationen,  wie  Korkine  selbst  sagt. 
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m  simultane  Gleichungen,    welche   für  die  Werthe  von  i  und  ä;,  die  nicht 
höher  sind  als  m,  der  Bedingung 

8fi       8fk 


ifi,  fk)  =  0  oder  2 


Sx  '     8x 
Sfi      8fk 


8p  '     8p 


=   0      ....     (2) 


identisch  genügen.  Wir  integriren  die  eine  der  Gleichungen  (1)  z.  B.  (1,„) 
und  es  sei 

2 -{- u  =  F(x^,  .  ..,  x„,  y^,  ..  .,  y^^_i)     ....     (3) 

das  gefundene  vollständige  Integral,  vro  n,  ^/i,  .  •  .,  y„—i  willkürliche  Con- 
stanten sind.  Aus  Nr.  15  wissen  wir,  dass  z  die  überschüssige  Constante 
u  beigefügt  werden  kann,  wie  wir  es  hier  voraussetzen.     Die  Relation  (3) 

giebt: 

_   8F  __    SF  .  , 

^1    ~"    8X,' ^  Pn—   g^^      ......       W. 

Nimmt  man  an,  dass  u  eine  gewisse  Function  der  Grössen  y  sei,  so 
kann  man  aus  dem  vollständigen  Integral  (3)  ein  allgemeines  Integral  her- 
leiten, wenn  man  demselben  die  Relationen 

(5) 

WO 


0               ^^^ 

8F 

'^'        8y.'  •  • 

•'  ^"-^        8yn-. 

du 
^1           dy,^  ■  ' 

du 

ist,  adjungirt.  Bei  der  Korkine'schen  Methode  stellt  man  sich  die  Aufgabe, 
die  Form  der  Function  n  von  y^,  .  .  .^  Vn—i  ^^^rart  zu  bestimmen,  dass  das 
in  Rede  stehende  allgemeine  Integral  von  (1,„)  auch  den  andern  Gleichungen 
des  Systems  (l^),  .  .  .,  (l„,_i)  genügt.  Zu  dem  Zwecke  leitet  man  aus  den 
Gleichungen  (4)  und  (5)  die  Werthe  von 

als  Functionen  von 

Vn   Vit  •  •  M    Vn—V    ^'"    2lJ  •  •  •)    Q.n—1 

her  und  substituirt  sie  in  die  Gleichungen  (1).  Die  letzte  derselben  wird 
dadurch  eine  Identität,  da  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  ein  allgemeines 
Integral  von  (l,,;)  ergeben.  Die  andern  verwandeln  sich  in  ein  System 
von  m  —  1  simultanen  Gleichungen  zwischen  y-^^  y^,  . . .,  ?/„_i,  9i,  • . .,  Q.n—v 
welche  die  beiden  folgenden  Eigenschaften  besitzen  i): 


^)  Sämmtliche  Methoden,  welche  die  Elimination  anwenden,  führen  zu  ähn- 
lichen Eigenschaften.  Wir  haben  davon  schon  ein  Beispiel  gehabt  bei  Gelegen- 
heit der  Pf  äff 'sehen  Methode  (Nr.  43).  Die  Untersuchungen  von  Lie  machen, 
alle  analytischen  Beweise  von  Sätzen  dieser  Art  überflüssig. 
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1)  Sie  enthalten  nicht  mehr  die  V^ariable  x„. 

2)  Sie  genügen    ia   Bezug   auf   die  Grössen   ?/  und    q    Integrabilitäts- 
bedingungen,  welche  der  Gleichung  (2)  analog  sind. 

Aus  diesem  neuen  System  von  m  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  unab- 
hängigen Variablen  leitet  man  ein  drittes  System  her,  welches  eine  Gleichung 
und  eine  Veränderliche  weniger  enthält,  u.  s.  w.,  bis  man  zu  einer  einzigen 
Gleichung  mit  n  —  m  unabhängigen  Variablen  gelangt. 

Die  allgemeine  Methode  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  einige  der  Grössen 
p  in  der  Gleichung  f„  ==  0  nicht  vorkommen. 

89.  Beweis  der  ersten  Eigenschaft  des  transformirten  Systems.*) 
—  Es  sei  nach  der  Elimination  von  a:j,  .  .  .,  ic„_i,  Pi,  .  .  .,  Pn' 


Man  hat: 


•»  9'n— i)  —  /((  ^ii  •  •  •>   ^ 


SF  SF\ 


«a;/  •  •  •'  dxni 


dfi    dx,     ^^   dfi    dx., 
dx^  dxn         rfo",  dX}, 


_■  ,       dfi       dx„_,     I    ^  _  *?.  


dx„_f        dXn 


dXn  SXn 


Ebenso  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (5) 
S-F        dx,     ,  .  S"F        dx 


dx^ 
St/iSXi       dxn 


■   + 


"n— 1 


SyiSx„_j       dxn 


+ 


8'F 


Sy^Sxn 


=  0, 


8'F        dx. 


Syn—i&x^    dXn 


H-  •  •  •  + 


d-F        dx„_. 


+ 


d-F 


Syn-iSXn-y     dxn  8y„_,Sxn 


=  0. 


Die  Elimination  von   3-^»  •  •  •»     "~^   zwischen  diesen  Gleichungen  führt 
zu  der  Relation: 


dfi 


dfi 


dfi 


dx,' 
S'F 

••'         dx„    ,' 
d'F 

dXn 

8^F 

8y,8xn 

8Xn 

Sy,8x, '      •  • 

■  ■'      Sy,8x„_, ' 

S-F 

S'F 

S^F 

=  0. 


Syn-iSx,  '  '   *?/„_, da;„_,'    8y„_,8xn 

Wir  multipliciren    die   Kolonnen    dieser    Determinante    respective    mit 

Sfni      8f„,  Sf„t 

SP^  '      dp,  '  •  •  "    SPn 


^)  Korkine  giebt  die  in  Rede  stehenden  Eigenschaften  an,    ohne  sie  zu 
beweisen. 

Mansion,  Part.  Differentialgleichimgen.  13 
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und  addiren  sie  zu  der  letzten;  wir  bemerken  fernei',  dass 
SU      S'F 


8p,     SyiSx, 


+ 


+  ^J!^  =  o, 


Sfm         #1  , 


+ 


8pn    8yiSx„ 

Sfm        äpn 


Spn      dyi 


ist,  da  f„i  nach  Substitution  der  Werthe  (4)  der  Grössen  p  identisch  Null 

ist,  und  setzen 

dfi    Sf„t 


TT  =     ^^«"     ^fin       1 


Alsdann  wird: 


dx^    Spi 


+ 


dXn     SPn 


dh 
dx^ 

S-F 

StJiSx, 


dfi 


■'  r/r  ' 

S^F 

*'     S!/,Sx„_,' 


ü  — 


0 


S(p 

SXn 


S-F 


S'F 


0 


0. 


Sy„^,Sx,  '••••'  Syn-iSxn-i' 
Hieraus  ergiebt  sich,  jedesmal  wenn  die  Determinante 

S{x,,  .  .  .  .,  x„_,) 

nicht  null  ist,  was  offenbar  der  allgemeine  Fall  ist: 

8q) 


ü  = 


Sx„ 


Nun  ist  aber  infolge  der  Gleichung 

(/■,-,  U  =  0 

[7=0,  wie  wir  sogleich  sehen  werden.     Man  hat  nämlich: 


SU 

SXk 


l=n 


=  —  2" 
1=1 


S-F 


SU  

Spi    SxiSXk ' 


mithin: 


k=n 


0    =    (fi,   f,n)    =    2 
k=x 


k=:n 


Sfi        Sfm 

Sxk'    Sx„ 
Sfi        Sfm 


SPk'    Spk 

Sfi     _     (Sfm        S'F  ■     Sfm        S'F    \ 

Sxk'  \Sp,     Sx^SXk    '  '    Spn   Sx^Sx/cl 


Sfi 
SPk' 


Sfm 

SPk 
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Ordnen  wir  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  nach 

Sfm       Sfm 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in: 

8fm  (8f,     ,     Sfi      S'F      ,  ,     8fi      8'F  \. 


8p 

-h 


,    Ux,   "^   «/),      Sx*     "^  ■  '         ''  Ö]>„    Sx„8xJ 


oder  kurz 
d.  b. 


Öfm    j^      I  I       */^    ^    A 


dp,      dXt  Spn    dXn 

U  =  0. 
Mithin  bat  man  auch  schliesslich 

^     =  0, 

OXn 

d.  h,  die  transformirten  Gleichungen  enthalten  x„  nicht. 

90.  Beweis  der  zweiten  Eigenschaft  des  transformirten  Systems. 

—  Wir  betrachten  zwei  der  Functionen  f,  z.  B.  /\  und  f.^,  und  setzen  der 
Bequemlichkeit  wegen,  nachdem  wir  die  a;  mittels  der  Relationen,  welche 
die  Grössen  q  ergeben,  eliminirt  haben: 

.  I  SF  8F\  ,  s 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleichungen    rechts    die  Grössen  g  durch    ihre 
Werthe,  so  erhält  man  die  folgenden  Identitäten: 

r  i  8F  8F\  l  8F  SF  \      .     . 

A (^1,  •  •  •'  ^«'  ^-  •  •'  ^J  =  9^ i^^i'  •  •  •'  yn-v  J^.  •  •  .  ^^j  (61). 

„  /         8F  8F\  I  8F  SF  \      ,f,. 

o  •    A(^i, .  •  •,  ^n,  ^.  •  • .  ^)  =  ¥[yv .  •  •,  yn-1,  ^, .  •  •,  ^   (62). 

Aus  diesen  Identitäten  folgt  unmittelbar,  wenn  man  sie  in  Bezug  auf 
irgend  eine  der  Variablen  y  diflPerentiirt : 


8y 


__  (S^Sq,    .  Sq>     8q„-A     ■     8f,  8p,    ■  .     Sf^Spn 

\  8q,  8y  ^  ^  d2„_,     8y    }  ^  8p,  8y  '^         ^  Spn  8y ' 

8±^_  (8±8q,    ,  ■       8^     8q„-,  \     ■     8f,  8p,    ,  ,     «^  ^ 

02/  U2,  öi/  "»"•  -"^  d9„-.,     8y    I  "•"  öi>,  ö]/  8pn  8y' 

13* 
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Somit  kommt  in  dem  Ausdnick 
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Scp 

dtp 

'S? 

Syi' 

syi 

.^ad 

Scp 

s^ 

Sqi' 

Sii 

die  folgende  Summe  von  Determinanten,  mit  dem  Zeichen  —  versehen,  vor: 


Scp       S'F 


8qi  Sy^Syi 
Sif)     S'T 


+ 


+ 


Scp 


ST 


+  ■•  •  + 


öqp 

Sfln-i     Sy„-,Syi'   Sqi 
Sil)  S^F         Sil) 


SQi   Sy^Syt  8q„-i    8y„^,8yi'    Sqi 

Diese  Summe  ist  aber  null,  denn  die  Grösse 

8-F 


SykSyi 
ist  in  der  dem  Index  i  entsprechenden  Determinante  multiplicirt  mit 

Scp     Sip  Scp      Sij) 


dagegen  ist  die  Grösse 


8qk    8qi 


Sqi     Sqk' 


S-F 

8yiSyh 


in  der  dem  Index  h  entsprechenden  Determinante  multiplicirt  mit 

Scp     Sip  Scp     8i() 


Sqi    Sqk 


8qk     Sqi' 


Mithin  heben  sich  sämmtliche  Glieder  gegenseitig  auf. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Grösse  (qp,  xp)  einfach  gleich  ist: 


Sp, 

SP,     , 

syi  "^  ■ 

,       Sf,    Spn 

'  '  '^  Spn   Syi' 

Scp 
Sqi 

Sf, 
Sp, 

Sp,     , 
Syi  "^  ■ 

1       Sf.    Spn 

'  "^  Spn   Syi' 

Sif} 
Sqi 

i=n—l 


Um  das  zweite  Theorem  von  Korkine  zu  beweisen,  braucht  man  also 
nur  zu  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck,  den  wir  kurz  durch 

'  1'^'   Sqi 


I  2.1) 


Sjp 
Sqi 


darstellen,  gleich  Null  ist. 
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Zu  dem  Ende  muss  man    ^   ,    —     finden  und  ausserdem  noch  die  Be- 

dingung  ausdrücken,  dass  die  Substitution  derart  ist,  dass  /",    und  f.,   nach 
der  Transformation  nicht  mehr  x„  enthalten. 

Um    -^    zu    finden ,    differentiiren    wir    die    Werthe    der    Functionen 

Sq, 
g>,  Pi,  ■  •  M  Pn,  3i,  •  •  •,  (/„-i    nach  ry^,   wie  folgt: 


8tp 

6q, 


Sf,  dx, 
SX^  dq^ 


+ 


0  = 


8p,  dx, 
Sx,  dq,   "^ 


,       Sf,     dx„_,     ,    Sf\   dp,     . 
"^  da„_,      dq,      "^  Sp,  dq,   "^ 


+ 


SPi     dx„_. 


*x„_,     dq. 


dp, 
dq, 


+ 


Sf\   dpn 
Äpn  dq. 


0 

1 

0 


Spn  dx, 

Sx,  dq, 

Sq,  dx, 
Sx,  dq, 

Sq^  dx, 
Sx,  dq. 


4- 
+ 


+ 
+ 


8pn    dx„_. 


dx„_,     dq, 
8q,     dx„-i 


dpn 
dq. 


Sx„_,     dq^ 

Hi     dx„_, 
8x„_,     dq. 


Q  ^Sqn-idx,    .         .         i_   Sqn-i  dXn-, 

8x,    (?2i  Sx„_,     dq. 


Hieraus  folgt,    wenn  man  die  Ableitungen  der  x  und  der  p  nach  q^ 
eliminirt: 


0, 

0, 

1, 

0, 


Sx, 


SA      sf. 


8fr 


S9       8f,  _  

*2i'      Sx,'  *  ■  ■'   8x„_C    8pC  ' '  ■'   Spn 
Sp,  Sp,  .,  Q 


8x,'  '  '  ■'  8x„_,' 


-1, 


8pn 

8x,'  • 

Sq, 
8X,''  ■ 

Sq, 
Sx^'  ' 


8pn 

Sx„_, 

Sq, 

"   Sx„. 

Sq^ 


Sx„_, 


,  0, . . .,  — 1 
,  0, . . .,  0 
,      0, . . .,      0 


f\    Sq„—,  Sqn—i  p.  /^ 


8x„_, 


=  0. 
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Multiplicirt  man  die  erste  Koloniie  mit  f.^^^  und  addirt  sodann  sämmt- 
liche  analogen  Determinanten,  welche  man  erhält,  indem  man  —  durch 
Scp     8cp 


äq,'    8q; 


.  ersetzt,  so  findet  man  eine  neue  Determinante,    welche  gleich 

Null  und  von  der  vorigen  nicht  verschiedet!  ist,  ausser  dass  darin  die  erste 
Kolonne  ist: 

y8^    r, 

^  8qi  ^»•' 
0 


8%   8^ 
Sp,  8y, 


0, 
+  •  ••  + 


8f,    8pn 

8pn  8y,' 


8f,     8p, 


8p,  8yn-, 


+ 


+ 


8f,       8pn 


8pn    8yn-i'' 


während  die  andern  Kolonnen,  wie  gesagt,  dieselben  bleiben. 

Multiplicirt  man    die  Zeilen    der   so  erhaltenen  Determinante  von  der 
zweiten  an,  respective  mit 


8J, 

8p: 


8h 

~8pn' 


8cp 


8(p 
8qn-: 


und  addirt  sie  sodann    zu    der    ersten  Zeile,    so  ist  in  dieser,    infolge    der 
nachstehenden  aus  der  Gleichung  (6j^)  sich  ergebenden  Gleichung 


8f,     ,     8f[   8p, 
SXi  "•"   8p,   SXj  "^ 


+ 


8f,     8pn 
8pn    8Xi 


1 

^^  8^  Sq,     .  ,        8(p     8q„_,         ( 

8qi  dx,     '     ■  ■  *    '    8qn-t      8Xi  } 

nur  das  erste  Element  nicht  identisch  null.     Dieses  Element  aber  ist: 


(7) 


Wegen 


(8cp  fSf,   8p, 
m,  \8p,  8y, 

y  8(p  f, 
^  8qi  ^2.« 

8f,    8pn\ 

'^  '  '  '  ~^  8pr,   8y,) 

1     8tp    f8f,      8p, 
8q„-,  \8i\  8y„_, 

8Pi 
8yk 

1               [     8f.      8pn  } 
'^   '    '    '   ~^   8pn   8yn-,l 

8'F           Squ 

8Vi8yk         8Xi 

(8). 
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lässt  sich  der  zweite  mit  dem  Zeichen   —   versehene  Theil  dieses  Elementes 
schreiben: 


,   fSq»     *</,  ,         Stp       8q„_A 


8f.,  (Stp    *</, 
dp 


8pn  \8qi  8.r„  '                   '        8qn   SXnj' 

Die  Gleichung  (7)  giebt  uns  noch  an  Stelle  dieses  Ausdrucks: 

8f,  I8f^  öf^  öp^     ,                   Sf,    öpn\ 

8p,  \  8x^    '  8p,  8x,  '^  '  '  '  ~^  öpn   dXj ) 


SP, 


"^    Spn  \8Xn   "^   8p,    SX„    ~^   '    '    '    ~^     8pn    8Xn)' 

Da  die  Determinante,  deren  erstes  Element  der  Ausdruck  (8)  ist,  null 
ist  und  da  die  andern  Elemente  ihrer  ersten  Zeile  ebenfalls  null  sind,  so 
muss  auch  dieses  erste  Element  selbst  null  sein.     Mithin  schliesslich: 

^     Xn.    '2.1  ^     Ar        An      "T   ^^ 


1     «'ii  '■^"  t    <^'^.     «i^.  77  SPi    8p,,  8XiSXk' 

Ebenso  findet  man: 

V  ^"^  /•'      =     ylL   ^  -L.    y"y  ^   iL       ^"^ 
^    Sqi  '^"  ^   8Xi     8pi   "^77  8p i    Sp,,.  Äa;,«^^- ' 

Subtrahirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  von  der  zweiten,  so  folgt: 
(cp,  y,)  =  —  (/i,  /;)  =  0, 

lind  dieses  bildet  die  zweite  Eigenschaft  des  transformirten  Systems. 

Man  wird  bemerken,  dass  wir  nicht  explicit  ausgedrückt  haben,  dass 
/\  und  f.y  nach  der  Transformation  nicht  mehr  x„  enthalten.  Doch  setzt 
man  dies  implicit  voraus,  indem  man  die  Gleichungen  (6)  anwendet,  i) 


^)  Korkine  schliesst  aus  diesen  beiden  Sätzen,  dass  das  gegebene  System 
eine  Lösung  mit  n  -\-  1  —  m  Constanten  hat.  Die  Umkehrung  ist  leichter  zu 
beweisen,  wenn  man  sich  auf  die  Theorie  von  Jacobi  und  Bour  stützt,  wie 
leicht  zu  sehen.  Bei  dieser  Gedankenfolge  werden  die  umfangreichen  und  müh- 
samen Beweise,  die  wir  hier  geben,  überflüssig. 
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§25.  Lineare  Gleichungen.    Methode  von  Boole.^) 

91.  Besondere  Form  der  linearen  Gleichungen  und  ihrer  Inte- 
grabilitätsbedingungen.2)  —  Es  seien  m  lineare  Gleichungen  zu  be- 
trachten: 


in  denen  m  -{-  n  =  N  unabhängige  Variable 
und  die  Ableitungen  von  z  nach  diesen  Variablen 

■^1'  i'21  •  •  •'   Pnn  Pm+i^  •  •  •?  Py 

vorkommen. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  kann  man  m  andere  Relationen  ab- 
leiten, von  denen  jede  eine  einzige  der  m  ersten  Ableitungen  enthält.  Der 
grösseren  Symmetrie  wegen  stellen  vpir  die  Variabein 

durch 

und  die  entsprechenden  Ableitungen   durch 

2l'    9'2i  •  •  •'    Q.n 

dar.     Hiernach  werden  die  m  neuen  Gleichungen  von  der  Form  sein: 
A^  =  Pi   -\-  «l,!?!  +  «1,222  4-  •  •  •  +  «!,„?„  =  0, 

A^    =    P2   +  «2,l2l    +   «2,2^2    +   •    •    •    +   «2,«?«    =    0, 
ÄmS  =   Pm+  amAl\   +  ««,2^2  +   •   '   •   +  «/«.«^n  =    0. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  sind,  wie  man  aus  §  17  weiss,  sämmt- 
lich  von  der  Form 

{AiAk  —  AkÄ,)z  =  0 


^)  Boole,  Tr  eatise  etc.,  Supplement  Kap.  24,  S.  68—69,  Kap.  25,  S.  74—89. 
Collet,  Annal.  de  recole  normale,  Bd.  7,  S.  47 — 57. 

')  Vgl.  hierüber,  ausser  den  vorher  genannten,  Imschenetsky,  §  24 
S,  136 — 141.  Weder  dieser  Autor  noch  Graindorge  legen  die  Methode  von 
Boole  dar. 
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oder  auch,  wenn  man  entwickelt: 

Qi  i^flk.i  —  ^*«/.i)  +  Qi  {A^k.2  —  ^-^A-«...»)  H ^-  7'.  (A^k.n  —  ^/t«,.J  =  ^• 

Es  ist  mit  Hülfe  dieser  Formel  leicht,  die  Integrabilitätsbedingungen 
zu  finden  und  das  System  der  gegebenen  Gleichungen  zu  vervollständigen, 
bis  es  eine  solche  Form  angenommen  bat,  dass  man  darauf  die  Integrations- 
methode von  .Tacobi  und  Bour  anwenden  kann. 

92.  Transformation  der  linearen  Gleichungen,  i)  —  Nimmt  man 
neye  unabhiin<,M<,M'   Veränderliche 

so  hat  man: 

dz    du,     ,               ,      dz    tZwjy- 
1)     —    __•  _i—  .  .  .  —I—  

^'  du^  d<c,     '  dti!^   dXi 


dz  du,     ,  ,      dz  duy 

^"'           du,  dXm  duj^-  dXm 

dz  du^  j.  .dz  du,y 

^^           djt,  dj/i     '  '  '  '         duy  dyi 


dz    du^   _,  .      dz    dufj 

■'"  du,  dyn  dupj  dyn ' 


Substitvurt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichungen  As  =  0,   so  gehen  die- 
selben über  in: 


dz      ,  ,      ,  .       .     dz 


A,z  =  {A.u^)  ~    +  •  •  •  +  {A^u^)  -^  =  0, 


A,n2  =  {A„ß^)  ^^   H +   {A„,u„)  -^  =  0. 

Man  kann  diese  Gleichungen  vereinfachen    und    ihnen    die    Form    der 
Gleichungen  Az  =  0  geben,  wenn  man  setzt: 

U^=Xy,    IL-,  =  X.2,  .  .  .,    «w  =  ^m  ,    ^m  +1  =  ■^11    '^»»-^2  =  '^21  •  •  ')    ^^  =  ^n- 


*)  Man  könnte  beweisen,  dass  das  transformirte  System  den  Integrabilitäts- 
bedingungen genügt;  doch  ist  dies  unnöthig  (vgl.  die  Bemerkung  am  Ende  der 
Nr.  90),  um  so  mehr,  als  die  Methode  selbst  die  Existenz  einer  Lösung  z  mit 
n  -\-  1  vrillkürlichen  Constanten  voraussetzt. 
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Infolge  der  Relationen 


gehen  die  transformirten  Gleichungen  über  in: 

^.^ = (^)  +  (^"'•)  ^, + ■  ■  ■ + (^■''•)  ^ = «-  ■ 

^•»^  =  (£)  +  (^'»".)  I  +  ■  •  •  +  (^""»)  ^ = «•') 

Man  kann  leicht  bewirken,  dass  die  m  —  1  letzten  dieser  Gleichungen 
nicht  mehr  x^   explicit  enthalten.     Nehmen  wir  an,  dass 

zusammen  mit  x^,  x^^  .  .  .,  a;„,  die  m  -\-  n  —  1  verschiedenen  Lösungen  der 
ersten  Gleichung  A^z  ==  Q  bilden,  so  dass  man 

A^^v^  =  0,     A^v^  =  0, ,  AyPn  =  0 

hat,  so  wird  irgend  einer  der  Coefficienten  der  m — 1  letzten  Gleichungen, 
z.  B.  ^v^,  eine  Lösung  von  A^z  ==  0  sein;  denn  nach  dem  Satze  von 
Jacobi  ist: 

A^A^v^  =  A^A^Vj   =  A^O  =  0. 

Mithin  ist  ^2^1   ^^^®  Function  der  Lösungen  x.),  %,  .  .  .,  x„,^  i\,  .  .  .,  v„. 
Die  erste  Gleichung  reducirt  sich  im  vorliegenden  Falle  auf 


m = «• 


was  beweist,  dass  infolge  der  Vertauschung  der  Variablen  x^  in  dem  Werthe 
von  z  nicht  mehr  explicit  vorkommt. 


^)  Wir  haben  uns  der  Klammern  bedient,    um    anzudeuten,    dass   z-wischen 

dz 
den  jj  und  den  -=-,    welche  in  den  uns  hier  beschäftigenden  Gleichungen  Vor- 
kommen, ein  Unterschied  besteht.     Wäre  z  mittels  x^,  «,,  .  .  .,  Xm,  i\,  i'.,,  .  .  ;Vn 
ausgedrückt,    so    hätte    man  nach    den    von    uns   angenommenen  Bezeichnungen 

/dzX  Ss^ 

[dxj  Sx' 
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Aus  dem  Vorhergehendeu  ergiebt  sich,  da^s  die  Substitutiou  der 
Variabein 

x^,  X.,,  .  .  .,  x,„,  t'j,  V.2,  .  .  .,  i'/i 
an  Stelle  von 

X^,       T.,,     .     .     .,       X;;,,       f/j,       y.,'     •     •     •)       ffn 

das  f^egebene  System  der  m  Gleichungen  mit  m  -\-  n  Variablen  in  ein 
äquivalentes  System  von  nt  —  1  Gleichungen  mit  m  —  1  -j-  n  Variablen 
xind  von  derselben  Form  verwandelt. 

Mit  dem  neuen  System  kann  man  eine  ähnliche  Transformation  vor- 
nehmen und  so  schrittweise  zu  einer  einzigen  linearen  Gleichung  mit  n  -\-  \ 
Variabein  gelangen. 

93.  Beispiel.')  —  Es  sei  das  folgende  System  zur  Integration  vor- 
gelegt: 

^^^2^*  dx,    "T"    ^3^^    dx,    ~     ^'^''     ~    "' 

2a;,  3 a-i  T—   —        t;  =  0, 

-  dx^  *  (ir, 

2  dv     ,  dv  p. 

-   *  dx.j  i    ^   *  dx^  '^  ■' 

Allgemeine  Methode.  Setzt  man  v  =  e',  so  verschwindet  v  aus 
der  Gleichung  und  man  hat: 

H^  =  2x.,xIp^  -\-  xp^Pi  —  a;|  =  0, 

Ä,    =    20:2^2    ^42^4    1     =     '^> 

Man  findet  leicht: 

{H„  H,)  =  0,     (H,,  H,)  =  0,     (Ä,,  H,)  =  0. 

Aus  den  gegebenen  Gleichungen  erhält  man: 

2  2 

Pi  =  —  -özrir  Pi  + 


X.  ,  1 

-^'s  =  ^  ^    ^^4  ~r     ™  „2 

2     4  *^2     ^ 


*)  Co  11  et,  Ann.  de  l"ec.  norm.  Bd.  7,  §  10,  S.  53 — 57.  Die  Gleichungen  sind  nicht 
homogen  in  Bezug  auf  die  Grössen  j^y  wie  im  allgemeinen  Falle,  aber  es  ist  er- 
sichtlich, dass  dieser  Umstand  die  Rechnungen  in  keiner  Weise  complicirt. 


204 


Methode  von  Korkine  und  Boole.  [Nr.  93] 


Die  Hülfsgieichungen 

iPi  —  V^i,  /")  =  0:     (^^2  —  W2^  f)  =  0,     iPs  —  V3.  /■)  =  0 
sind: 

Sf      ,         xl  8f  J±_  (^^  _2)K   =  0 

S^,   +  2^  S^,   +    2x,x!  ^^^-^^       ^^  dp, 

K  _     ^4     _^  4_  A  i/^  =  0 

d^3    +    ^;^  d^  +     a;,a;i  ^^^*        ''>'  di>. 
Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  besitzt  die  Lösung: 

Substitmrt  man  diesen  Werth  in  die  linke  Seite  der  dritten  Gleichung  für 
/",  so  findet  man  eine  andere  Lösung: 

^^   =  ^  (^^^  -  ^)- 
Macht  man  dasselbe  mit  d^,  so  findet  man  eine  dritte  Lösung: 

Eine   Function  ■&{x^,  '0^,  t^g)  i^t    ebenfalls    eine   Lösung    der    zweiten 
Gleichung;  um  der  dritten  zu  genügen,  muss  man  haben: 

i^   .   ^Ä,  +  |^   ^3  =  0  Oder   ^  +  11^,  +  ;^^  =  0. 
dx^  ^  d&^    -  ^  d»,      ^  dx^  ^  d»^    -    '    d»^   Xs 

Diese  Gleichung  hat  zur  Lösung: 

n,  9.  o     2.g,  {x^p,  —  1) 

'^i    =  ~  —  '^3  —  - 


X2X, 


Man  findet  eine   andere    gemeinschaftliche  Lösung,    wenn    man    diesen 
Werth  d\  in  die  erste  der  Hülfsgieichungen  einsetzt.    Man  erhält  ^2  =  -^ 

Xl 

Eine  Function  ^(x^,  '&[)  wird  ebenfalls  eine  Lösung  der  drei  Gleichungen 
sein,  wenn  man  hat: 


d^     ,      d9^  ^  Q 

dx^  d&'i   a\ 


Mithin  ist  schliesslich  die  gemeinschaftliche  Lösung: 


«■1    —  4a  =     ^(^^^*  ~  ^) 


OC.  JO^Xj^ 
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Man  Kndet  sodaiin: 

P\  =  —  «^^.   Pi  =  V  +  axl,   !>.,,  =  —  2axyx^,  p^  =  —  -\-  2ax^x^, 
z  =  log  b  +  a  {x.,x^^  —  Xixf)  +  log  x^x^, 
V  =  bx.x.c"^^^*"  ' ''■^"' . 

Methode  von  Boole.  Ist  e^O  die  gemeinschaftliche  Lösung  der 
gegebenen  Gleichlingen,  so  hat  man  nach  der  Transformation  der  Nr.  2  an 
Stelle  der  gegebenen  Gleichungen,  wenn  man  v  =  x.-    setzt: 

A,z  =    2x,xl  ^^  +    :r|:r,  §^  +    xlx,  ^^  =  0, 
.  n       dz  dz     .  dz  f. 

.  „  dz      ,  dz     ,  dz  f. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  hat  zu  Lösungen: 

Wj    ^    — ,      ^^2    =    ^2  7      %    ^    ^3»      ^^4    ^^  Z  • 

Nehmen  wir  x^,  u^,  Mg»  %>  ^4  ^^s  neue  Veränderliche,  so  reducirt  sich 
das  System  auf  die  beiden  Gleichungen: 

{A,x,)^+{A,n,)^^  +iA,n,)^^  +{A^s)p^^  +i^2^d^^  =  0, 

Es  ist  aber: 
A^Xi  =^  0,     -4,^1  =  2?<j,     ^«<2  =  2a;2,     A^Uo,  =  0,        ^(2^4  =  —  ^^4» 
^giCj  =  0,     A^Ui  =  0,         ^3^2  :^  0,        -^a^s  =  ä;2ä;42,  -^gW^  =  0. 

Mithin  geht  das  System  über  in: 

dz     ,  dz  dz  ^     dz         f. 

^i^  +  ^2  ;7;r  —  ^'4  ;57r  =  0,  ;^  =  0. 


^  du,  ^  dXo  ^  du,  '  du 


3 


Man  findet  als  verschiedene  Lösungen  der  ersten  die  Functionen 

«1         

Zl  — ,    Z2  ^2^4) 
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welche  auch  der  zweiten  genügen.     Dasselbe  ist  der  Fall  mit 

welche    das    allgemeinste  Integral    des  Systems  der  gegebenen  Gleichungen 
liefert,  nämlich: 

Xf,  oder  o  =  X2X^F{x.2x\  —  -^i^i)- 

Dieses  Resultat  ist  in  Übereinstimmung  mit  dem,   welches    durch  die 
allgemeine  Methode  geliefert  wurde. ^) 


^)  Collet  (Annal.  de  Tee.  norm.  Bd.  7,  S.  57)  behandelt  noch  die  folgenden 
Beispiele : 

Allgemeines  Integral: 


o\  dz  dz    ,        dz  dz        . 

^)  X,  -5 ic,  j \-^-j ^i^-  =  0, 

dXi         "  dx.,         -  dx^  dx^ 


dz  dz  dz  dz  . 

Xn    ~^  ~f~    Xt  ~^  Xl    -Z  Xty    -^  U. 

dXi  dXo  dx^        '  dx^ 

Allgemeines  Integral: 

z  =  fI{x^  +  X,'-)  {xj  +  x,%    ^i«^2  +  ^3a^4\ 

Imschenetsky,  Nr.  108,  S.  138 — 141,  behandelt  die  folgenden  Gleichungen: 

Pl  +  («4  +  ^i^-2  +  ^l^^s)  Pz  +  («^2  +  ^3  —  ^^i)P4.  =  0, 

2)2  +  [XiX^x^  +  ÄJo  —  a?!«,)  jjg  +  {x^x^  —  Xj)^^  =  0, 
deren  allgemeines  Integral  ist: 

z  =  fU,  —  ajjä  —  XiX^  ~  ^ )• 

Graindorge,  Nr.  84,  S.  85 — 87,  giebt  das  folgende  Beispiel: 

2x^p^  +  ^1%  =  0, 
Xi'^Pi  —  2xr,p.  +  (Xi-x^  —  2x^)ps  —  2xiX^p^  =  0. 

Das  vollständige  Integral  desselben  ist: 

2z  4"  aXi'X^  —  ax^"^  +  &  =  0. 

Ferner  giebt  er,  Nr.  85,  S.  87 — 89,  das  Beispiel  von  Imschenetsky. 


6.  Kapitel. 
Mayer's  Methode  zur  Integration  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialirleichnngen,  zu  welchen  die  Jacobi'sche  Methode  führt. ^) 


^  26.    Integration  der   unbeschränkt  integrablen  Systeme  von  linearen 

totalen  Differentialgleichungen. 

94.  Correspondenz  zwischen  den  simultanen  Systemen  von 
linearen  Gleichungen  und  gewissen  Systemen  von  totalen  DifTe- 
rentialgleichungen.^j  —  Jede  lineare  partielle  Ditierentialgleichung  ist 
bekanntlich    einem    gewissen    Systeme    gewöhnlicher  Differentialgleichungen 


')  Mayer,  Math.  Annal.,  Bd.  5,  S.  448— 470.  Über  unbeschränkt  integrable 
Systeme  von  linearen  totalen  Differentialgleichungen  und  die  simultane  Inte- 
gration linearer  iiartieller  Differentialgleichungen.  Lie  hat  die  Mayer'sche 
Methode  mit  der  seinigen  verglichen  in  den  Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  25, 
S.  474 — 476.  Mayer  erwähnt,  dass  ihm  zur  Begründung  seiner  Methode  ausser 
den  Untersuchungen  von  Boole  namentlich  auch  Natani's  Abhandlung: 
tJber  totale  und  partielle  Differentialgleichungen  (Cr eile's  Journal,  Bd.  58, 
S.  301 — 328)  und  eine  Bemerkung  von  Du  Bois-Keymond  (ibid.,  Bd.  70, 
S.  312)  von  Nutzen  gewesen  sei  und  dass  des  ersteren  Methode  zu  der  seinigeri 
in  einiger  Beziehung  stehe.  Seit  der  ersten  Auflage  unseres  Buches  hat  Mayer 
in  den  Math.  Annal.  1877,  Bd.  12,  S.  132—142;  1880,  Bd.  17,  S.  523—530,  ver- 
schiedene Ai-tikel  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  veröffentlicht.  Man 
kann  diesen  Arbeiten  von  Mayer  noch  die  Abhandlung  von  H.  Laurent: 
Memoire  sur  les  equations  simidtanees  aux  dcrivees  partielles  du  premier  ordre 
(Journal  de  Liouville  1879,  3.  serie,  Bd.  5,  S.  249 — 284)  hinzufügen.  Goursat 
hat  in  seinen  Le9ons  sur  l'integi-ation  des  equations  aux  derivees  partielles  du 
premier  ordre  eine  eigenthümliche  Darstellung  der  May  er'schen  Methode  gegeben. 

^  Boole,  Treatise,  Supplement,  Kap.  25,  S.  74  u.  ft'.  beschäftigt  sich  mit 
diesen  Systemen.  Die  Analogie  seiner  oben  auseinandergesetzten  Methode  mit 
der  von  Mayer  ist  evident.  Mayer  hatte  aber  die  weitere  Idee,  die  Anfangs- 
werthe  der  Variablen  einzuführen,  wie  dies  Cauchy  gethan  hat.  Das  zweite 
Heft  des  56.  Bandes  von  Grunert's  Archiv,  welches  im  April  oder  Mai  1874 
erschien,  enthielt  auf  S.  163 — 174  eine  Arbeit  von  L.  Zajacrkowski:  ,,Zur  In- 
tegration eines  Systems  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung", 
worin  der  Verfasser  als  Complement  zur  Methode  von  Boole  genau  das  aus- 
einandersetzt, was  wir  nach  Mayer  in  den  Nr.  94,  95,  96  dargelegt  haben;  nur 
beweist  er  direkt  alles,  was  sich  auf  die  Integrabilitätsbedingungen  bezieht. 
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äquivalent  (Nr.  32).  Eine  analoge  Correspondenz  besteht  zwischen  einem 
System  linearer  partieller  Differentialgleichungen  und  gewissen  Systemen 
von  totalen  Differentialgleichungen. 

Es  seien  nämlich  gegeben  die  m  folgenden  Gleichungen: 

dz     .  dz  dz  dz  a        /i  \ 

A^  =  ^.  +  «1.1  ^^  +  «1,2  dti,  +  ---+  «i.«^„  =  ^      (li) 


A  dz     .  dz     .  dz     ,  ,  dz  n.      ^a    \ 

worin  ^  und  die  a  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 

ajj,  .  .  .,    X,f,,    ?/j,  .  .  .,    t/n 

sind. 

Multiplicirt    man     diese    Gleichungen     mit    irgend    welchen    Grössen 
Äi,  .  .  .,  A„,  und  addirt  die  Resultate,  so  findet  man: 


in"^ 


^lA^  + +  ^^„A. 

_  ;,    dz  4-  ;    ^^ 

+  d^  (^1^1 1  + +  ^,««/».l) 

+ 

+    ^^  (Myn  + +  ^^«„„J  =  0  ...       (2). 

Jede  Lösung  der  Gleichungen  (1)  ist  eine  Lösung  von  (2)  und  somit, 
einer  Constanten  gleichgesetzt,  auch  eine  Lösung  der  folgenden  simultanen 
Gleichungen,  welche  der  Gleichung  (2)  entsprechen: 

dxi dxm difx  dyn 

oder  auch  der  daraus  sich  ergebenden  totalen  Differentialgleichungen: 

^n  =  ai.iclx^  +  a.i^dx.,  -f  .  .  .  +  a„,^dx„^   .     .     .     (S^), 
dy.y  =  ai.,dxi  +  a.2^dXo  +  •  •  •  +  a,„.2dx,„    .     .     .     (3.,), 


dyn  =  «i,„«?^i  4-  a2,„dXo  +  •  •  •  +  «,„,„<^^,„  .     •     •    (3n). 

Umgekehrt,  wenn  eine  Function  0  derart  beschaffen  ist,  dass  ihr  Diffe- 
rential zufolge  der  Gleichungen  (3)  identisch  null  ist,  so  ist  klar,  dass 
diese  Function  eine  Lösung  der  Gleichungen  (1)  ist. 
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Es  folgt  hieraus,  diiss  die  Integi-atiou  der  Systeme  von  der  Form  (1) 
zui-ück}vOiumt  auf  die  Inte>^'ration  der  Systeme  von  der  Form  (3)  und  um- 
gekehrt. 

Während  Clebsch  gezeigt  hat,  dass  m;ui  bei  der  Untei"suchuug  der 
Systeme  von  der  Fonu  (1)  sich  ;iuf  diejenigen  besehrilnken  kann,  für 
welche 

A,A,,f  —  A/,A,f  =  0 

ist,  kann  mau  sich  auch,  wir  wir  sehen  werden,  darauf  beschränken,  ge- 
wisse Systeme  (3)   zu  luitei-suchen. 

95.  Nothwendige  Bedingungen  der  unbeschränkten  Integra- 
bilität. —  Wir  lietrachteu  hier  nur  die  Systeme  (8),  welche  aus  einem 
System  von  n  Gleichiuigen  zwischen  n  -\-  m  Veränderlichen  von  der  Forni 

F(Xi,  .  .  .,  x„,,  iJi,  .  .  .,  ?/„)  =  const 

durch  totale  Differentiation  hervorgehen.  Es  folgt  daraus,  dass  man  von 
den  Gleichungen  (3),  welche  wir  betrachten,  annehmen  kann,  dass  sie  zu 
Lösungen  n  Functionen  ?/  von  x^,  .  .  .,  x ,„  und  n  willkürlichen  Constanten 
besitzen.     Man  hat  demnach  : 

Sijk  Syk  ,,. 

und  somit: 

da/i,k   dai,k   ^.  /-v 

dxi  dxh  ^  '* 

Wir  wenden  hier  für  die  Ditterentiation  das  Zeichen  d  an,  weil  die 
a  gleichzeitig  die  x  und  die  y  enthalten.     Man  bemerke,  dass 

da/i,k  Öa/i,k  .  Sa/,,k    Öi/t     ,              ,     (Sa/i,k   Öy« 

dxi              Sxi  '  dt/,     Sxi   '^  '  '  '    '~    dijn     8xi' 
d.  h.  nach  (4) 

da/i.k  öa/i,k  1^  8a/,,k   _.             ^^           Sa/,,k 

dx,  —  ~ö^  "f"  '''1  "d^  "^              ^  "'>  Ij^' 

oder  auch,  wenn  man  auf  die  Bedeutung  des  Operationssymbols  Aj  Rück- 
sicht nimmt: 

ist.     Mithin  können  die  Bedingungen  (5)  in  der  Form  geschrieben  werden: 

Ai{aH,k)  —  ^,Ka)  =  0 (50. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  (5)  oder  (5')  beträgt  n  .         ^        ;  die- 
Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  14 
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selben  müssen  durch  die  Werthe  der  y  identisch  erfüllt  werden,    da  diese 
n  willkürliche  Constanten  enthalten. 

Die  Bedingungen  (5)  oder  (5')  sind  daher  nothwendig,  wenn  das  System 
(3)  ein  Integralsystem  von  der  angegebenen  Form  haben  soll.  Wir  werden 
sagen,  dass  diese  Bedingungen  ein  unbeschränkt  integrables 
System  (3)  definiren.  Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dass  dieselben 
auch  hinreichend  dafür  sind,  dass  die  Integration  möglich  ist. 

Man  kann  bemerken,  dass  die  Bedingungen  (5')  für  eine  beliebige 
Function  z  geben: 

''■  =  "  (l2 

2   lAi{a,,^u)  —  Äh(aij,)]-^  =0      ....     (6). 

Es  ist  aber  (§  17,  Nr.  58): 

dz 
{AiAj,  —  AkÄ;)s^=IlAi{ak,k)  —  ^/< («;,/.)]  ^; 

mithin  haben  die  Bedingungen  (5)  die  nachstehenden  zur  Folge: 

AiAhS  —  AnAiS  =0 (7). 

Umgekehrt,    wenn    diese    Bedingungen    bestehen    für    n    verschiedene 
Functionen  ^,    so  ist  aus  der  Theorie    der  Determinanten    ersichtlich,    dass 
sie  an  Stelle  der  Bedingungen  (5)  oder  (5')  treten  können. 

96.  Zurückführung  des  Systems  (3)  auf  nt  Systeme  von  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  —  Wenn  es 
wirklich  n  Functionen  y  giebt,  welche  den  Gleichungen  (3)  genügen,  so 
müssen  dieselben    insbesondere  den  n  folgenden  Gleichungen  (4^)  genügen: 

in  denen  x^^  .  .  .,  x„i  die  Rolle  von  Constanten  spielen.     Es  seien  die  Glei- 
chungen 

99.2  (a^i, ,  x,„,  yi,  .  .  .,  y„)  =  c^        ....     (8o) 


das  Integralsystem  von  (4i),  wobei  c^,  Cg,  .  .  .,  c„  nur  a^^,  •  •  .,  x,,,  enthalten. 

Man  kann  sich  dieser  Gleichungen  bedienen,    um    eine  Änderung    der 

Variablen  auszuführen,  welche  darin  besteht,  dass  ^/j,  .  .  .,  </«  durch  r;^,  . . .,  c„ 

ersetzt  werden.     Es  ist  leicht,  die  totalen  Differentialgleichungen  zu  bilden 
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welche    tlann    an    die   Stelle    des   Systems  (3)  treten  müssen.     Man    erhält 
nämlich  ans  (8): 

^^  _    /    **»>     _!_     ^'P       *."■     -L  .       «<P      *.'/"  \    ,7„ 


oder  auch 


de  =  j:(^?-  +  ''.,.  ,^J  4-  •  •  •  +  ^'/,.„  ^)  ^?^v. 

,   \  OX/i  '      oi/i  Syn  I 


Da  die  (p  nach  Voraussetzung  die  Lösungen  von  (4)  sind,  so  hat  man 
-  *'"  ^0  und  somit  reduciren  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  auf  die 
folgenden,  in  denen  wir  uns  des  Operationssymbols  A  bedienen: 

m 

dc^  =  I  A/,(p^dxn (9i), 

m 

de,  =  I  Ah<p^dxu (92), 


//( 


dCn  =  ^  A,,(pndx,, (9„). 

Es  ist  übrigens  klar,  dass  .c^  in  diesen  Gleichungen  nicht  mehr  vor- 
kommen kann,  da  die  c  diese  Variable  nicht  enthalten.  Man  kann  dies 
auch  folgendermassen  beweisen.     Man  hat  wegen  AiCp  =  0: 

A^Ähq)  =  Ai^A^(p  =  0, 
oder  auch: 

djAutp)     ,  djAhtp)     ,  djAhtp)     ,  ,  äjAhtp)   ,-, 

~d^  +  ""ii  —d^  +  ""i ^  ^^/T"  +  •  •  •  +  «1.»  -^^  —  "' 

d.  h.  nach  Substitution  der  Werthe  von  ij^,  y^i  •  •  -i  Vn  iii  ^ii^  ist  die 
totale  Ableitimg  von  A/itp  nach  x^  gleich  Null.  Es  folgt  daraus,  dass  nach 
der  in  Rede  stehenden  Substitution  die  Gleichungen  (9)  nicht  mehr  x^ 
enthalten. 

Man  kann  somit  unbesorgt  an  die  Stelle  von  x-^  irgend  einen 
beliebigen  speciellen  Werth  setzen,  ohne  dass  sich  die  Gleichungen 
(9)  ändern. 

Wie  man  sieht,  ersetzt  die  soeben  durchgeführte  Transformation  das 
System  TS)  durch  ein  anderes,  welches  eine  gleiche  Anzahl  von  Gleichungen 

14* 
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und  eine  unabhängige  Veränderliche  weniger  enthält.  Man  kann  nun  weiter 
das  System  (9)  durch  ein  analoges  System  ersetzen,  welches  ebenfalls  wieder 
eine  Veränderliche  x  weniger  enthält,  u.  s.  f.,  da  das  System  (9)  offenbar 
unbeschränkt  integrabel  ist,  weil  es  dem  System  (3)  äquivalent  ist.  Man 
sieht  also,  dass  man,  wenn  man  in  dieser  Weise  fortfährt,  die  Integi'ation 
von  (3)  zurückführen  kann  auf  diejenige  von  m  Systemen  von  n  den 
Gleichungen  (3)  analogen  Gleichungen.  ^ 

97.  Bestimmung  dieser  aufeinanderfolgenden  Systeme.  —  Führt 
man  die  Anfangswerthe  der  Variabein  y  als  Constante  ein,  so  kann  man 
unmittelbar  die  m  Systeme,  von  denen  wir  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer 
gesprochen  haben,  aufstellen.  Wir  wollen  diese  dem  Werthe  x^  =  x^^  ent- 
sprechenden Anfangswerthe  y^^,  T/go,  •  •  .,  «/n.o  iiennen. 

Um  dies  zu  zeigen,  lösen  wir  die  Gleichungen  (8)  nach  |/^,  .  .  .,  y^^  auf 
und  finden  so: 

y\    =    V^i  (^1?  •  •  •)  ^mi    ^\i  ■  •  ;  c„)       ....      (lOj) 


y»  —  y^)i\^\i  •  •  •)  •^/«;  '^ii  •  •  •)  c«j    ....    (iu„). 

Nimmt  man  an,  dass  die  c  in  passender  Weise  als  Functionen  von 
ifg,  .  .  .,  x„i  bestimmt  seien,  so  geben  diese  Gleichungen  die  Lösung  der 
Gleichungen  (3)  und  mithin  findet  man  die  n  den  Gleichungen  (9)  äqui- 
valenten Relationen: 

^,.,+...  +  ||.,,„=(„,,_Ä),.,+...+(„,„,,_|^),.„,(ii.), 


S'tjJn 
8C 


'läe,  +...  +  ^  ,..=(«,,,„-1^),.,  +  ...  +  („„„„_^)..„,(ll„). 


Die  x-^  kommen  in  diesen  den  Gleichungen  (9)  äquivalenten  Gleichungen 
nicht  mehr  vor  und  ebenso  sind  daraus  infolge  jener  Äquivalenz  die  dxi 
verschwunden.  Man  kann  übrigens  direkt  sehen,  dass  dxi  aus  den  Glei- 
chungen (11)  verschwinden  muss.  Da  nämlich  die  y)  Lösungen  des  Systems 
(4i)  sind,  so  hat  man: 

—  —  «1,1  —  0,  -^  —  «1,2  —  0,  .  .  .,    ^^^  «i.„  —  U. 

Wir  führen  jetzt  die  Anfangswerthe  als  Constanten  ein.     Setzen  wir: 

<jP  (a?i,  .  .  .,  Xm,  y^i  .  •  •,  yn)  =  9^  V^l.O'  "^21  •  •  •»^/»)?/l,0)  2^2,01  •  •  •'  2/n.O/  ""^^  ^» 
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und  leiten  wir  aus  den  n  in  dieser   (Jleichung  enthaltenen    Relationen  die 
folgenden  Werthe  her: 


so  erhalten  wir  für  diese  Functionen  ^  ebenso  wie  für  die  y): 

Gleichungen,  welche  wie  die  äquivalenten  Gleichungen  (11)  oder  (9)  unab- 
hängig von  a?!  sind.  Setzt  man  darin  Xy  =  x^q,  so  ändern  sie  sich  nicht. 
Unter  dieser  Voraussetzung  reducirt  sich  ^^  auf  y^Q,  .  .  .,  ^„  auf  ij„q  und 
somit  wird  das  System  (11')  ersetzt  durch  das  folgende: 

dy„.o  =  a2.«,o^^2  +  «3.„.o^^3  +  •••  4-  «„,.„,0^^/«   •     •     (12„). 

Hierin  haben  wir  den  Indices  der  a  noch  den  Index  0  hinzugefügt, 
um  anzudeuten,  dass  in  den  a  die  eine  Variable  x^  durch  ihren  Anfangs- 
werth  x^Q  ersetzt  worden  ist. 

Offenbar  ist  dieses  System  (12)  ebenfalls  unbeschränkt  integrabel.  In 
der  That  hat  es  zu  Lösungen  das  Integralsystem  des  ersten.  Man  weiss 
femer,  dass,  da  die  Integrabilitätsbedingungen  (5)  oder  (5')  für  einen  be- 
liebigen Werth  von  x  identisch  erfüllt  sind,  sie  es  auch  für  den  besonderen 
Werth  x^Q  sind. 

Man  kann  die  aufeinanderfolgenden  Systeme  von  n  Gleichungen  leicht 
hinschreiben,  wenn  man  übereinkommt,  den  Indices  der  Grössen  y  und  a 
noch  die  Indices  1,  2,  3,  .  .  .,  m —  1  hinzuzufügen,  um  anzudeuten,  dass 
darin  der  Reihe  nach  x^,  a^j,  .  •  .,  ^m—i  <iiii^ch  ihre  Anfangswerthe  ersetzt 
worden  sind;    indessen    ist  dies  unnöthig,    wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

98.  Zurückführung  der  Integration  der  wt  Hülfssysteme  von 
n  Gleichungen  auf  diejenige  eines  einzigen  Systems.  —  Es  giebt 
einen  Fall,  in  welchem  man  die  Integration  unmittelbar  zu  Ende  führen 
kann.  Dies  ist  derjenige,  in  welchem  der  besondere  Werth  von  x^^  nämlich 
Xy^Q,  so  beschaffen  ist,    dass  für  diesen  Werth  alle  a,    welche  noch  in  den 
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Gleichungen  (12)  vorkommen,    verschwinden.     In    diesem    Falle    giebt    das 
System  (12j: 

2^1,0  ="  const,  .  .  .,  ?/„o  =  const; 

die  Aufgabe  ist  vollständig  gelöst   und  es  ist  unnöthig,    noch    irgend  eine 
weitere  Transformation  auszuführen. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  man  in  allen  Fällen  durch  eine  passende 
Änderung  der  unabhängigen  Veränderlichen  bewirken  kann,  dass  diese  Ver- 
einfachung stattfindet.     Wir  setzen: 

Dadurch  geht  das  System  (3)  über  in: 

^Pi   =  ^,i^«i  +  ^2,1  ^«'2  +••••  +  ^„,i(^«w        •      •     (14i), 


%«  =  Kn^^^h  +  Kiß^^i  +  •  •  •  +  K,ndu„,       .     .     (14„), 
worin 


ist.     Dieses  neue  System  (14)  ist  unbeschränkt  integrabel,  da  sein  Integral- 
system aus  demjenigen  von  (3)  folgt.     Ebenso  hat  man,  wenn  man 

8Ui        j=i     duj 

setzt: 

BiBhZ  —  B,,BiS  =  0, 

was  auch  leicht  durch  die  Rechnung  bestätigt  werden  kann. 

Um  (14)  zu  integriren,    suchen   wir   zunächst  das    Integi'alsystem   der 
Gleichungen: 

^2/1  _  ,        ^  —  h  ^  —  h  (16) 

und   führen    darin    die    dem  Werthe    ii^Q  von  «^  entsprechenden    Anfangs- 
werthe  «/i.ot  •  •  •>  ^n,o  ^^^'     ^^^  System  (14)  wird  alsdann  ersetzt  durch 
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<^*/l.O    =    ''•.'.!  ./'"•.•    -I-       •    •    -f   ^,„lO^'"m    ....       (17i), 

Wir  wühlen  jetzt  die  Gleichungen  (13),  welche  die  Substitution  be.stimmen, 
derart,  dass 

rfyi.o  =  0.    fi>/>.o  =  ^ '  ^?/„,,  =  0     •    ■    •    (18) 

ist.     Dazu  setzen  wir  einfach: 

^1   =  -n.o  +  ("i   —  "i.o)«i (13(), 

^/«  =  ^,«.0  +  K  —  «i,o)  ^'/« (13„',), 

wo'  fi,.t'.,,  .  .  .,  v„,  Functionen  von  u^,  «,,  .  .  .,  u„,  sind,  welche  die  Variabein 
X  wirklich  unabhängig  lassen,  wo  ferner  a^n,,  .  .  .,  a;,„,u  derartig  gewühlt 
sind,  dass  die  a  endlich  und  bestimmt  bleiben,  und  ferner  so,  dass  die 
Annahme  n^  =  ti^Q  keine  der  Functionen  v  unendlich  werden  lässt.  Man 
hat  für  ein  beliebiges  bh^/c,  in  welchem  Ä  >  1   ist: 

;  =  m      o^. . 

h,k  =  («1  —  ^i.oi.f^  -^  «'•/•' 

mithin  ^/,_a  ==  ^'  ^ür  ti^  =  ^/^  q.  Demnach  reduciren  sich  die  Gleichungen 
(17)  auf  die  Gleichungen  (18).     Sodann  hat  man: 

i  =  III  i  =  III  <j, , . 

W.k    =    ^  «'A^A-  +   K    —   «l,o)    ^'  -^    Cli,k^ 
(  =  1  1=1    ""i 

ein  Ausdruck,  der  weder  Null  noch  unendlich  wird  für  u^  =  m^  q,  so  dass 
die  Gleichungen  (16)  nicht  iUusorisch  werden. 

Die  Lösung  des  Systems  (3)  ist  daher  zurückgeführt  auf  diejenige  der 
Gleichungen  (16).  Führt  man  in  das  Tntegralsystem  von  (16)  die  Anfangs- 
werthe  der  y  für  «^  =  u-^  ^  ein,  so  hat  man  zusammen  mit  den  Gleichungen 
(13')  2n  Gleichungen  zwischen  den  x,  den  ij  und  den  u.  Eliminirt  man 
die  u,  so  erhält  man  das  Integralsystem  von  (3). 

Bemerkung.     Die  einfachste  Form  der  Gleichungen  (13')  ist  folgende: 

%  =  «1, 


X 


n    =    ^n.O    +    (%   —  %,o)««. 


216  Mayer's  Methode.  [Nr.  99—100] 

wo  die  Constanten  derai't    gewählt    sind,    dass    die  a  für  %  =  u^q  nicht 
unendlich  werden.     Man  hat  in  diesem  Falle: 

K/.-  =  «1.A-  +  ^'2«2,/.-  +  •  •  •  H-  «/««/«./^ 
bi,k  =  K   —  %,o)  «/,/.> 

wodurch  gezeigt  ist,  dass  man  die  gegebenen  Gleichungen  in  sehr  einfacher 
Weise  transformiren  kann. 


§  27.  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

99.  Vollständige  Integration  eines  Jacobi'schen  Systems.  —  Wir 

betrachten  jetzt  die  Gleichungen 


^"'^  —  "^  +  "'"1  ^,^  +  ^"'•«■^  —  0  .     .     (1,„). 

Um  das  Integralsystem  derselben  zu  linden,  transformiren  wir  es  durch 
die  Substitutionen 

^1  =  ^1.0  +  (%   —  %,o)^i (IS'i), 


in  das  folgende: 


worin  ist: 

i  =  »/  /  =  tu    ij    . 

&i./i-  =  ^  ai,kVk  +  K   —  %,o)  -^  -^  %,A-, 

ö/,./t  =   ("i  —  «<i.o).^    ;^    «',/.• 
Dies  vorausgeschickt,  suche    man   das  Integralsystem  der  Gleichungen 

*«,  ~  'ii'  Ä«,     ^i^'"-'  dx  —  ^1-"  •    •   •   •  ^^^^' 
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und  stelle  die  Constant^n  als  Functionen  der  Anfangswerthe  //,  o,  •  •  .,  //„„ 
der  Variabein  y  für  u^  ^  u^q  dar.  Dieses  Intej^alsystem  ist  zu  f?leicher 
Zeit  dasjenige  der  totalen   Differentialgleichungen: 

'^!/i   =  ''i.i'^"i   +  '^-.'.i^^"-.'  +  •  •  •  +  ^„.1^",«      •     •     •    (14,), 


%"  =   ^hj'h    +  h.n<i^'>    4-   •   •       -h  K,.n^^m       ■       •       •      (14„), 

wenn  man  //,  q,  .  .  .,  i/^^,^  als  Constanten  betrachtet.  Leiten  wir  aus  den 
dieses  Intcgi-alsystem  darstellenden  Gleichungen  die  Werthe  von  i/^^,  .  .  .,  ij^,^ 
her,  so  genügen  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Gleichungen 

!/i.o  =  -P\(«i,  •••,«„,,  ^1,  ..  .,y„)      ....    (18i) 


y„.o  =  -^n(«i)  •  •  -1  ^*«n  !/i,  •  •  •,  y«)     •     •     •     •    (18«) 

auch  dem  System  (14)  und  somit  bilden,  infolge  der  Correspondenz,  welche 
zwischen  den  Systemen  (14)  und  (1')  besteht,  diese  Gleichungen  (18)  das 
Integralsystem  von  (T).  Eliminiren  wir  daraus  mittels  der  Umkehrung 
der  Substitution  (13)  u^,  .  .  .,  u„„  so  erhalten  wir  die  vollständige  Lösung 
des  Systems  (1). 

Bemerkung.  Die  Systeme  (1)  sind  selten  vollständig  zu  integriren. 
Im  Allgemeinen  bedarf  man  nur  einer  einzigen  Lösung  der  Systeme  von 
dieser  Art.  Es  ist  daher  von  der  grössten  Wichtigkeit  zu  zeigen,  wie  man 
aus  einer  einzigen  Lösung  der  Gleichungen  (16)  eine  einzige  Lösung  von 
(1)  ableiten  kann. 

100.  Theorem  von  Mayer. i)  —  Man  kann  aus  jeder  Lösung 
des  Systems  (16)  eine  Lösung  des  Systems  (1')  herleiten.  —  Es  sei 

F{Ui,u.2,  .  .  ,  Um,  Vi,  ■  '  ;  ijn)  =  const       .     .     .     (19) 
eine  Lösung  des  Systems  (16).     Betrachtet  man  die  Lösungen 

VX    =   <Pl  (%'  •  •  •'  «'"^  2^1.0'  ^2,0'  •  •  •'  Unfi)        •       •       •       (20i) 
Vn    =    (Pni^h^  ■  •  •'  ^*»o  yi.O'    i!/2,0.  •  •  •'  Vn.o)       •       •       •      (^0«) 


*)  Lie,  in  den  Göttinger  Nachr.  1872,  Nr.  25,  S.  475,  hat  die  ganze  Wichtig- 
keit des  Mayer'schen  Theorems,  dem  er  bei  der  natürlichen  Entwicklung  seiner 
eigenen  Methode  nicht  begegnet  war,  wohl  bemerkt.  Im  Grunde  ist  dieses 
Theorem  nur  eine  Übertragung  des  Poisson'schen  oder  vielmehr  des  Jacobi'schen 
Satzes  auf  die  hier  betrachteten  Systeme. 
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dieses  Systems  (16),  so  weiss  man,  dass  für  w^  =  ?(j  ^  die  Grössen  «/i, . ..,  Ihi 
übergehen  in  «/^  q,  .  ,  .,  ?/„q.     Mithin  hat   man  für  ^/j  =  u^^: 

jj=F{u^,  «,,. . .,  ti„,^  y^, . . .,  yn)  —  F{ii^fy,%i.,, . . .,  ?<,„,  ^/i.o,  •  •  •,  ^„,o)=  ^  (21), 

wenn  in  J"  die  v/  durch  ihre  Werthe  ersetzt  werden. 

Nach  dem,  was  wir  oben  gesehen  haben,  genügen  die  Relationen  (20), 
wenn  man  t/j  o,  .  .  .,  ?/„^(,  als  Constante  betrachtet,  den  Gleichungen  (14) 
oder  den  Gleichungen 

Bei  dei'selben  Yoraussetzung  erhält  man  aber  auch  aus   (21): 


oder  auch: 
d.  h. 


duh   "*~    dy^     8un   "T-  ■  •  •  -t-    g,j^^    ^„^^  » 

ÖU     ,     8U     j  .  .     SU     ,  „ 

Bj.U  =  0. 


Zu  demselben  Resultat  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  B,F=  0, 

Ol  7 

welche  nach  Voraussetzung  identisch  ist,  gelangen.     Man  hat  nämlich: 

B^(B,IT)  =  B,{B,U)  =  B;,{B^F)  =  0. 

Mithin  hat  B/iU,  wenn  man  darin  die  Werthe  (20)  substituirt,  ebenso 
wie  U  einen  von  Ui  unabhängigen  Werth.  Für  Ui  =  «^  ^  ist  aber,  da 
yi,  .  .  .,  y„  in  2/1,0»  •  •  •>  2/„,o  übergehen,    U  gleich  Null  und  somit  auch  Bf,U. 

Demnach  ist  die  Function  U  so  beschaffen,  dass  man  hat: 

BiU  =  0,     B^U  =  0,  .  ..,  B,„U  =  0     .     .     .     (22), 

falls  man  darin  die  y  durch  ihre  Werthe  (20)  ersetzt;  überdies  ist  nach 
Toraussetzung  die  erste  der  Gleichungen  (22)  identisch  erfällt.  Bringt 
man  jetzt  die  Gleichung  (21)  auf  die  Form: 

^1,0  =   ^1  K'  ^hi  •  •  •>  ^^»',  2/1.  •  •  •,  Vn,  tf-2.0,  -  •  •,  y„.o)      •     (23), 
so  hat  mau  zufolge  (22)  ebenfalls  identisch 

B,Ui  =  0 (24) 
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und  ferner: 

B,U^  =  0,     B,JJ,  =  0 li„,U^   =  0     .     .     .    (25), 

wenn  man  für  y  die  Werthe  (20)  substituirt.  Nun  diesen  Gleichungen  (25) 
kann  keine  eine  Folge  von  (23)  sein,  da  sie  nicht  yj  (,  enthalten.  Es  können 
nun  zwei  Fälle  eintreten.  Entweder  sind  alle  Gleichungen  (25)  ebenso  wie 
(24)  identisch  erfüllt;  alsdann  ist  U\  eine  gesuchte  gemeinschaftliche  Lösung 
der  Gleichungen  Bz  =  0.  Oder  man  kann  daraus  noch  y.,Q,  .  .  .,  yi,Q  als 
Functionen  der  n,  der  rj  und  der  übrigen  Constanten  herleiten.  Ist  dies 
der  Fall,  so  operirt  man  mit  den  neu  gefundenen  Werthen  wie  mit  (23). 
Fährt  man  stets  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  entweder  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  der  Gleichungen  Bz  ^  0,  oder  man  kann  die  sämmt- 
lichen  Werthe  der  y^  darstellen  als  Functionen  der  y  und  der  u,  und  die 
so  gefundenen  Gleichungen  sind  äquivalent  den  Gleichungen  (20),  welche 
die  vollständige  Lösung  der  Gleichungen  (14)  und  somit  der  Gleichungen 
(1')  oder  der  Gleichungen  (1)  selbst  geben. 

101.  Anwendung  auf  die  Integration  der  linearen  Gleichungen, 
zu  denen  die  Jacobi'sche  Methode  führt.  —  Die  Methode  von  Jacobi, 
angewandt  auf  die  pai'tiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  führt 
die  Integration  dieser  /.urück  auf  diejenige  linearer  Systeme  von  der  Form: 

A^f  =  0,     A.J'  =0,     .  .  .  .,  AJ  =  0, 
worin 

A„f  =  ^^  +  k  l-^^-  K  _^lii  K]  =  (, 

dx,,  ^  „  +  il  Sxi    8pi  dPi  dxi) 

ist.  V  bezeichnet  hierin  die  Anzahl  der  Variablen  der  gegebenen  paiiiellen 
Differentialgleichung  und  somit  2v  —  jli  die  Anzahl  der  in  dem  System  Af 
enthaltenen  unabhängigen  Yariabelu,  nämlich: 

Xi,  X.2,  .  •  .,  X^^,  Ä^u^.],  .   .  .,  Xy,^  j^u-l-lj  •  •  •)  Pv 

Wendet  man  die  vorstehende  Theorie  au,  so  muss  man  setzen: 
m  =  fx,     n  =  2[v  —  /<). 

Um  ein  Integral  des  Systems  Af  zu  finden ,  muss  man  also  ein 
Integral  eines  Systems  von  2{v  —  /li)  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
suchen. 

Die  Jacobi'sche  Methode  führt  zu  v{^v — 1)  Hülfssystemen  mit  re- 
spective  2,  4,  6,  .  .  .,  2  {v —  1)  Gleichungen.  Mithin  erfordert  die  Mayer'sche 
Methode,  um  eine  partielle  Differentialgleichung  zu  iutegriren,  nur  die  Er- 
mittelung eines  einzigen  Integrals  von 
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1   System 

von 

2(j^ — 1)  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 

1-1 

5) 

2(v-2) 

1        „ 

?? 

2(v-S) 

1           :, 

n 

4 

^                                                  '5                                                           » 

1           „ 

11 

2                         „                             ,, 

Man  gelangt  zu  diesem  Ergebniss,  wenn  man  in  der  obigen  Schluss- 
iblgerung  u  =  1,  2,  .  .  .,  v  —  1  setzt.  Man  wird  bemerken,  dass  die 
günstigste  Methode,  die  von  Clebsch,  beinahe  die  doppelte  Anzahl  von 
Integrationen  erfordert  (vgl.  Nr.  87), 


III.   Huch. 

Methode  von  Caiichv  und  Lie. 


1.  Kapitel. 
Allgemeine  Auseinaiulersetzuiig.     Arbeiten  von  Cauchy.^) 


§  28.    Gleichungen  mit  stvei  imahliüngiycn  Veränderlichen. 

102.  Allgemeiner  Gedankengang  der  Cauchy 'sehen  Methode 
für  den  Fall  der  Gleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen.  —   Wir  betrachten  die  Gleichung 

f{x,  y,  z,  P,  q)  =  0 (1), 

und  nehmen  an,  dass  x^,  y^,  .£„,  2>o,  %  die  Anfangswerthe  von  x,  >/,  s,  p,  q 
seien,  welche  unter  einander  durch  die  Gleichung  verbunden  sind: 

/■(«o,  yo,  ^0,  Po:  (/o)  =  <^» (2). 


')  Cauchy,  Exercices  d'anal.  et  de  phys.  math.,  Bd.  2,  S.  238—272.  Der 
§  1,  den  wir  hier  analysiren,  ist  die  Reproduction  eines  im  Januar  und  Februar 
1819  im  Bulletin  de  la  Societe  philomatique  veröffentlichten  Artikels.  Die  Unter- 
suchung de>:  Falles,  in  welchem  die  Cauchy'sche  Methode  nicht  Stich  hält,  ge- 
schah durch  Serret  in  den  Comptes  Rendus,  Bd.  öS,  S.  598 — 606,  784—745  oder 
in  den  Annales  de  IVcole  normale  supericure,  Bd.  3,  S.  143 — 161.  Auf  die  Exi- 
stenz dieses  singulären  Falles  hatte  Bertrand  hingewiesen,  Comptes  Rendus, 
Bd.  45,  S,  617 — 619,  jedoch  behauptete  er,  wie  wir  nachgewiesen  haben,  mit 
Unrecht,  dass  derselbe  mit  dem  allgemeinen  Falle  übereinstimme.  Ossian  ßonnet 
(C.  R.  Bd.  65,  S.  581 — 585)  hat  einen  Beweis  für  die  Methode  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  gegeben,  vermittelst  dessen  man  die  von  Bertrand  angedeutete 
Schwierigkeit  umgehen  kann.  Die  Cauchy'sche  Methode  ist  ferner  dargelegt  bei 
Imschenetsky,  S.  191 — 200.  Er  verweist  hinsichtlich  der  Arbeiten  von  Serret 
auf  die  6.  Auflage  des  Traite  eUmentaire  de  calcul  differentiel  et  integral  von  L  a  c  r  o  i  x 
nebst  Anmerkungen  von   Her  mite     und   Serret,   Bd.  2,  S.  237 — 282,    welches 
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Ist  II  eine  Function  von  x  und  y,  so  kann  man  sich  denken,  dass 
y,  s,  p,  q  durch  x  und  n  ausgedrückt  seien.  Unter  dieser  Voraussetzung 
hat  man: 

|=^   +  '^l        ,    •     •     (3). 

dz    cly  .  . 

du  du         ^   ^" 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  (3)  nach  «,  die  Grleichung  (4)  nach  x, 
und  subtrahiren  wir  das  zweite  Resultat  vom  ersten,  so  finden  wir : 


dp  dq   dy  dq  dy 

du  dx  du  du  dx 

Ferner  erhält  man  aus  der  Gleichung  (1): 


(5). 


Sf     ,     8f  dy  81  d^  §1  dp  8f  dq  ^  , 

8x   '^   8y  dx   "^    8z  dx  ~^   Sp  dx   ~^   8q  dx  '     '     ^  ^' 

if  ^   _L    ^/  ^   4.   if  'i^   4_  if  ^?  =  0  (7,) 

8y  du  8z  du  8p  du  Sq  du  •     •      v  v- 

Substituiren  wir  in  diese  letztere  die  sich  aus  (4)  und  (5)  ergebenden 
Werthe  von  ^ ,   -f  oder  multipliciren  wir  (4)  mit  —   -^ ,  (5)  mit  —    — 

Utt      eilt  OZ  ÖJ/ 

und  addiren  sie  zu  (7),  so  kommt: 

^ifSf     ,      Sf  8f  clq\    ^   äqfSf  _    8fdy\^  .gv 

du\8y   ~^   8z   ^   ~^   8p  dx)    "^   du\8q  8p  dx)  '    ^  ^' 

Da  die  Function  u  noch  unbestimmt  ist,  so  können  wir  setzen: 

8q  8p  dx~    ^ ^   ^' 


Werk  wir  nicht  haben  einsehen  können.  Vgl.  auch  Serret,  Cours  de  calcul 
differentiel  et  integral,  ßd.  2,  S.  624 — 649. 

Cauchy  hat  im  Jahre  1841  seiner  ersten  Abhandlung  vom  Jahre  1819  An- 
merkungen nach  unserer  Ansicht  von  der  höchsten  Wichtigkeit  hinzugefügt,  in 
denen    er  seine  Methode  der  Darstellung  verallgemeinert. 

Jacobi,  Vorlesungen,  S.  364 — 376,  hat  eine  Darlegung  a  posteriori  dieser 
Methode  oder  vielmehr  der  von  ihm  abgeänderten  Pf  äff 'sehen  Methode  gegeben. 
Mayer  hat  in  der  Abhandlung :  Über  die  Jacobi-Hamilton'sche  Integrations- 
methode der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Math.  Ann.,  Bd.  3, 
S.  435 — 452)  gezeigt,  wie  man  in  jedem  Falle  ein  vollständiges  Integral  finden 
kann.  Die  von  Cauchy  im  Jahre  1841  gegebene  allgemeine  Darlegung  seiner 
Methode  enthält  implicit  jene  Untersuchungen  von  Mayer.  Padova  hat  in 
einer  neueren  Abhandlung  SuUa  integrazione  delle  equasioni  a  derivate  parziali 
del  prima  ordine  (Collectanea  Mathematica,  1881,  S.  105 — 116)  gezeigt,  wie  die 
Cauchy'sche  Methode  abgeleitet  werden  kann  aus  der  von  Ampere  (Cahier 
17  und  18  des  Journ.  de  Tecole  polyt.). 
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nnd  hierdnvch  geht  die  Gleichung  (8)  über  in: 

^f  +     ^f  n  +     «i  '^1  =    ^S  ...      (10). 

fit' 
Multipliciren  wir   fenier  ilie  Gleichung  (3)  mit  —  --,  die  Gleichung  (10) 

ÖS 

mit  —  y^,  die  Gleichung  (9)  mit  —  ^^  und  addiren  die  Producte  zur 
Gleichung  (6),  so  erhalten  wir: 

Sx   ^    8z  ^   ^   Sp  dx  ^     ^ 

Die  Gleichungen  (3),  (9),  (10),  (11)  lassen  sich  auf  die  folgende  Form, 
der  wir  schon  in  Nr.   37  begegnet  sind,  bringen: 

dx  dy  dz  —  dp         —  dg  ,._% 

W~  'sf~  ~'sl  7     ¥f  ~   Sf    .        ^  ~  §L  4-  f    ^f 
Sp         8q        ^^  Sp  "^  ^  S'i  öx  "^  ^^   8z  8y  ^  ^  Sz 

Mithin  besitzt  jede  Lösung  der  Gleichung  (1)  die  folgende  Eigenschaft: 
Man  kann  eine  Function  tc  von  x  und  y  von  solcher  Beschaffenheit  wählen, 
dass  die  Gleichungen  (12)  gleichzeitig  mit  der  Gleichung  (4) 

dz  dy  ,.s 

erfüllt  sind. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  das  System  (12)  nur  Ableitungen 
nach  X  enthält;  es  führt  somit  zu  einem  Integralsystem  von  der  Form: 

y  =  fiix,  2/0,  -So,  5o) (13i), 

z  ==  f,{x,  Pq,  ^0,  flo)      '     '  •     .     •     (l^a), 

P    =    A(^,    2/0,    ^0,    Qo) (ISg), 

2  =  A(^.  2/0'  -^0,  ffo) (1-^4)' 

wobei  angenommen  wird,  dass  Pq  mittels  der  Bedingung  (2)  eliminirt  ist, 
und  worin  11  nur  in  den  Integi-ationsconstanten  von  (12),  nämlich  in  ^q,  Zq,  Qq 
vorkommt.  Diese  Constanten  enthalten  n  derart,  dass  die  Gleichung  (4) 
erfüllt  ist. 

Umgekehrt  giebt  jedes  Integralsystem  (13)  der  Gleichungen  (4)  und 
(12),  in  welchem  die  Anfangswerthe  der  Relation  (2)  genügen,  ein  Integral 
der  Gleichung  (1)  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Anfangswerthe  derselben 
Gleichung  (2)  genügen.  Die  Relation  zwischen  x,  y^  z  wird  erhalten,  in- 
dem man  u  zwischen  (13^)  und  (13,)  eliminirt,  und  die  Werthe  von  ^  und  q. 
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welche  durch  Elimination  von  u  zwischen  (13^),  (ISg)  und  (13^)  gefunden 
werden,  sind  genau  -^  und  -^.  In  der  That,  vermittelst  der  Gleichungen 
(12)  und  (4)  kann  man  zu  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  oder 

dx  du 

zurückgelangen.  Aus  diesen  ergiebt  sich  df  =  0  oder  f  =  const.  Diese 
Constante  ist  Null  infolge  der  Bedingung  (2).  Mithin  genügen  zunächst 
die  Gleichungen  (12)  identisch  der  Relation  (1).  Sodann  folgt  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4): 

dz  =  pdx  -\-  qdy. 

Nimmt  man  also  x  und  y  als  Variablen,  so  hat  man: 

ds  äs 

dA-  ~  ^^'     dy  ^  ^■ 

Mithin  ist  die  Integration  der  Gleichung  (1)  vollständig  zurückgeführt 
auf  diejenige  des  Systems  der  Gleichungen  (12)  und  (4). 

103.  Bestimmung  eines  Integrals  von  (12),  welches  (4)  genügt. 
Wir  nehmen  an,  dass  man  das  Integralsystem  (13)  der  Gleichungen  (12)  be- 
stimmt habe.  Der  Voraussetzung  nach  kann  man  dasselbe  auf  die  Form 
bringen : 

2/  =  2/0  +  (^  —  ^o)V^i(«,  «/oi  ^0,  So)  •  .  •  (14i), 
s  =  Sq-{-{x  —  x^,)y).,{x,  2/o,  5-0,  2o)  •  •  •  (14,), 
li  =  Po  +  («  —  ^o)^3(^>  2/o.  •5'0'  3o)      ...     (I43) 

q  =  Qo  -h  (^  —  ^o)wd^^  2/0'  %.  Qo)    •    '    ■    (144). 

AVenn    diese  Gleichungen    der  Gleichung  (4)  nicht  identisch  genügen, 
so  hat  man: 

1  =  4:  +  ^    .......  (n 

Aus  den  Gleichungen  (4')  und  (3)  erhält  man  die  Gleichung 

(50 

in  derselben  Weise,  wie  (5)  mit  Hülfe  von  (4)  imd  (3)  gefunden  wurde. 
Die  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  (9)  und  (10)  geben  die  Identität  (7);  in  der- 
selben Weise  geben  die  Gleichungen  (3),  (4'),  (5'),  (9)  und  (10)  eine  Glei- 
chung, welche  infolge  von  (7)  wird: 

^?  +  ?!^  =  0 (15). 

ds  dx  8p  ^     ' 


dp 

dq   dy 

dq   dij   _,     dl 

du 

dx  du 

du  dx     '     dx 
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Aus  dieser  folgt: 

A  - 

dx. 


6  z 
I    =    IqC-  -loö]! 


Damit  /  =   0  sei,  genügt  es  im  Allgemeinen,  dass  /^  =  0  ist.    Nun 
hat  man  aber: 


,=j^ +(,_,.)  ^._ 


'Jo-\-(x  —  Xo)y>^ 


du  +  ^"^       ^«^  du 


Somit  muss  sein: 

Dieser  Gleichung  kann  man  auf  die  beiden  folgenden  Arten  genügen: 

1)  Nimmt  man  an,  dass  für  x  =  x^y 

sei,  so  hat  man: 

und  die  Gleichung  (16)  ist  identisch  erfüllt.  In  diesem  Falle  findet  man 
das  allgemeine  Integi-al,  indem  man  y^  und  somit  u  eliminirt  zwischen 
(13i)  und  (ISq),  welche  übergehen  in: 

y  =  /i(»'  2/0,  fpiyü\  fp'(yo)) (i^i')' 

s  =  f^{x,  iJq,  (p(^o),  (p'iy^^)) (13,'). 

2)  Man  kann  für  Zq  und  y^  willkürliche  Constanten  nehmen,  welche 
u  nicht  enthalten;  dann  wird  q^  in  den  Gleichungen  (13)  nur  allein  u  ent- 
halten. Man  gelangt  in  diesem  Falle  zu  einer  vollständigen  Lösung 
mit  zwei  willkürlichen  Constanten  5„  und  y^,  indem  man  q^  zwischen  den 
Werthen  von  y  und  s  eliminirt.  i) 

104.  Untersuchung  eines  Einwandes  von  Bertrand.  —  Bertrand 
hat  gegen  das  vorstehende  Beweisverfahren  einen  scheinbar  sehr  wesent- 
lichen Einwand  erhohen.     Man  könnte,  sagt  er,  mit  Hülfe  dieses  Verfahrens 


')  Die  am  Eingange  dieses  Paragraphen  erwähnten  Autoren,  nämlich  Serret 
und  Imschenetsky,  haben  sich  mit  diesem  zweiten  Falle  nicht  beschäftigt, 
obwohl  derselbe  von  fundamentaler  Wichtigkeit  ist  und  von  Cauchy  in  seinen 
im  Jahre  1841  zu  seiner  ursprünglichen  Abhandlung  vom  Jahre  1819  hinzugefügten 
Anmerkungen  angegeben  wurde.  Es  rührt  dies  daher,  dass  diese  Autoren  u  =  y^ 
setzen,  während  man  u  ganz  unbestimmt  lassen  muss,  um  nach  Bedürfniss  u  =  y^ 
oder  «  =  <jr„  setzen  zu  können. 

Mansion,  Part.  DiflferentialgleichHngen.  15 
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beweisen,  dass  jede  Function  (p  (x),  welche  für  einen  Werth  Xq  von  x  ver- 
schwindet, für  jeden  Werth  von  x  verschwindet.     Setzt  man  nämlich 


:7r(a;) 


so  hat  man: 


mithin : 


tpixy 


[>(-)"-  =  f.fi  "^- =  '»«  ^. 


J.r,  5t(a;)<?a 


(p(x)  =  9)(^i)e'''i  "^■^^^''- (17). 

Für  x^  =  Xq  ist  (p{Xi)  =  (p  {xq)  =  0,  wonach  es  scheint,  dass  man 
nach  dem  Cauchy'schen  Verfahren  schliessen  müsste,  dass  (p\X)  =  0  ist 
für  jeden  Werth  von  x,  was  absurd  ist. 

Dieser  im  Allgemeinen  sehr  richtige  Einwand  trifft  unserer  Ansicht  nach 
bei  dem  besonderen  von  Cauchy  behandelten  Falle  nicht  zu.  Die  Function 
n{x)  im  Beispiele  von  Bertrand  ist  derart  mit  der  Function  (p{x)  ver- 
bunden, dass  die  Nullstellen  der  letzteren  die  Unendlichkeitsstellen  der 
ersteren  sind  und  umgekehrt.     Die  Gleichung  (17)  beweist,  dass 


Y;,:^n{x)dX         I      j^(^x)^x^        j^^x) 


sich  dem  oo  nähern,  während  gleichzeitig  x^  gegen  ^^  oder  (p{x-^  gegen 
q){x,^  convergirt. 

In  dem  besonderen  von  Cauchy  behandelten  Falle  ist  dem  aber  nicht 
so.     Setzen  wir: 

n{x,   y,   Z,  p,   q)   =    (-   I  :  I), 

so  ist  klar,  dass  diese  Function  ;r,  wenn  man  darin  die  durch  die  G-lei- 
chungen  (13)  gegebenen  Werthe  von  y,  z,  p,  q  einsetzt,  nicht  füi-  jeden 
Werth  von  x  unendlich  wird,  weil  sie  willkürliche  Constanten  oder 
eine  willkürliche  Function  enthält.     Somit  kann 

I     Jidx 

nur  unendlich  werden,  wenn  jr  =  x>  ist  für  x  =  x^^.  Denn  wenn  Ji  für 
einen  andern  Werth  unendlich  wäre,  so  würde  dieses  Integi-al,  weun  man 
das  Intervall  x  —  Xq  genügend  beschränkt,  stets  endlich  sein. 

Es  kann  also  eine  Ausnahme   nur  stattfinden,    wenn    maa   gleichzeitig 
hat: 

fi^o,  i/o^  ffiyo),  Po,  (P'iyo))  =  0       ....     (18), 

^(^01  I/o,  fpiVo):  Po,  ¥{yo))  =   ^      ....     (19) 
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Dies  kann  nur  statttinden,  wenu  man  die  besondere  Form  der  Function 
<f)  nimmt,  welche  gerade  durch  diese  tfleicbungeu  bestinunt  wird.  In  diesen 
besonderen  Fällen  wird  das  Integral 


i: 


Tidx^ 


0 


wenu  n,  während  x  gegen  Xq  convergirt,  sich  dem  —  oo  nähert,  ent- 
weder endlich  oder  negativ  unendlich  sein.  In  diesen  beiden  Fällen  kann 
man  somit  ebenfalls  noch  von  Iq  ==  0  auf  7=0  schliessen.  Im  andern 
Falle  muss  man  /  direct  berechnen.  Findet  mau  /  verschieden  von  Null, 
80  kann  man  daraus  schliessen,  dass  es  keine  Lösung  von  der  Beschaffenheit 
giebt,  dass  für  ./;  =  Xq    z  =  q)(y)  ist,  aber  weiter  nichts. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Gleichung  ;r  ^  oo,  anstatt  eine  Form 
von  q)  zu  geben,  für  welche  man  ganz  sicher  nicht  /  =  0  hat,  im  Gegen- 
theil  einen  Werth  x  =  Xq  von  solcher  Art  giebt,  dass  es  zweifelhaft  ist, 
ob  /  =  0  ist.  In  diesem  Falle,  wenn  wirklich  I  nicht  Null  ist,  muss 
man  schliessen,  dass  es  keine  Lösung  giebt,  welche  gestattet,  x  den  Anfangs- 
werth  Xq  zu  geben.  Auf  diesen  Ausnahmefall  scheint  noch  nicht  aufmerksam 
gemacht  worden  zu  sein. 

105.  Bemerkungen.  —  I.  In  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  linear 
und  von  der  Form  ist: 

Pp  +   Qq  =  R, 

sind  die  beiden  ersten  Hülfsgieichungen  diejenigen  von  Lagrange 

dx  dy  dz 

P   ~    Q   '^  'R 

und  diese  genügen,  um  die  Aufgabe  vollständig  zu  lösen  (§  5  und  Nach- 
trag n). 

n.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (13j),  (ISg)  nicht  q^  enthalten,  so 
«rMlt  mau  daraus: 

Uo  =  9>ii^^  y^  ^\   ^0  =  (p2{^,  y,  z)- 

Mithin  hat  man  wegen  Zq  ==  ^(^/o)  ^'Is  allgemeines  Integral: 

fp2  =  9>{fPi)- 

Dieses  führt  zu  einer  linearen  Gleichung.  Die  linearen  Gleichungen  sind 
somit  die  einzigen,  welche  zu  Integralen  des  Hülfssystems  von  solcher  Be- 
schaffenheit führen,  dass  die  Wertte  von  s  und  i/  nicht  Qq  enthalten.  Das 
Umgekehi-^e  ist  der  vorigen  Bemerkung  zufolge  evident. 

15* 
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m.  Drückt  man  aus,  dass  die  durch  die  Relationen  (13)  gegebenen 
Werthe  der  Gleichung  (4)  unter  der  Voraussetzung  genügen,  dass  q^  nur 
Function  von  m  sei,  so  findet  man: 

^   =  f    §L 

eine  Relation,  vv^elche  beweist,  dass  /"g  vmd  /"^  gleichzeitig  qQ  enthalten  oder 
alle  beide  davon  unabhängig  sind,  ausser  in  dem  Falle,  wo  f^  =  0  ist.^) 
106.    Beispiele.  —  I.  Die  Gleichung  sei 2): 

x^j  =  pq. 
Die  Hülf Sgieichungen  werden: 

dx  dy  dz    dp  dq 

q  j»  2pq  y  x 

oder,  wenn  man  mit  xy  =  pq  multiplicirt: 

pdx  =  qdy  =  —  dz  =  xdp  ^  ydq, 

d.  h. 

dx  _dp      dy  _dq      ^^  _  i>_  .  2^^^  _  ^.2ydy. 
X         x>      y         q  ^  y 

Man  findet  unmittelbar  als  Integrale 


^   _^   ^      y_   ^    Vo      „  __     ^     Po  f^2  ^2\  _?o 

p  Po'    3 

mit  der  Bedingung 


p  p„'    q  g„'  a;«  ^  »^         yo  ^  ^^' 


Multiplicirt    man    die    beiden  Werthe    von  ^  —  Sq  mit  einander,    so 
erhält  man: 

(^  -  ^o)^  =  i^'  -  ^0-)  iy'  -  2/ü-): 


^)  Serret,    der  u  =  y^,   s  =  cp{ijo),   q^  =  fp'iVo)    setzt,   sucht   diesen   Satz 
folgendermassen  zu  beweisen:  Die  Gleichung  (4)  giebt  unter  dieser  Voraussetzung: 

(I  + 1  ''''■•'«> + S  '"<"»>)  -  f'  (I. + 1  '''^«' + 1  «^«')  =  »• 

,,Da  nun",  sagt  er,  „diese  Gleichung  identisch  stattfinden  muss,  so  müssen  die 
mit  — ^   multiplicirten  Glieder  sich  wegheben.     Man  hat  also  identisch: 

M  _  /  M  =  0  " 
Sq^       ''dq. 

Diese  Schlussfolgerung  erscheint  uns  nicht  bindend,  da  cp"{yo)  keinen  von  z^  und 
2(1  unabhängigen  Werth  besitzt. 

-)  Cauchy,  Exercices  etc.,  Bd.  II,  S.  249.  w 
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welches  das  vollständige  Integral  mit  einer  überschüssigen   Constanten 
Zq  ist,  wenn  man  Zq  als  willkürlich  betrachtet. 

Um  das  allgemeine  Integral    zu  f^rhalten,    braucht  man  zu  dieser 
Relation  nur  die  folgende 

(•^  -  -^o)  &  =  (^'  -  -""ö)^» 
oder: 

{z  —  ZQ)qQ  =  (a;2  —  xl)tjo 

hinzuzufügen,  welche  übrigens  identisch  ist   mit  einer  der  oben  gegebenen 
Relationen : 

{z  —  Zq)xo  =  (.r2  —  xl)po, 

wenn  man  die  Bedingung  x^y^  =  p^q,)  in  Betracht  zieht. 
n.  Die  Gleichung  sei: 

2z  —  px  +  qij  +  q^  =  0. 
Die  Hülfsgieichungen  sind: 

dx  dy         dz         —  dp   — dci 


Dieselben  führen  zu  dem  folgenden  Integralsystem,  in  welchem  (7=  ^q^q 

ist: 

q  =  Cx^ 


— j 


p  =  ^  X, 


y  =  --2-   +  ^(^0+-^). 

Die  Grössen  jj^,  Qq,  Xq,  y^,  Zq  sind  durch  die  Gleichung  verbunden: 

2£ro  —  poXq  +  qoyo  +  g^  =  0. 

Eliminirt  man  C  zwischen   den  Werthen  von  y  und  z,    so  findet  man  das 
vollständige  Integral,   unter  Ä  und  B  zwei  Constante  bezeichnend: 

Im  vorliegenden  Falle  hat  man  jt  =  co  für  x  ==  Xq  =  0.     Es  ist 
nämlich  ;7r  =  — .     Man  findet  I  =  -^o  ( ~  )  >  ^^^^  Gleichung,  welche  nichts 
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weiter  aussagt.  Da  aber  das  soeben  gefundene  vollständige  Integral  für 
X  =  0  keinen  Sinn  mehr  bat,  so  können  wir  schiiessen,  dass  wir  hier 
den  neuen  oben  angedeuteten  Ausnahmefall  vor  uns  haben.  Es  giebt 
kein  vollständiges  Integral  für  q  ==  willkürliche  Function  von  w,  welches 
so  bescbaflfen  wäre,  dass  man  darin  x  =  0  setzen  könnte. 


^  29.   Gleichungen  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von   Veränderlichen. 

107.  Zurückführung  der  Aufgabe  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  simultanen  Gleichungen,  —  Die  Gleichung  sei: 

f{s,    Xx,  .  .  .,    Xn,  Pi,  .  .  .,  P,)    =    0    .       .       .       .       .       (1). 

Wir  nehmen  an,  dass  für  x  =  ic^^^  die  Grössen  s,  cci,  . . .,  cc^_^,  p^, . . .,  p„ 
die  Werthe  Zq,  Xi^q,  .  .  .,  x„_i_q,  Pi,Q,  .  .  .,  Pn,o  annehmen,  welche  unter  ein- 
ander durch  die  Gleichung  verbunden  sind: 

fi^O:    ^1,0J  •  •  •'    ^n,0'  1*1,0'  •  •  •'  Pn,o)    =    0     .       .       .       .       (2). 

Die  Cauchy'sche  Methode  besteht  darin,  n  —  1  Functionen  u^^,  u^, ...,  m„_j 
von  x^,  a?,,  .  .  .,  x„  als  neue  Veränderliche  einzufübren.  Man  kann  um- 
gekehrt ^,  ÄJj,  .  .  .,  x„_i,  Pi,  . . .,  Pn  als  Functionen  von  Wj,  «g, . . .,  M„_j,  x» 
betrachten  und  hat  unter  dieser  Voraussetzung: 

^"     -Pl^.-h--+Pn-t^'    -^    P»         .       .       .       (3), 


dXn  ^     dXn  -fn—l      ^^^ 

^=^1-^^+  •••+i'-i-^ (4)' 

wobei  die  Gleichung  (4)  %  —  1  solche  Gleichungen  repräsentirt,  welche  man 
erhält,  wenn  man  nach  einander  ti  durch  u^,  iLy,  .  .  .,  m„_i  ersetzt.^)  Diffe- 
rentiirt  man  die  Gleichung  (3)  nach  u,  die  Gleichung  (4)  nach  Xn  und  zieht 
man  das  zweite  Resultat  vom  ersten  ab,  so  findet  man: 


dp 
du 


n__ldpj^    d0(\    d^    d^\  .      fdp„_i    dXn-i   dpn-i    äXn—i \  fK\ 

i         \dxn    du  du    dxn  j     '  \    dxn        du  du        dXn   ) 


1)  Wir  wenden  diese  abgekürzte  Art,  n  —  1  Gleichungen  darzustellen, 
mehrmals  an,  um  den  §  29  ganz  nach  dem  Vorbilde  von  §  28  gestalten  zu 
können.  So  repräsentiren  z.  B.  die  Gleichungen  (5),  (7),  (8),  (9),  (10),  (10'),  (H)  je 
w  —  1  Gleichungen,  welche  man  erhält,  indem  man  u  durch  u^,  u,, . . .,  m„_i, 
ebenso  x  durch  x^,  x^,  .  .  .,  x„_i  oder  2>  durch  p^,  p.-,,  .  .  .,  p„^i  ersetzt. 
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Sodann  erhält  man  aus  der  G-leichung  (1): 


9f     ,      y  üf  dj-         df    d:  '•   df  dp   _  , 

8t„  "^    7   äx  rfir,,  "^   Sz  dxn  "^  7  <J2>  dx.,  —  "  •      •      •      l^A 


n—l 


y  df   da:         Sf    dz     .''    6f  dp  _  ,.. 

7   di    du    "^   dz    du   "T"  7  öp  du   ~     '    •      •      •      '■  ^• 

Substituirt  man  in  diese  letzte  Oleichung  die  aus  den  Gleichungen 
(4)  und  (5)  sich  ergebenden  Werthe  von   j-,   ~^,  so  folgt: 

D^  die  Functionen  «  unbestimmt  sind,  so  wird  man  die  letzte  Summe, 
welche  in  dieser  Gleichung  vorkommt,  zum  Verschwinden  bringen  können, 
wenn  man  die  n  —  1   Gleichungen  annimmt: 


8f §L  Al 

82}  Spn     dXn 

Die  Gleichung  (8)  geht  dadurch  über  in 


(9). 


^  du\8x    ^   P   8z    ^     8j?n     dXn]  "  •       '       •       K"-"^ h 


Da  die  Determinante 

d{x^,  .  ■  .  .,  Xn-\) 
d{u^,  .  .  .  .,  ?<„_,) 

im  Allgemeinen  nicht  Null  ist,  den  Bedingungen  (9)  zufolge,  welche  u  nicht 
explicit' enthalten,   so  sind  die  Gleichungen  (10)  den  folgenden  äquivalent: 

ä  +  ^»l+»L^^ü (10') 

8x    ^  ^  8z   ^    8pn   dxn  ^      ' 

Schliesslich  ergiebt   sich    aus    den  Gleichungen  (6),  (3),  (10)  und  (9), 
wie  wir  im  Falle  zweier  unabhängigen  Veränderlichen  gesehen  haben: 

''     +2>nf    +    ^$^    =    0       .       .       .       .       .       (11). 


8Xn  ^      8Z  8pn     dXn 

Die  Gleichungen  (3),  (9),  (10'),  (11)  können  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden,  der  wir  schon  in  Nr.  42  begegneten: 

dx^ dxn dz_ —  dpi      __     —dpn 

df                       8f~~         Sf     ,           .           Sf~8f,         8f  ^A.r>    ^ 

8p,                      ■    «^          ^^   8p,^"'^^"8fn          ÖX,^^^Tz  SXn'^^Uz 
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Diese  Gleichungen  (12)  enthalten  die  it  nicht.  Man  erhält  aus  ihnen 
ein  System  von  Werthen: 

WO  jede  der  Functionen  fi  x,i  und   die  Anfangswerthe 

^01    ^1,0'   •  •  •'    ^«—1,0?  i^l,0»  •  •  •'  Pn—1,0 

enthält.  Es  ist  ersichtlich,  dass  man,  um  die  Lösung  zu  vollenden,  nur 
diese  Anfangswerthe  als  Functionen  der  u  derart  zu  bestimmen  braucht, 
dass  den  Gleichungen  (4)  Genüge  geschieht. 

108.  Bestimmung  eines  Integrals  von  (12),  welches  der  Glei- 
chung (4)  genügt.  —  Wir  substituiren  die  Werthe  (13)  in  die  Gleichung 
(4)  und  setzen: 

Mit  Hülfe  von  (3)  erhält  man  hieraus: 


(40. 


dpn     "yl  dp„ 

du  ^    \  dxn 


dx 

un     du 


dp     dx 
du    dx, 


'-]  +  — 

n  }  dXn 


(5-). 


Substituirt  man   diese  Werthe  von  -^^  und  ~  in  (7),  so  folgt: 


8f 


du 
dl      8f 


SZ  dXn      8p  n 


0 


Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man 
^0  =  dtt  —  V 


setzt: 


-^  Pn-1,0         ^^       j^ 


71 


Sf 
Sz 

K 

SXn 


(14). 


(15). 


i=  loe 


«1 


dx 


^«,0 


(16). 


Damit  I  =  0  sei,    reicht  es  im  Allgemeinen  aus,    dass  Iq  =  0  sei 


oder: 


dz„ 


dw, 


=  Pl,0 


dx,,a 
du. 


H h  p„-ia 


du^ 


•     .     .     (17,), 


dUn-i 


0         ^T  ""^1.0       _l_  _1_     M  ^^«—1.0 


—  ^''^  d^. 


dM„_i 


.     (17„-i). 
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Dieser  Bedingung  kann  man  auf  verschiedene  Arten  genügen*): 

1)  Man  kann  annehmen,  dass  Zq,  •^\,Q^  •  •  •>  -^/i— i.o  willkürliche  Con- 
stanten und  />i,o.  •  •  •,  P„—n)  beliebige  Functionen  der  u  oder  auch  die  u 
^•elbst  seien.  In  (liesem  Falle  findet  man,  indem  man  die  p^j  zwischen  den 
n  ersten  Gleichungen  (13)  eliminirt,  das  vollständige  Integral: 

F{2,  a'i,  .  .  .,  Xn,  Zq,  a;i_o,  .  .  .,  ^,^i,„)  =  0    .     .     .     (18). 

2)  Man  kann  annehmen: 

""O   =  '^'(^l.O'  •  •  ••>  ^«_i,o)' 
Äqp  8(p 

wo  x^fi,  X-ifi,  .  .  .,  ^„_i,o  irgend  welche  Functionen  der  m  sind,  oder  auch 
selbst  für  die  u  genommen  werden.  Um  das  dieser  Annahme  entsprechende 
Integral  zu  finden,  muss  man  sich  vorher  die  Form  der  Function  cp  ge- 
geben denken,  um  die  u  zwischen  den  n  ersten  Gleichungen  (13)  eliminiren 
zu  können.     Dieses  Integral  ist  das  allgemeine  Integral. 

3)  Mau  kann  schliesslich  den  Gleichungen  (17)  auch  genügen  durch 
Annahmen,  welche  zwischen  den  soeben  behandelten  in  der  Mitte  liegen. 
Man  kann  gleichzeitig  setzen: 

^m-i-i.o  =  const, ,  a;„_i  0  =  const, 

wo  a?!  „,  j;.2,o,  .  .  .,  a;^,Q,  i>„,4i,05  •  •  •»  Pn-i,«  beliebige  Functionen  der  u  sind 
und  die  andern  p  durch  die  folgenden  Relationen  bestimmt  werden: 

Stp  Scp 


7/('0 


109.    Bemerkungen.    —    I.  Wenn   die    gegebene    Gleichung  linear 
und  von  der  Form  ist 

X^p,  -\ -{-  X„p„  =  Z, 


so  sind  die  n  ersten  Hülfsgieichungen  diejenigen  von  Lag  ränge: 

dxi  dxn  dz 


Xi  Xn  Z 


(19). 


Dieselben   reichen    aus,    um   die  Aufgabe   vollständig    zu    lösen   (§  6    und 
Nachtrag  II). 


*)  Die  im  Folgenden  angegebenen  drei  Ai-ten  sind  nicht  die  einzigen,    wie 
man  diesen  Gleichungen  genügen  kann  (Nr.  116,  III). 
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n.    Wenn    die  n  ersten  Gleichungen  (13)   die  p^  nicht    enthalten,    so 
folgt  daraus: 

und  dies  giebt  das  Integral: 

welches  zu  einer  linearen  Gleichung  gehöii;. 

III.     Drückt  man  aus,  dass  die  durch  die  Relationen  (13)  gegebenen 
Werthe  den  Gleichungen  (4)  genügen,  falls  man  u  =jPo  annimmt,  so  folgt: 

Sfn      /.  Sfi        I  \    f  Sfn—i 

Ä«  i"-tl      Ä„  ~r    ■  •  ■   ~i     l-in—i        An       ' 


SPn-^^    ~   '"+^    8p„-^.o  "^  "^    ^"'-'     Spn_,s 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass,  wenn  n  —  1  der  Functionen 
/"i,  .  .  .,  f„  eins  der  Pq  nicht  enthalten,  dasselbe  mit  der  m'*"  der  Fall  ist. 

IV.  Leitet  man  aus  den  n  ersten  Gleichungen  (13)  durch  Elimination 
der  p  mehr  als  eine  und  weniger  als  n  Relationen  zwischen  den  ^  und 
den  X  her,  so  befindet  man  sich  im  Falle  der  semilinearen  Gleichungen,  auf 
den  Lie  (Nr.  14,  III)  aufmerksam  gemacht  hat  und  auf  den  auch  Serret 
nebenbei  gekommen  war  (Nr.   119). 

V.  Man  kann  von  der  Cauchy'scben  Methode  im  allgemeinen  Falle 
nach  Lie's  AuflEassungsweise  eine  symbolische  geometrische  Deutung  im 
Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  geben.  Die  Gleichung  (1)  stellt  oo^«  Ele- 
mente im  Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  dar.  Die  Schlussfolgeningen 
der  vorhergehenden  Nummern  zeigen,  dass  die  Elemente  jeder  Lösung  der 
Gleichung  (1)  unter  denen  enthalten  sind,  welche  dem  Hülfssystem  (12) 
genügen;  das  Hülfssystem  (12),  welches  nur  oo^"  Elemente  enthält,  enthält 
also  nur  die  Elemente  der  Gleichung  (1).  Die  Gleichungen  (4)  drücken 
einfach  aus,  wie  man  die  Elemente  der  Gleichungen  (12)  gmppiren  muss, 
damit  dz  =  p^dx^  +  ■  •  •  +  Pn<^^n  sei.  Diese  Bemerkxmg  erklärt  auch, 
warum  man  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Gleichung  linear  ist,  nur  die 
n  ersten  Gleichungen  zu  betrachten  braucht. 

110.  Beispiel.  —  Die  Gleichung  sei^): 

SC-itJCe}  ...  tVfi    -— ^  P\P^'>  •  •  •  Pn* 


^)  Cauchy  a.a.O.  behandelt  auf  diese  Weise  diese  Gleichung  für  den  Fall 
»  =  3.  Graindorge,  Nr.  49,  S.  50,  Nr.  69,  S.  65  behandelt  dieselbe  Gleichung 
für  w  =  3  nach  der  Methode  von  Jacob i  in  ihren  beiden  Formen.  Vgl.  auch 
Nr.  78,  I. 
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Die  Hülfsgleichiuigen  sind  uacli  Multiplication  mit  XxZ^. .  .x„=2^iPi---Pn' 

Pi^^i  =   .  .  .  =  pn<ix„  =  ^^    =  a-,f/;>i   ==...  =  T„dp„, 

d.  b. 

dx^   ^^  dp,  dx„  ^  dp„ 


—  =  "TT   ^i^^i  =  •  •  •  =  S^  Xndx„. 


n  .T,         '        '  Xn 

Als  Integrale  findet  man: 

l>i  Pi.o'  *  '  ■'  P„  Pno 

mit  der  Bedingung,  dass 

^1,0  ••  •  ^H.O   =  ^1.0  •  •  •  ^«.0 

sein  niuss.     Multiplicirt    man    die  n  Werthe  von  2:  —  Sq  mit  einander,  so 
findet  man: 

2" 

^  (z      Zq)"  =  {x^       a;j,(,)  [x^       xt^^q)  . . .  (x-       ^^,0); 

dies    ist    das    vollständige    Integral,    welches    eine    überschüssige    Constante 
enthält,  wenn-  man  0q  als  willkürlich  betrachtet. 

111.  Scheinbarer  Ausnahmefall.  Modificationen  von  Mayer 
und  Darboux.  —  I.  Ist  die  gegebene  Gleichung  homogen  in  Bezug  auf 
die  p,  so  hat  man  wegen  f  =  0: 

und  somit  giebt  die  w''^  Gleichung  (12)  als  Integral 

^  =  const. 

Ofienbar  ist  es  unmöglich,  die  p^  aus  dieser  Gleichung  und  den  n  —  1 
Relationen  (13i),...,  (13„_j)  zu  eliminiren,  und  somit  giebt  die  allgemeine 
Methode  von  Cauchy  nicht  mehr  das  vollständige  Integral. 

Mayer  hat  ein  sehr  einfaches  Verfahren  angegeben,  um  sowohl  in 
diesem  Falle  wie  im  allgemeinen  Falle  zu  einem  vollständigen  Integrale 
zu  gelangen,  welches  ^^.q,  .  .  ., i^„_i,o  T^^d  ^q  als  Constanten  enthält.  Zu 
dem  Ende  betrachten  wir  das  allgemeine  Integral,  welches  so  beschaffen 
ist,  dass 

^0  =  ^0  +  2^1.0^1,0  H f-  Pn-i,QX„_i,o    .     .     .     (ao) 
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ist.     Man  hat  dann,  da  s'q  eine  Constante  ist: 

SZf,     SZq      

'^  ^1.0'  •  •  •  •'  *r  ^n— 1,0* 

Somit  braucht  man,  um  das  entsprechende  vollständige  Integral  zu 
finden,  nur  ^(,,  x^^q,  .  .  .,  a;„_i,o  zwischen  den  Gleichungen  (13i),...,(13„) 
und  (20)  zu  eliminiren.     Dies    ist    immer    möglich,    da  sich  die  x  auf  Xq 

für    x,^  =  iC„,o    reduciren    und    daher    die    Determinante      ,  '    " 

niemals  gleich  Null  ist,  weil  sie  für  x^  =  ä;„,q  gleich  der  Einheit  ist.  Man 
kann  somit  die  x^  als  Functionen  der  x  ausdrücken. 

Das  Vorhergehende  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.     Wir  setzen: 

^0  =   fl'C^i.oi  •  •  • -'^«-1.0'  «1' •  •  •»  ««)       •     •     .     (21), 
8q)  Scp  /oo\ 

WO  «!,...,  a,i  Constanten  sind.  Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen 
(ISj),  .  .  .,  (13„),  (21)  und  (22)  die  Grössen  ^„,  a;^  und  p^^,  so  findet  man: 

F{^,  Xi,  .  .  .,  a;„,  a^,  . .  .,  a„)  =  0      ....     (23), 

eine  Relation,  welche  ein  neues  vollständiges  Integral  darstellt.  Das  System 
der  Gleichungen  (13^),  .  .  .,  (13„),  (21)  und  (22)  lässt  sich  ersetzen  durch 
(13^),  .  .  .,  (13„),  (22)  und  (23).  Setzt  man  also  a;„  =  x„^q,  so  ergiebt 
die  Gleichung  (23),  wenn  die  Gleichungen  (13)  x^  =  ic^.Q,  . . .,  a;„_i  =  a;„_i,o> 
^  =  ^Q  geben,  die  Relation: 

^0  =   ^JC^lo' •  •  •'  ^«-1,0'  «1' •  •  •' ««)       •     •     •     (21)- 

Mithin  würde  man,  wenn  man  einfach  in  (23)  x„  =  x„^q  setzte,  finden: 

S   =    <p  [Xi,  .  .  .,  iC,(_i,    Cfj,  .  .  .,    ein)' 

Das  in  Rede  stehende  vollständige  Integral  reducirt  sich  daher  für  «„  =  x„^q 
auf  die  Function   <P{Xi,  .  •  .,  x„_^,  o^,  .  .  .,  a,,).^) 


^)  Mayer  beweist  diese  Bemerkungen  direkt  mittels  der  von  Jacob i 
modificirten  Pfaffschen  Methode.  Er  giebt  verschiedene  interessante  Sätze  über 
den  Zusammenhang  der  Integrale  unter  einander  (vgl.  Nr.  120,  Anmerkung).  Wie 
man  sieht,  enthält  die  Cauchy'sche  Methode,  wenn  man  sie  so,  wie  wir  es  oben 
gethan  haben,  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  darlegt,  implicit  die  von  Mayer 
angegebene  Modification. 
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II.    MuD  kann  den  Gleichungeu  (4)  auch  genügen,    indem    man   setzt: 

und  ai,o,  .  .  .,  a;,„.„,  i^,„+i.o p„-i.o    »Is    die  n  und    ^^i,,,,  .  .  .,  2>„,o, 

*/«  +  i,0'  •  •  •»  ^»1-1.01  ^0  ^^^  <^^^  Constanten  betrachtet.*) 


')  Darboux  (Comptes  rendus,  1874,  Bd.  79.  S.  1488  —  1489;  1875,  Bd.  80, 
S.  160 — 164)  hat  zuorst  auf  dieses  Integral  aufmerksam  gemacht,  aber  nur  in 
dem  Falle  der  halblinearen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  119).  Er  setzt  ebenfalls  diese 
Untersuchungen  mittels  der  von  Jacobi  modificirten  Pfaffschon  Methode  aus- 
einander. 


2.  Kapitel. 
Untersuchimgen  von  Serret. 

§  30.  Gleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen. 

112.    Form,   welche    der    allgemeinen   Lösung   in    den  Unter- 
suchungen von  Serret  gegeben  wird.  —  Die  Gleichung 

/■(»,.  y,  ^,  P,  a)  =  0 (1) 

fuhrt  zu  den  Hülfsgieichungen: 

dx dy dz  —  dp        —  dg  ^„^v 

8p        81       ^  8p~  ^  8q  8x^  ^  Sz  SiJ  ~  ^  8z 

deren  Integrale  sind: 

y  =  fl  (^:  2^0'  ^01  %) (^i). 

s  =  f2  («,  2/o:  -^0,  tfo) (^2)1 

.P  =  h  (^'  2/0,  ^0,  <?o) (^3)» 

1  =  fi  (x,  «/o'  ^0'  ^0) .•  i^i)' 

Nimmt    man   an,    dass    man    aus    den    beiden    ersten  das  vollständige 
Integral 

ß  =  Mix,  y,  yQ,  ^n) (4) 

abgeleitet  habe,  so  hat  man: 

SM  T,j,  ,  SM  j,,  .         .^, 

p  =  -g^  =  '^(^'  y^  yo,  ^0),  'i  =  ^  =  -PC^'  y^  ^^  ^o)  •  i^)- 

Will  man  das  allgemeine  Integral  haben,  so  hat  man  nur  zu  setzen: 
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und  mit  der  Glekhung  (4)  ihre  Ableitung  nach  </q  zu  verbinden: 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  sind  den  Gleichungen  (•'])  äquivalent  und  werden 
dieselben  im  Folgenden  vollständig  ersetzen.') 

113.  Neue  von  Serret  gefundene  Form  des  Werthos  von  /.  — 
Man  kann  das  totale  Difterential  von  f{x,  i/,  s,  p,  q)  erhalten,  indem  man 
die  Differentiale  der  Gleichungen  (8)  oder  der  äquivalenten  Gleichungen 
(4),  (5),  (6)  addirt,  nachdem  man  sie  mit  Factoren  von  solcher  Beschaffen- 
heit multiplicirt  hat,  dass  die  Differentiale  (Ii/q,  dz^,  dq^  aus  dem  schliess- 
lichen  Resultat  verschwinden.  Es  ist  klar,  dass  man  die  Gleichung  (6), 
welche  allein  «y^,  enthält,  mit  0  multipliciren  oder  weglassen  muss.  Multi- 
plicirt man  die  Gleichungen  (1),  (Sj),  (Sg)  resp.  mit  ^,  v,  g,  so  erhält  man: 

,.  /     SM     ,         SN    .  8P\    j 

,     (     SM     ,         SN    ,  SP\    . 

—  judjs  —  vdp  —  Qdq  =  0, 
vorausgesetzt,  dass  ju,  v,  q  den  Relationen  genügen: 

SM     .          SN     .     ^    SP          ..  i„  . 

^^    +    ^^^0    +    ^0^/0   =    ' ('^^' 

SM     .          SN    .        ^P          ^  ,„  . 

"«7.   +''«i-+eä^  =  » ('»)• 

Offenbar  hat  man  nach  diesen  Relationen: 

Sf 

SZ     IL 

sf  v' 


1)  Die  Art,  wie  Serret  diese  Äquivalenz  beweist,  ist  ziemlich  heikel,  da  er 
eich  auf  das  ungenügend  bewiesene  Princip  stützt,  welches  wir  in  der  Anmerkung 
zu  Nr.  105  angedeutet  haben.  Man  kann  dieses  kleine  Versehen,  wie  wir  es  in  der 
erwähnten  Nummer  gethan  haben,  leicht  gut  machen.  Indessen  ist  diese  nach- 
trägliche Verification  der  Ca  uchy'schen  Methode  überflüssig,  da  alle  Rechnungen 
von  Cauchy  in  umgekehrtem  Sinne  durchgeführt  werden  können.  Aus  dem- 
selben Grunde  haben  wir  die  nachträgliche  Verification  der  von  Jacobi  modi- 
ficirten  Pf  äff  sehen  Methode,  wie  sie  in  den  ,  Vorlesungen"  S.  364 — 369  gegeben 
ist,  weggelassen.     Vgl.  auch  Nr.  109,  V. 
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d.  h,  zufolge  der  letzten  der  Gleichungen  (7): 

8N  SP 

^   =    —    T.     =   -^ÜJ-    + 


V  öM       '      V      öM 


Sx8so     I      9    SySzo 

8M     ~^   ~v      SM 


SZq  8 


■^0 


S    .        SM     ,      Q     8    ,       SM 


Wir  bemerken  nun,  dass  man,  um  das  Integral 


I    Ttdx 


zu  berechnen,  sich  jr  mittels  der  Gleichungen  (3)  oder  der  Gleichungen 
(4),  (5),  (6)  durch  x  allein  ausgedi'ückt  denken  muss.  Wir  können  uns 
daher  dieser  Gleichungen  bedienen,  um  Jt  zu  transformiren.  Nun  giebt 
die  Gleichung  (6),  welche  (3^)  äquivalent  ist,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

SM 

bringt: 

SM  /  8-M  S-M    df\   _  SM  /  S'M  8'M    dy\  „ 

8zo  [stjaSx    '     SijoSy  dx)  Sijo  \8so8x    '     SsoSy  dxj 

Diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

^  =  1, 

dx  v' 

In  der  That  wird  dieselbe  durch  diese  Substitution: 

SM  (SN  j,     8P   q\    _   SMISN         SP   q\   ^  ^ 
8zo  \Syo  ~*~  Syo   v]  ^^o  U^o   "*"  Sz^    v] 

oder  auch  nach  Multiplication  mit  v  zufolge  der  Gleichungen  (7): 

SM  I  _        SM\  §^(  _        SM\   _ 

Szo\         ^^   Syo)  Syo\        ^   Szoj  ~   ^- 
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dy 

V     -    III    ueiii    »»eiuit?    wu  n  uuiuu 

V 

derselbe  übergeht  in : 


Mau  kann   daher    -   in   dem  Werthe  von  n  durch  5^  ersetzen,  wodurch 
V  ax 


d    ,       8M    .      b    ,       SM  ^^  dif  d    ,       8M 

^  =   ö.  ^'^  *7o  +  Jy   ^'«  özo  ^tx-dx  ^"«  ^- 


Mithin: 

JiW  ,.       f»M\ 

öM 


denn  es  ist  M  =  s  =  Zq  für  a'  =  x^  und  somit  l-r — 1  =  1. 

114.  Untersuchung  des  kritischen  Falles.  —  Die  vorstehende  Formel 
gestattet  uns  den  Fall  zu  discutiren,  wo  die  Form  der  Function  g)  (j^),  auf 
welche  sich  jü  füjc  x  =  x^  reduciren  muss,  so  beschaffen  ist,  dass  das 
Integral  J'  Tfdx  einen  unendlich  grossen   positiven  Werth    hat,    d.  h.  dass 

-     ^^»     Jf,     =    '^'     "^^'*     8Z0     =     ^ 

ist  für  X  =  x^^.  In  diesem  Falle  ist  man  von  vornherein  nicht  mehr 
sicher,  dass 

i  ==  0 

ist,  wenn  auch  I^  ^  0  ist.  Man  muss  demnach  a  posteriori  verificiren,  ob 
wirklich  J  =  0  ist.  Wenn  dem  so  ist,  so  wird  auch  eine  Lösung  3  =  M 
existiren,  welche  sich  für  x  =  x^^  auf  ^  =  <p(^)  reducirt,  die  aber,  was 
bemerkenswerth  ist,  vermittelst  der  vollständigen  Lösung,  wie  Serret 
bewiesen  hat,  geliefert  wird.  Die  Schlussfolgerungen  dieses  Geometers  sind 
nicht  nur  auf  den  FaU  anwendbar,  wo 

,        SM 

unendlich  gross  ist,  sondern  auch  auf  alle  Fälle,  in  denen  dieser  Ausdruck 

8M 

für  x  ==  Xr,  einen  von  Null  vei-schiedenen  Werth  annimmt,  während  -r — 

für  a;  =!=  a^o  verschieden  von  1  ist. 
Es  5ei  nämlich  für  x  =  Xq 

8M 


SZo 


==  einer  von  1  verschiedenen  Constanten 


uud  es  werde  angenommen,  dass  3  '==  M  für  x  =  x^.  übergehe  in  z  =  (p{iyl) 
oder  vielmehr,   dass  man  für  x  =  x^,    y  =  y^  habe:  s^  =  <p(^^).     Die 
Hansion,  Part.  Differentialgleichungen.  16 
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Gleichungen  (3)  oder  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  müssen  somit  für  diese 
Werthe  identisch  erfüllt  sein.     Nimmt  man  nun  aber  in  der  Gleichung  (6) 

an,  so  kann  dieselbe  nicht  erfüllt  sein,  wenn  sie  es  nicht  schon  für 

X  =  a-o,     £q  =  (p{y^) 

bei  beliebigem  y  ist.     Wäre  dem  nämlich   nicht   so,    so    erhielte   man  aus 
(6)  nach  Substitution  von 

X  =  Xq,     s^  =  (piyo) 

den  Werth  y  =  y^.     Damit  dies  aber  der  Fall  sei,  müsste  man  für  x  =  Xq 

— —  =  1  haben,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.^) 

Somit  verschwindet  y^  aus  der  Gleichung  (6),  wenn  man  x  =  Xq 
setzt.  Die  Gleichung  (6)  aber  ist  die  Ableitung  der  Gleichung  (4)  nach  y^. 
Mithin  verschwindet  «/o  ^^ch  aus  der  Gleichung  (4),  wenn  man  x  =  Xq 
setzt,  da  die  Ableitung  der  linken  Seite  von  (4)  d.  h.  die  linke  Seite  von  (6) 
identisch  Null  ist  für  x  =  Xq.  Wir  wissen  aber,  dass  die  Gleichung  (4)  für 
X  =  Xq^  y  ==  yo'-  ^0  =  ^{Vq)  gißbt;  mithin  giebt  sie  für  x  =  x^  allein 
Z  ==  (piy)'  Ini  gegenwärtigen  Falle  ist  daher  die  Function  ^q  ^^  9^  {i/o) 
derart  beschaflfen,  dass  die  Lösung 

s  =  M 

S  =  (p{y)  für  X  =  Xq  ergiebt,  ohne  dass  es  nöthig  wäre,  y^  zwischen 
dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (6)  zu  eliminiren.  Und  dies  sollte 
bewiesen  werden. 

Mit  andeni  Worten:  In  dem  Falle  —  dem  einzigen  wichtigen  für  die 

8M 

Theorie,  die  uns  beschäftigt  — ,  wo  ^^ —  =  0  ist  für  x  =  a;«,  hat  man 

auch  der  Gleichung  (6)  zufolge  -^ —  =  0  und  somit  kommt  y^  für  x  =  x^ 
nicht  mehr  in  der  Gleichung  (4)  vor.     Diese  Schlussreihe  ist  viel  einfacher 


*)  Diese  Schlussreihe  ist  nur  im  Allgemeinen  richtig.     Man  nimmt  an,  dass 
die  Function  M  derart  beschaffen  ist,  dass  man  darin  nicht  x  =  ocq,  y  =  ya  machen 

UM 
kann,  ohne  dass  man  nicht  nur  M  =  Zo,  sondern  auch  — -  =  1  hätte.     Der  Werth 

OS'o 

SM 

von wird  durch  die  Gleichung  (6)  gegeben;    mithin  muss  die  Gleichung  (6) 

SZo 

zu  der  Relation  -—  =  1  iiir  x  =  Xq,  y  =  i/o  führen,  abgesehen  von  den  Fällen, 

WO  2/o  in  dieser  Gleichung  nicht  vorkommt.  Serret  ist  nicht  präcis  genug  bei 
den  Schlüssen,  welche  sich  auf  diesen  kritischen  Fall  beziehen,  der  noch  gründ- 
licher untersucht  werden  muss. 


BeiHpiel.  243 

wie  die  von  Serret  und  ist  auf  Functionen  anwendbar,  welche  für  a;  =  oTq, 
y  =  //„  nicht  -j—-  =  1   ergeben  würden. 

115.  Beispiel.  —  Die  Gleichung  sei: 

ny  —  P2  ■\-  "7  =  0, 
wo  ((  eine  Constante  ist.     Die  Hülfsgieichungen 


—  pdx 

qdlf 

dz 

dp 

dq 

aq 

p: 

P'I'J 

r 

0 

haben  zu  Integralen: 

p  =  aq^R, 

z  =  R  [z^{Zq  —  q^y^)  +  aq^  {x  —  x>i\ 

y  =  ^[^o(^o  —  %yo)  —  «(a;  —  ^o)], 

wo  jB  detinirt  ist  durch  die  Kelation: 


2j   —  V(*o  —  ?o2/o)-'+2a<^o(a;  —  a^)- 
Man  erhält  daraus  als  vollständiges  Integi-al: 


' = l  h- 1  '^  -  ''A+i[  i  - 1  )(^  -  ^.)[-  2«! + 1(^-^,); 


=  M. 


Femer : 

SM 


=  B{zq  ~  q^yo). 


Setzt  man  z^  —  q^y^^  =  0,  so  hat 


man 


SM         ^ 

H  ==  «^0'    V  =  a,    ^  =  0, 

wo  a  eine  Constante  ist.  Führt  man  nun  diese  Werthe  von  z^  und  g^ 
in  das  vollständige  Integral  ein,  so  findet  man,  dass  sich  für  x  =  Xf^\ 
s  =  ay  ergiebt,  und  dies  ist  das  durch  den  Serret'schen  Satz  angegebene 
Resultat. 

§  31.  Gleichmigen  mit  n  Veränderlichen. 

116.    Form,    welche   in    den  TJntersuchiingen  von    Serret  dem 
allgemeinen  Integral  gegeben  wird.  —  Die  Gleichung 

f{x^,  .  .  .,  x„,  z,  Pi,  .  .  .,  p„)  =  0 (1) 

16* 
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führt  zu  den  Hülfsgieichungen: 
dXi  dx„  dz  — dp^  — rfp„ 


deren  Integrale  wir  durch  die  Gleichungen  darstellen: 


(2), 


^i    =  ti\^ni    ^1,0»  •   •  •»    ^H— ],0>    ^0)  1*1.0)  •  •   •'   P«— 1,0/     •       •        \ßi)i 

^    ^^         fn\^"^    '''1,0)  •  •  •»    •''m— 1,0)    ^0)  i^l.O'  •  •  •)    Pn—J.o)    •       •       (^«)) 

Pi   ^^^    fn  +  iy^ni    ^1.0'  •  •  •)    ^«— 1,0>   -^O»  Pl.O)  •  •  ')  JPw— l.o)    •  ('^»-♦-i)' 

I.  Es  sei 

-*' (^»    -^1»  •  •  •»    '^111    ^1    ^1,0)  •  •  •'    '''n— 1,0/    ^^^^    0         .       ,       .  (^4) 

das  vollständige  Integral,  welches  durch  Elimination  der  p^  aus  den  n  ersten 
Gleichungen  (3)  erhalten  wird.  Man  kann  n  der  Gleichungen  (8)  ersetzen 
durch  die  folgenden,  welche  die  Werthe  der  ig  geben: 

äF     ,  8F         ^  dF     ,  8F         ^  ..> 

:^   +l'x^=0,...,  ^+i>„^=0        .     .     (5). 

II.  Will   man    das  allgemeine  Integral  haben,   so  setze  man  (Nr.  10) 

Stp  Stp 

Pl,0    A^^'  •  •  •  •)  Pn— 1,0   JZ 

und  eliminire  die  Xq  aus  den  n  ersten  Gleichungen  (3)  oder  aus  (4)  und 
den  folgenden  aus  (4)   abgeleiteten  Gleichungen: 

SF     .  8F  ^  SF        .  SF         f.       ... 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  sind  den  Gleichungen  (3)  äquivalent. 

•  

EI.     Man  findet  weniger  allgemeine  Integrale,  wenn  man  annimmt 

^  =  ^'(^'i.oi  •  •  •)  ^n— i,o)) 

8cp  Sq) 

Pl,0    ä7~'    '  •  •'  i^n— 1>0    s^ 


und   femer,    dass    die   Xq    unter    einander    durch    Gleichungen    verbunden 
seien: 

*»i+l,0  ^'^'ll^l.O)   •  •  •)  ^w.o))  .  •  •  •»    ^n— 1,0  =  9^n— w^l(''^l,0)  •  •  •'  ^;n,o)- 
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Die  in  liede  stehenden  weniger  allgemeinen  oder  gemischten  Integrale 
werden  gegeben  diireh  die  Gleichungen  (Nr.   10): 

^  \^i   ^1»  •  •  -J   -^nj   *0j   -^IiO»  •  •  •!   •^;i— i,o)   "^^   ^      .      .      .      (4), 


-.-  +  ,,J',^  +  _/j^,  +  ^^,.,),-^„=0     .     .     (7,), 


6F     ,    Äi-' 


8F     .    6F  ,     "-1  /  «F     .     SF  ^    \    Sipi  ^  ,-    . 

TZ \--g:Pm.o+    -^  hr- +  TT  ^..0    I^—  0    .     .   (7,„). 

Bemerkung.  Tn  diesem  letzteren  Falle  wendet  man  im  Grunde  ge- 
nommen wt  Hülfsvariable  ar^  q,  .  .  .,  a;„j,Q  und  n  —  m  willkürliche  Functionen 
an ;  im  Falle  der  allgemeinen  Lösung  aber  werden  n  —  1  Hülfsvariablen 
und  eine  willkürliche  Function  angewendet. 

117.  Neue  von  Serret  gefundene  Form  des  Werthes  von  I.  — 
Zunächst  beschäftigen  wir  uns  mit  dem  Falle,  wo 

^(/i>  •  •  •»  fn—i) 

nicht  null  ist.     Wir  können  uns  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (4)  auf  die 
Form  gebracht  denken: 

^  =  -3^(^11  •  •  •)  ^m  ^o>  •''1,0»  •  •  •>  •^H— i,o)        •     •     •     \°h 

und  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  auf  die  folgende: 

^^  =  *^;  =  ^^'  •  •  •'  ^^  =  ^  =  ^"   •  •  •  •  (^^' 

ÖM      .     SM  „  SM        .    SM  .        ..„. 

»^.  +  jio  "'■•>  =  »•  •  •  ■•  teüi:;;  +  «i  ^«-'•»  = » ■  ('">• 

Das  Ensemble  dieser  Gleichungen,  welches  dem  Systeme  (3)  äquivalent 
ist,  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  I  zu  berechnen. 

Man  kann  das  totale  Differential  df  der  linken  Seite  von  /  =  0  er- 
halten, indem  man  das  Differential  der  Gleichung  (8)  imd  diejenigen  der 
Gleichungen  (9)  addirt,  nachdem  man  dieselben  mit  Factoren  ^a,  Vi^  .  .  .,  v„ 
von  solcher  Beschaffenheit  multiplicirt  hat,  dass  die  Differentiale 

aus  dem  Resultat  vex'schwinden.      Man  hat  somit: 


df 


=  i(x^*^  +    .,    ^  +  •  •  •  +  n.   ^-^)-(Md,+V,dp,  +  ...+Vndp„), 


Sf 

SN, 

SNn-,           SNn 

8z 

Sf  ~ 

ft          Vi    Szq     . 
Vn           Vn    SM  "^ 

1      Vn— 1        SZq         .      SZq 

'    '^     v„        SM      ^   SM 

SPn 

*% 

SZq            Szq 
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wo  die  Eactoren  ju,  v^,  Vo,  .  .  .,  v„  den  n  Relationen  genügen  müssen: 

SM      .  SN,      ,  .  SNn  r.  /^^   V 

^^  +  ^'1  -ö^  +  •••  +  ^«  -dir  =  ^   •  •  ^^^^^' 

SM     ,  SN.     ,  .  SNn  ^  .... 


SM       ,  SN,       ,  ,  SNn  „  ,. .   > 

Oitn— 1,0  OJ^n—itO  OJ^n—i>o 

Dem  Wei'the  von  df  und  der  ersten  dieser  Grleicliimgen    zufolge  hat 
man: 


jr 


Aus  diesem  Werthe  von  jt  müsste  man  mittels  der  Gleichungen  (10) 

rCj,  X2,  .  .  .,  sc^_^  elimiuiren;  man  kann  aber  zuvor  diesen  Ausdruck  trans- 

formiren  und  zwar  mittels  der  Gleichungen  (10)  selbst,    nachdem  man  sie 

auf  die  Form  gebracht  hat: 

SM 

8x^ 

-^0  ~  SM' 
Szo 

Man  erhält  aus  dieser  Gleichung  durch  Differentiation  nach  x„: 
SM  ISN,    dx,  8N„^  dx„_,         SNn\ 

SZq  \  SXq     dXn  8Xq  dXn  SXc  j 

SM  ISN,    dx^    ,  ,     SNn-,  dx„_,     .    SJ[n\   ^^  ^ 

Sxq  \  Szq    dxn  "'"■■■■"'         Szq         dXn  SZq  ) 

Diese  Gleichungen  werden  wegen  (11)  identisch  erfüllt  durch 

dx,     __     v^  dx„__,    __    Vn-i 

dXn  »'«'*'      dXn  Vn 

Mithin  lässt  sich  der  Werth  von  Ji  schreiben: 

SN,  8N„_,  SNn 

__   Szo_  ^1  I        Ssq     dx„_,     .     Szq^ 

8^dx„    '^  "^      ÖM       dxn     "^  SM 

SSq  SZq  SZq 

^  ,       SM 

dXn  SZq 
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Demnach  hat  man,  wenn  miin  bedenkt,  dass  für  r     ^  x   n 

8M  ^ 

ist: 


P'  ndx 
I  =  I,e  '"•»      =  L 


SM 


welches  die  Serret'sche  Formel  ist. 

118.  Untersuchung  des  kritischen  Falles  nach  Serret.  —  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Function  q)  derart   gewählt  sei,   dass   für  x^  =  a;„_Q 

=  einer  von   1   verschiedenen  Constante    .     .     .     (12) 

ist.  Es  ist  möglieb,  dass  trotzdem  eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  von  der 
Beschaffenheit  existirt,  dass  für  x^  =  x^^^q,  x<,  =^  x^^q,  .  .  .,  x^^  =  x  ^q-. 
e  ^  Zq  =  <p{x^^Q,  x.2fi,  . . .,  x^_i^q)  ist.  In  diesem  Falle,  behaupte  ich, 
ist  diese  Lösung  nicht  das  den  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  entsprechende  all- 
gemeine Integral,  sondern  es  ist  das  vollständige  Integral  oder  eine  andere 
zwischen  dem  allgemeinen  und  dem  vollständigen  Integrale  Liegende  Lösung. 
In  der  That,  wenn  die  vorerwähnten  Umstände  eintreten,  so  können 
die   Gleichungen   (10)   zufolge   der    Gleichung   (12)   nicht  Xy   =  a;^  q,  .  .  ., 

ir„_j  =  x^_y^Q  für  x„  =  x„Q  geben,  da  dies  im  Allgemeinen  -^  =  1  vor- 

aussetzt.  Man  muss  daher  annehmen,  dass  für  a;„  =  a;  ^  diese  Gleichungen 
identisch  erfüllt  seien,  welches  auch  x-^,  a:,,  .  .  .,  ^„_i  sein  mögen,  mögen 
dieselben  verschieden  sein,  oder  mögen  sie  sich  auf  eine  Anzahl  m  -<[  w  —  1 
reduciren. 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall.  Nehmen  wir  an,  dass  für 
x^  =  x„^Q  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  identisch  Null  seien,  so 
muss  man  daraus  schliessen,  dass  z  —  M  für  a;„  =  x^^^  nicht  x^^q,  x^^q^  . . ., 
a;„_j_o  enthält,  denn  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (10)  sind  die  Ab- 
leitungen von  s  —  M  nach  a;^  (,,  .  .  ..  a;„_i,o-     Indessen  s  —  iüf  =  0  für 

^1  =  ^1,0.  •  •  •'  ^«-1  =  ^«-1,0  giebt  ^  =  ^0  =  95  («1,0.  •  •  •>  ^n-xs\  wenn 
x^  =  x^^Q.     Mithin  hat  man  für  x„  =  x^^^: 

0  =  (p  (x^,  X.2,  .  .  .,  x„_i). 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  Gleichungen  (10)  sich  auf 
k  =  n  —  1  —  m  verschiedene  Gleichungen  reduciren,  falls  man  x^  =  x„^q 
setzt.     Wir  leiten  aus  diesen  die  Werthe  von  k  der  Constanten 

*m-Hl.O    =    9^1(^1,0»    •  •  •)    ^wi,o)»    •  •  •  -j    ^n—l,0    =    9^k\^l,0^    •  •  •'    ^;«,o) 

her  imd  substituiren  sie  in  die  Gleichungen  (10)  und  in  (8).    Nach  dieser 
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Substitution  werden  offenbar  die  Gleichungen  (10)  Identitäten.  Dasselbe 
ist  daher  der  Fall  mit  den  folgenden  Gleichungen,  welche  lineare  Combi- 
nationen  der  Gleichungen  (10)  sind: 

SM        SM   S^        "-\ISS£        SM  _8^\S^  ^  , 

Sxq  "^  Sso   Sxo        »TliU^i^o         Szq  8Xi,J  Sx^         "^     '     ^'■''^' 

demnach  enthält  z  —  iüf  ^  0,  von  welcher  die  Gleichungen  (13)  die 
identisch  verschwindenden  Ableitungen  nach  ^1,0?  ^2,0?  •  ■  -i  ^mo  ^^^^i  keine 
dieser  willkürlichen  Constanten.  Nach  Voraussetzung  aber  giebt  für  x^  ^x^  q 
<c^  =  0:2,0,  .  •  •,  a;„_i  =  ä;„_]  ,0,  falls  x^  ==  Xn,^,  die  Gleichimg  z  —  ilSf  =  0: 

Mithin  ist  schliesslich  für  x^^  =  iC„_o  die  durch  die  Gleichungen  (8),  (9) 
(13)  definirte  gemischte  Lösung  so  beschaffen,  dass 

s  =   (p{Xi,  «2,   .  .  .,   X„_i) 

ist,  womit  das  oben  ausgesprochene  Theorem  bewiesen  ist. 

Man  gelangt  zu  demselben  Resultate  mit  Hülfe  des  einfacheren  Resultats 
der  Nr.   114.     Der  Ausnahmefall  ist  charakterisirt  durch: 

(SM^  _  ^^ 


fSM\ 
[Szol 


.r„  =  .r,i,Q 

Man  hat  somit  wegen  der  Gleichungen  (10): 

SM    SM      . 

0^1,0  Sx,i — j,o 

was  zu  den  vorstehenden  Schlüssen  führt. 

119.  Fall  der  halblinearen  Gleichungen.  —  Wir  beschäftigen 
uns  jetzt  an  zweiter  Stelle  mit  dem  Falle  der  halblinearen  Gleichungen. 
Die  Relationen  (3)  geben  durch  Elimination  der  Pq  m  Relationen  zwischen 
den  Variablen  und  ihren  Anfangswerthen  (Nr.  14,  m  und  109,  IV).  Als 
Integral  kann  man  sodann  die  in  Rede  stehenden  Relationen  betrachten,  die 
wir  uns  auf  die  Form  gebi*acht  denken: 

■^1,0    ^^  Vi  (■^'    ^1'    '  '  "1   ^ni   ^m,Oi    '  •  •'    ^>?— 1,0/       •       •       (•'^^1/ 


^m—\,0    V';«— 1  (•^5    ^1)    •  •  •)    ^n'    ^m,OJ    '  •  •»    ^n_l,o)        •        (^^„(„i) 

•^0    '^^  Wmi^i    ^1'    •  •  '■>    ^ni    ^mSi    •  '  -i    ^n— l,o)        •       •      (l'*m) 


Halblineare  < Gleichungen.  24^ 

Dieses  Integral  kann  man  durch   das  folgende  ersetzen  (Nr.  13) 

'ii   V^i    +  .  .  .  +  ^,n-\   V^„-I    —   H>,n  =  '^      •     .     •     (1^). 
svo  ^j,  .  .  .,  /,„_!    willkürliche  ConstÄnt«n  sind,  oder  auch  durch 

F{z,  Xj,  .  .  .,  a-,,,  /j,  .  .  .,  /,„_!,  J-',,,,,,,  .  .  .,  ^„_i,o)  ==  0  •     (16)> 

indem  man  die  linke  Seite   durch   ein    einziges  Functionenzeichen   darstellt. 
Die  Werthe  der  p  sind  gegeben   durch  die  Gleichungen: 

worm 


8F     .          SF          ,, 

8x    +  ^'    8z           ''    •     ' 

iF 

Sx 

8F 
Sz 

''m     5-       1     ■•■■     1     ^,«-1        ^^ 

Sz 

ist 

Man  tindet  ein  allgemeines  Integi*al,  wenn  man  die  Ableitungen  von 
F  nach  den  Constanten  Xq  gleich  Null  setzt.  Man  findet  so  die  folgenden 
Gleichungen : 

^'  ö^  +  •  •  •  +  ^'"-1  -s^  -  1^  =  ^   •    •    •    ^^^)- 

Die  Gleichungen  (14),  (17),  (18)  ersetzen  vollständig  das  System  (3) 
und  gestatten,  wie  Serret  gezeigt  hat,  Ji  zu  berechnen,  wobei  man  jedoch 
an  Stelle  der  Relation  (15)  diejenige  nimmt,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 
(14)  und  einer  willkürlichen  Relation 

^0    =   9^(^1,0)  •  •  •»  ^n— 1  ,o) 

ableiten  lässt.   Diese  letztere  Relation  ersetzt  die  Gleichung,  deren  Existenz 
wir  annehmen: 

•S'o    =    ^'('^li   •   •  •)  ^m—ll  ^;h,0»  •   •  •  1  ^n— l.o)  *       *       •       (^^)* 

Die  Rechnungen  erleiden  keine  Modification   weiter,   nur  dass  A^,  ... 
A,„~i  durch  2?i  (j,  .  .  .,  p„,_i,o  ersetzt  sind,  wie  man  leicht  sieht. 
Wir  setzen  mit  Serret: 

cof=l (20), 

so  dass  die  Gleichungen  (17)  übergehen  in: 

Man  erhält  wiederum  das  totale  Diflerential  df  der  linken  Seite  der 
gegebenen  Gleichung  f  =  0,  wenn  man   die  totalen  Differentiale   der  Glei- 
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chungen  (20)  und  (17')  addirt,  nachdem  man  dieselben  mit  Factoren 
U,  Vi,  .  .  .,  v„  von  der  Art  multiplicirt  hat,  dass  die  Differentiale  der  n 
Grössen  Ä^,  .  .  .,  ^„,-i,  x,„^q,  .  .  .,  a;„_i,o  und  co  aus  dem  Resultat  ver- 
schwinden.    Man  hat: 

Sf 

8z  (Ol      8'F     .  8-F     .  .  8'F  \ 

^  =  -    W     ==    ~     1^  r  "^   +   ""^    d^   +   ■  •  ■  +  ""    dOOnfzj- 
SPn 

Wegen  der  Gleichung  (20)  ist: 

S'F 8log(o  8-F 8 logg 

^  'W  8z     '     ^    8x8s  8x     ' 

und  somit  geht  der  Werth  von  TT  über  in: 

1    /      Älogü)     ,  ölogo)     ,  ,  dloga}\ 

Man  kann  diesen  Werth  auf  eine  einfachere  Form  bringen,  indem  man 
daraus  die  Hülfsfactoren  fortschafft.  Drückt  man  aus,  dass  die  Differentiale 
der  A  aus  df  verschwinden,  so  folgt: 

''-^  +  '''^  +■••■  +  "»-«£-  =  "• 


^*-^r+'''^r+ ••••  +  '■"  *-^=°- 

Da  der  Factor  von  doj  ebenfalls  null  sein  muss,   so   hat  man  ferner: 
8F    .  8F    .  ,  '8F  . 

eine  Gleichung,  die  sich  den  vorhergehenden  zufolge  reducirt  auf: 

Schliesslich  ist  wegen  des  Verschwindens   der  Differentiale  dx^^^  .  .  ., 
dx„_i^o  aus  df: 

8'F  ^         8'F  8'F       ^ 

8s8x^_f^  8x^8Xjfi^Q  8x„8Xjjj^f, 


8-F  8'F  ^  d-F        ^ 

^*  8z8x„_,„  "^  *'*  8x,8x„_,^  "^  T-  n  öxjx„_,^ 
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Alle  diese  Gleichuiigeu  /wischea  fi  und  den  j'  sind  erfüllt,  wenn  man 

setzt: 

dx^   dxn  dz 

infolge  der  Gleichungen  (14)  und  (18).     Mithin  ist  schliesslich: 

.  d  \oa  CO    , 

3idx„  =  —TT--  dx„. 

Für  x^  =  Xy^Q,  .  .  .,  Ä„  =  a;„o,  5"  =  ^o  ^^*  "^'^^  oj  =  \.    Demnach: 

T"   ndx 

I   =    I^c   '"'^  =    I^OJ. 

In  dem  Falle,  wo  man  lo  =  oo  hat  statt  oj  =  1  für  x^^  =  x^^q,  ist 
man  nicht  mehr  sicher,  dass  /  gleichzeitig  mit  I^  gleich  Null  ist.  In  dem 
Falle,  wo  I  trotz  dieses  Umstandes  gleich  Null  ist,  giebt  es  noch  eine  Lösung. 
Wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  erkennt  man,  dass  dieselbe  dux*ch  das 
vollständige  Integral  oder  durch  ein  Integral  gegeben  wird,  welches  eine 
mittlere  Stellung  zwischen  diesem  und  dem  allgemeinen  Integrale  einnimmt, 
aber  nicht  das  allgemeine  Integral  selbst  ist.^) 

Bemerkung.     Wenn  die  Gleichung 

dz 

-^  +  ^(^  ^1,  .  .  •,  x„,  Pi, . .  .,  iJ„)  =  0       ...     (21) 

zu  Hülfsgieichungen  führt,  welche  zu  Lösungen  die  Relationen  (14)  haben,  so 
findet  man  nach  Nr.  111,  II  als  Integral  dieser  halblinearen  Gleichung  (21): 

5-  =  4  +  Pi,oWi  -\ 1-  Pm-i,o¥m-i.  +   r      .     .     (22), 

wo  V  der  aus  (14,,J  abgeleitete  Wert  von  z  ist.  Im  vorliegenden  Falle 
kommt  s  in  den  Gleichungen  (14^),  .  .  .  .,  (14„,_j)  nicht  vor.  Das  Inte- 
gral (22)  ist  von  Darboux  angegeben  worden  (vgl.  Nr.  111,  II). 


')  Wie  man  sieht,  ist  die  allgemeine  Methode  von  Cauchy  bei  der  Aus- 
einandersetzung dieses  bemerkenswerthen  Falles  derjenigen  von  Serret  vorzuziehen, 
besonders  wenn  man  in  diese  Theorie  Lie's  Auffassungsweise  der  halblinearen 
Gleichungen  einführt. 


3.  Kapitel. 
Lie's  Methode,  betrachtet  als  eine  Erweiterung  der  Cauchy'schen. 


§  32.  Darstelhmg  von  May  er. ^) 

120.  Verfahren,  um  aus  einem  vollständigen  Integral  ein 
Integral  abzuleiten,  welches  für  a;„  =  a;„_o  eine  gegebene  Function 
der  andern  Variablen  ist.  2)  —  Es  sei 

S  =   Zq   -f-  -t  [X-^,  .  .  .,   X,i,    Cj,  .  .  .,    C,j_j^j       ....       (1) 


^)  Wir  entlehnen  das  Folgende  zwei  Mittheilungen  Mayer' s  aus  den 
,Gött.  Nachrichten"  von  1872  Nr.  21,  S.  405—420  und  Nr.  24,  S.  467—472.  Die 
erste  ist  vollständig  der  Theorie  der  Transformationen  der  partiellen  Differential- 
gleichungen gewidmet.  Mayer  zeigt,  dass  die  verschiedenen  Untersuchungen 
Jacobi's  über  diesen  Gegenstand  sowohl  in  der  Nova  metlwdus,  wie  in  den 
, Vorlesungen  über  Dynamik"  einer  strengen  Revision  unterzogen  werden  müssen. 
Lie  behauptet  seinerseits  (Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  484)  anlässlich  der 
Untersuchungen  von  Mayer,  dass  seine  eigene  Methode  eine  leichte  Behandlung 
der  allgemeinen  Theorie  der  Transformationen  gestattet.  Wir  haben  nach  diesen 
Erklärungen  geglaubt,  alle  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  bei  Seite  lassen 
zu  dürfen,  da  sie  zur  Zeit  noch  keinen  definitiven  Charakter  hatten.  Wir  entlehnen 
Mayer  nur  das  unumgänglich  Nothwendige.  Mayer  hat  (Math.  Annal.,  Bd.  VI, 
S.  162 — 191)  seine  Darstellung  der  Lie'schen  Methode  sehr  ausführlich  veröffent- 
licht unter  dem  Titel :  „Die  L i  e'sche  Integrationsmethode  der  partiellen  Dift'ei-ential- 
gleichungen."  In  den  §§  1  und  2,  Seite  162 — 166  giebt  er  den  directen  Beweis 
der  Integrabilitätsbedingungen  eines  Systems  partieller  Differentialgleichungen, 
das  einzige,  was  er  bei  seiner  Darlegung  der  Jacob i'schen  Methode  entlehnt  hat. 

^  Mayer,  Göttinger  Nachrichten  1872,  Nr.  21,  Satz  1,  S.  407—409.  Das 
Beweisverfahren  ist  der  schon  erwähnten  Abhandlung  desselben  Verfassei's  ent- 
liehen (Math.  Annal.,  Bd.  III,  S.  449—450).  Der  ganze  Schluss  dieser  Abhandlung 
S.  449 — 452  ist  der  Theorie  der  Transformationen  gewidmet.  Dasselbe  Theorem, 
aber  specialisirt,  findet  sich  in  der  vollständigen  Darlegung  von-  Mayer  (Math. 
Annal.,  Bd.  VI,  §  3,  S.  166 — 169).  Der  Autor  giebt  ausführlich  die  algebraischen 
Bedingungen  bezüglich  der  Lösbarkeit  der  benutzten  Gleichungen  an.  Alle  der- 
artigen Bedingungen  sind  bei  unserer  Auseinandersetzung  weggelassen. 
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ein  vollständiges   Integral   einer  partiellen   Differentialgleichung,  in  welcher 
g  nicht  pxplicit   vorkommt.     Wir  setzen: 

Z  =.  s'^-\-  F-  t\,  -\-  f: (2), 

Leiten  wir  die  Wei*the  von  Cp  .  .  .,  c„_j ,  ar,,,,,  .  .  .,  x„_^fy  aus  den 
2  («  —  1)  Gleichungen 

6F  d/o  HF  8Fo 


8Cf  ÄC,     ••••■'      ac„_,  9Cn—i 

öK  SFo  SF'o  «Fo 


da;,.o  ö^i.o  Sx„_^JO  oX„_^_, 


(3) 
(4) 


her  und  substituireu   sie   in   den  Wert   von  Z,   so   erhalten   wir   ein    neues 
Integral  der  Gleichung.     Denn  man  hat  unter  dieser  Voraussetzung: 

dZ  ^  SF        ^I8F  _  öFo\  de        ^l—  —  —]  — 
da;  Äx     '       \$c  de  )  dx   ~^      [sxq  dxoj  dx' 

oder  infolge  der  Gleichungen  (3)  und  (4): 

dZ  SF  dz^ 

dx  Bx  dx' 

Mithin  ist  Z  eine  Lösung  der  Gleichung. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (3)  a?„  =  «,^,0,  so  werden  dieselben 
offenbar  erfüllt  durch  die  Werthe  Xy=Xx,Q,  .  .  .,  x^_i  =  x„_^^q.  Setzt 
man  daher  in  (2)  x„  =  x^^(^,  so  folgt: 

-^•-«=•-«,0  =  ^ö  +  F'^{x„  .  .  .,  a;„_i) (5). 

Somit  kann  man  aus  dem  vollständigen  Integral  ein  Integral  ableiten, 
das  sich  für  z„  =  a;„^o  auf  die  Form  (5)  reducirt. 
Besonderer  Fall.     Ist 

-^0    ^^    "l-^-l.O   4"   •  •  •   "f    i'n— 1^,1— 1,0) 

so  werden  die  Gleichungen  (4): 

,  8F  ,  SF 


*  •  • 

und  das  neue  Integral  muss  sich  für  x„  =  iP„,o  reduciren  auf: 

4  4-  ^lÄ^i  +  •  •  •  +  h„_iX„_i. 


I 
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Bemerkung.  Die  Gleichungen  (3),  (4)  können  mehrere  Werthe  für 
iCj^Q,  .  .  .,  iC„_),o  geben.  Für  die  Substitution  in  (2)  muss  man  diejenigen 
dieser  Werthe  wählen,  welche  sich  unendlich  wenig  von  Xi,  . .  .,  a:„_j  unter- 
scheiden, sobald  sich  x^  dem  Werthe  a;„o  unendlich  nähert,  da  sonst  der 
oben  gegebene  Beweis  ungenügend  sein  würde. 

121.  Transformation  einer  Gleichung  in  eine  andere  äqui- 
valente Gleichung.  1)  —  Es  werde   eine  Function 

(p{X^,  .  .  .,  X„,  ^1,  .  .  .,  ^n— l) 

von  n  Variablen  x  und  n  —  1  Variablen  x'  betrachtet.    Wir  setzen: 

S<p    dz'  8<p       dz' 

Sx[  rfxi'  ■  ■  ■'   Sx'„_^  dx'„_^     ..... 

und  leiten  aus  diesen  Relationen  (6)  die  Werthe  von 

^n  •  .  .j  ^n-i   ^^  Functionen  von  x'^,  .  .  .,  a''„_j,  x„,  -5-^, 


(6) 


'    dx' 


her.     Ist  sodann  infolge  dieser  Werthe 

_    _    rrJ     ,  ,  dz'  ds'     \( 

—  I1\X^,..  .,  x^_^ ,   x„,    ^^,  ,  .  .  .,   ^^,^_^  j  ) 

so  behaupte  ich,  dass  die  Gleichungen 
dz     ,    -rrl  dz 


(7), 


+  h[x,.,...,x„,-§-,...,^]  =  0     .     .     .     (8), 


derart  beschaffen  sind,  dass  man  im  Allgemeinen  aus  jedem  vollständigen 
Integrale  der  einen  ein  vollständiges  Integi'al  der  andern  und  umgekehrt 
ableiten  kann. 

Es  sei  nämlich: 

ein  vollständiges  Integi-al  von  (8).     Setzt  man: 

z'  =  z'^-\-  1\  — F -\-(p (11), 


*)  Mayer,  Göttinger  Nachrichten,  Nr.  21,   S.  414 — 417,  Theorem  IV  ohne 
Beweis;  Math.  Annal.,  Bd.  VI,  S.  169^173,  §  3,  Theorem  H, 
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wobei  Fq  den  Ausdruck  darstellt 

™(^i,oi  •  •  ••  •''/i.O'  *-'n  •  •  •>  ''«—1)1 

und    eliniinirt    man    aus    dem    Ausdruck    (11)    die  Grössen   Cj,  .  .  .,  c„_^, 
X\,  .  .  .,  x„_i  mit  Hülfe  der  Relationen: 


SF„           dF              SF„               SF 

.     .     .     (12), 

SF            S(p                SF               Scp 

Sx,            Äx,  '  ■  '  ■'  «.i„_,           Äx„_, 

.     •     •     (13), 

so  wird  der  Werth  von  e'  in  diesem  Falle  der  Gleichung  (9)  genügen. 
Deim  man  hat  für  x'  =  x{,  .  .  .,  x'    ^ : 


z^  y  tSFj^  SF\  d£_  y  ISF  _    8^\  dx      ,     d> 

f  \  Sc  Scjdx'  \Sx  Sx)  dx'    ~^  Sx' 

oder  wegen  der  Gleichungen  (12)  und  (13): 

(14). 

Cn  ^   \    Sc  Sc  I  dXn  \  Sx  8x  j  dXn  SXn  SXn 


du  S(p 

dx"  Sx' 

Femer: 
d^ 

dXr 


oder  da  F  eine  Lösung  ist  von  (8)  tmd  wegen  (12)  und  (13): 

^   =  H  -\-    !^      ......     .     (15). 

dXn  ^       SX„  ^       ' 

Substituirt  man  die  Werthe  (14)  und  (15)  in  (9),  so  ergiebt  sich  in- 
folge der  mit  (14)  identischen  Gleichungen  (6)  und  der  Gleichung  (7): 


^  +  «  -  (^.  +  ^)  =  «■ 


womit  der  erste  Theil  der  Behauptung  bewiesen  ist. 
Es  sei  jetzt 

^    =    ^0    +    ^'(^U    '   •  •'    ««-1,    ^n,    <,  .  .  .,    C;,_i)  .       .       (16) 

ein  vollständiges  Integral  von  (9).     Setzen  wir 

^  =  ^0  +  n  -  ^'  +  ^^^ (17) 
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wobei  Fq  den  Ausdruck  bedeutet: 

^   \Px,^i->  •  '  •■>■  ^w— 1,0»    '"'nfii    ^'v  •  •  •'    ^M— l)j 

und  eliminiren  wir  sodann  aus  dem  Wertbe  von  z  die  Grössen  c[,  . . .,  c^_,, 
x\,  .  .  .,  x'„_i  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

SF'o  SF'  SFi  8F' 


SF'  d(p  8F'  8(p 


8x'i  8x[ '  •  •  ■'  8x;,_^  8x'„_^' 

so  wird  der  Werth  von  s  nach  dieser  Elimination  ein  Integral  der  Gleichung 
(8)  sein.     Man  findet  nämlich  wie  oben  für  x  =  Xi,  .  .  .,  x„_i : 

dz  8<p 

dx  8x 

und  somit: 

dz  8F'      .        8q)  rr,      .        8(p 


dXn  8Xn  SXn  8x 


n 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (8),  so  wird  dieselbe 
identisch  befriedigt. 

Bemerkungen.  I.  Setzt  man  x„  =  x^^  in  den  vorhergehenden 
Lösungen,  so  findet  man  wie  in  voriger  Nummer,  dass  die  aus  F'  und  F 
abgeleiteten  Lösungen  z  und  s'  sich  respective  auf 

^0    ~r   ^{^V  •  •  •?    ^n— 11    ^«,0?    ^1,0»  •  •  '■>    ^„—1,0  )j 
^0      I     9^(^li05  •  •  •)  ^w— 1,01  ^«,0?  ^11  •  •  •■>    ^)i—V 

reduciren. 

n.  Ist  cp  eine  Lösung  der  Gleichung  (8),  und  sind  xi,  .  .  .,  x'^_i  will- 
kürliche Oonstanten,  so  giebt  die  Gleichung  (7): 


8tp 


+  H\xi,.  .  .,  x„,  ^^,.. .,  ^^^^_^  1  —  0, 


8Xn 

d.  h.  H'  =  0.     Die  zweite  Gleichung,  d.  i.  (9),  wird  daher: 

8Xn 

ni.  Enthielten  H  und  (p  ausser  den  Variablen  x  und  x'  andere  Variabein 
^1'  •  •  •)  Vm^  ^^  würden  sich  dieselben  in  allen  vorhergehenden  Rechnungen 
wie  Constante  verhalten  und  man  brauchte  an  denselben  nichts  weiter  zu 
ändern. 


Transformation  eines  Systeius  zweier  Gleichungen.  257 

122.  Transformation  eines  Systems  zweier  Gleichungen.')  — 
Wir  betrachten  jetzt  zwei  Gleichungen  mit  n  -f-  1  unabhllngigen  Veränder- 
lichen, von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  eine  gemeinschaft- 
liche Lösung   mit   ;/   willkürlichen   Constanten  haben: 


dz      ,     ^(                            dz               dz    \          ^ 

.     (18), 

ds     ,     TT  l                             dz                dz    \          ,. 
dxn-^"    X,....,:.-„,y,  ^^.,...,^^^_)           0      . 

.     (19). 

Es  sei 

z  —  ^„  +  «y)(a;,,  .  .  .,  x„,  y,  x^,  .  .  .,  ä;_,)      .     . 

.     (20) 

eine  Lösung  der  ersten  mit  n  willkürlichen  Constanten.  Man  findet  die- 
selbe, indem  man  a;„  in  (18)  als  eine  Constante  betrachtet.  Wir  bedienen 
uns  der  Function  (p,  um  die  vorhergehenden  Gleichungen  nach  der  in 
Nr.  121  gegebenen  Regel  in  zwei  andere  zu  transformiren.  Die  erste 
Gleichung  wird  (Nr.   121,  Bemerkung  II): 


£'=0 (21), 


die  zweite: 

dx. 


dy 


Offenbar  entspricht  der  gemeinschaftlichen  Lösung  der  Gleichungen  (18), 
(19)  eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen  (21)  und  (22).  Die 
Gleichung  (21)  aber  drückt  aus,  dass  diese  Lösung  y  nicht  enthält.  In 
dem  Falle,  wo  die  beiden  Gleichungen  beliebige  sind,  kann  man  bezüglich 
der  Gleichung  (22)  zwei  Annahmen  machen:  entweder  nämlich  enthält  die- 
selbe y  explicit,  oder  y  kommt  darin  nicht  vor.  Im  letzteren  Falle  ist  die 
vollständige  Lösung  von  (22)  mit  n  willkürlichen  Constanten  eine  gemein- 
schaftliche Lösung  der  Gleichungen  (21)  und  (22)  und  aus  dieser  gemein- 
schaftlichen Lösung  kann  man  eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen 
(18)  imd  (19)  mit  n  willkürlichen  Constanten  ableiten.  Wenn  dagegen  die 
Gleichung  (22)  y  enthält,  so  ist  ihr  vollständiges  Integral  von  der  Form: 


*)  Mayer,  Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  467,  sagt  nur,  dass  man  y  aus 
(19)  verschwinden  lassen  kann,  wenn  man  eine  vollständige  Lösung  von  (18) 
kennt.  Er  citirt  die  Arbeit  von  Korkine,  die  wir  oben  analysirt  haben.  Es  ist 
wichtig  zu  bemerken,  dass  die  fundamentale  Idee  Mayer's,  nämlich  y  =  t/o  zu 
setzen,  sich  weder  bei  Korkine  noch  bei  Bour  findet.  Unser  Beweis  ist  genau 
der  von  Mayer,  a.  a.  0.  §  4  (Math.  Ann.,  Bd.  "VI,  S.  173—176);  nur  giebt  dieser 
einen  analytischen  Beweis  der  Nichtexistenz  voh  y  in  der  Gleichung  (22).  während 
unser  Beweis  synthetisch  ist. 

M  a  n  s  i  0  n ,  Part,  Differentialgleichun  gen .  1 7 
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wo  die  Constanten  y  enthalten.  Um  eine  gemeinschaftliehe  Lösung  der 
Gleichungen  (21)  iind  (22)  zu  erhalten,  muss  man  ausdrücken,  dass 

1^  =  0 
dy 

ist,  und  diese  Gleichimg  bestimmt  eine  Relation  zwischen  den  n  willkür- 
lichen Constanten  ^^,  C|,  .  .  .,  c„_i.  Infolgedessen  giebt  es  keine  den 
Gleichungen  (18)  und  (19)  gemeinsame  Lösung,  welche  n  willkürliche  Con- 
stanten enthält,  was  im  Widerspruch  mit  unserer  Voraussetzung  steht. 

Mithin  enthält  schliesslich  die  Gleichung  (22)  in  dem  Falle,  wo  die 
Gleichungen  (18)  und  (19)  eine  gemeinschaftliche  Lösung  mit  n  willkür- 
lichen Constanten  haben,  die  Grösse  y  nicht  explicit. 

123.  Vereinfaohujig  der  vorhergehenden  Transformation.  All- 
gemeine Methode  von  Lie  für  die  simultanen  Systeme,  i)  —  Man 
kann  die  vorstehende  Transformation  mit  Hülfe  der  folgenden  Bemerkung 
vereinfachen.  Da  y  in  der  Gleichung  (22)  nicht  vorkommt,  so  kann  man 
behufs  Ausführung  der  Transformation  annehmen,  dass  y  einen  beliebigen 
Werth  erhalte.  Andererseits  kann  man  (Nr.  120)  aus  einem  beliebigen 
Integrale  der  Gleichung  (18)  ein  anderes  Integral  herleiten,  welches  für 
y  =  y^  eine  beliebig  gegebene  Form  annimmt.  Mithin  kann  man  schliess- 
lich, um  die  Transformation  der  Gleichung  (19)  auszuführen,  an  Stelle  der 
Relation  (20)  die  folgende  nehmen: 

Z   =   Zq   -\-  (p{X^^  .  .  .,    Xni   yo,    Xi,  .  .  .,    ^„_i), 

oder  auch,  wenn  tp  ebenso  wie  y^  beliebig  ist: 

2  =^  Zq  -]-  y){Xi,  .  .  .,  x„,  y^.  x^,  .  .  .^  ^„_ij- 

Die  Function  ip  wählt  man  so,  dass  die  Rechnungen  möglichst  einfach 
werden. 

Man  kann  somit  mit  Hülfe  der  vollständigen  Integration  der  Gleichung 
(18),  sodann  durch  eine  Transformation,  in  welcher  eine  beliebige  Function 
\p  oder  auch  das  vollständige  Integral,  welches  man  gefunden  hat,  vor- 
kommt, die  Ermittelung  des  n  willkürliche  Constanten  enthaltenden  und 
den  beiden  Gleichungen  (18)  und  (19)  gemeinsamen  vollständigen  Integrals 
auf  die  Ermittelung  des  vollständigen  Integrals  einer  Gleichung  (22)  zurück- 
führen, welche  eine  Variable  weniger  enthält. 


^)  Mayer  bezeichnet  die  Bemerkung  dieser  Nummer  als  Theorem  IV  und 
giebt  den  Beweis  desselben  im  §  4  der  angeführten  Abhandlung  (Math.  Annal., 
Bd.  VI,  S.  176—177). 
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Ebenso  fährt  man  successive  das  Integral  Vdn  '/  +  1  (tleichungen  mit 
n  -{-  q  uniihhäiigigen  Variablen,  welche  eine  gemeinschaftliche  I^sung  mit 
«willkürlichen  C'onstanten  be8itz;en,  auf  diejenigen  von  q,  q —  1,  </ —  2,  .  .  ., 
2  Gleichungen  mit  respective  n  -{-  q  —  1.  «  +  '/  —  2,  n  -\-  q  —  '^i  •  •  •  •) 
«4-1  unabhängigen  Variabein  und  schliesslich  auf  das  einer  Gleichung 
mit   n   unabhilngigen  Variabein   zuiück. 

Bemerkung.  Mit  Hülfe  der  Methode  von  Bour  lässt  sich  beweisen, 
dass  das  System  eine  Lösung  hat,  welche  eine  Anzahl  willkürlicher  Constanten 
enthilt,  die  gleich  der  Anzahl  der  Variabein  vennindert  um  die  Anzahl 
der  Gleichungen  ist.  Besitzt  das  System  diese  Eigenschaft  nicht,  so  hat 
Bour  genau  das  Mittel  angegeben,  um  dem  gegebenen  System  die  Glei- 
chungen hinzuzufügen,  welche  nöthig  sind,  damit  dasselbe  jene  Eigenschaft 
besitze. 

124.  Zweite  Vereinfachung.  Fundamentaltheorem  von  Lie.  — 
Wir  betrachten  die  m  +  1   Gleichungen: 


dy 
dz 


+  K  {x„  .  .  .,  x„_„  y,  f„  .  .  .,  t„.,  ^^  .  .  ,  ^)  =  0  (23), 

'-  +  ^,(^M  •  •  o  *•„_,,  !/.  t„  .  .  .,  L,  ^g^,  .  .  .,  -^)  =  0        (240, 


und  führen  zunächst  eine  Veränderung  der  Variabein  aus.     Es  sei 

^1    =  ^,0    +  (y  —  yo)"n 


tm  =    tm,0   -\-   (iß  —  l/o)^*»" 


Für   die  neuen  Ableitungen  von  s,   die  wir   zur  Unterscheidung  vom 
ursprünglichen  System  in  Parenthese  setzen,  ergiebt  sich: 

(dz  \  dz     ,  ■, 

I   dz  \  dz        ■   dz  i     ^^  ,.      \  \      ^^ 


'*»»" 


dtm 

17* 
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Die   gegebenen   Gleichungen   können  somit   ersetzt   werden    durch  das 
folgende  System: 

(1^)  +  K  -\-u,H,  +  .  .  .  +  u,nH,„   =0      .     .     .     (25), 

(i.)  +  (2/-2^o)^,=  0 (26,). 

Es  sei  nun 

^  =  %  -h  9>(«i,  .  .  .,  a;„_i,  y,  Wi,  .  .  .,  u„,,  x\,  .  .  .,  x'^_^       (27) 

eine  vollständige  Lösung  von  (25),  wenn  man  die  u  als  Constanten  be- 
trachtet. Wir  transformiren  nach  der  Vorschrift  der  Nr.  121  jede  der 
Gleichungen  (26),  indem  wir  die  in  (27)  vorkommende  Function  qp  benutzen. 
Irgend  eine  dieser  Gleichungen  nimmt  die  Form  an: 

S!  +  ^'  =  ö (28). 

WO  H'  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

I?  +  (^  -  j,„)  H  =  -  ff 

und  iCj,  .  ,  .,  ä;„_i   durch  ihre  aus  den  Gleichungen 

dq?  Az'  Sq)  dz' 


8x'i         dx'i    •  •  •  •'   Sx'J^_^  dx'„_^ 

abgeleiteten  Werthe  ersetzt  sind. 

Wie  wir  wissen,  können  wir  in  H'  y  ==  y^  setzen.     In  diesem  Falle 

reducirt  sich  —  H'  auf  --^,  woi-in  y  =  y^^  gesetzt  ist.    Aus  der  Bemerkung 
der  Nr.  121  weiss  man,  dass  sich  q?  für  diesen  Werth   auf  den  Ausdruck 

den  wir  (pQ  nennen  wollen,    reducirt.     Mithin    geht   schliesslich   die   trans- 
formirte  Gleichung  (28)  über  in 

dz'  ^   8(pa 
du  8u ' 

Demnach  ersetzt   die  Transformation   im   vorliegenden  Falle   die   Glei- 
chungen (26)  durch  die  folgenden 

Az'    __    dtpo  dz'    __    Stpo  ,29) 

du^  SUj^  '  *  ■  ''    dum  SUm  •       *       '       '       \       /' 

deren  gemeinschaftliche  Lösung  ist: 
welche  n  willkürliche  Constanten  enthält. 
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Wie  man  sieht,  ist  die  Integration  des  Systems  (28),  (24)  zurück- 
geführt auf  diejenige  der  einzigen  Gleichung  (25),  da  man  aus  ihrem  Inte- 
grale (27)  das  Integral  (30)  des  transt'ormirten  Systems  (29)  ableiten  kann. 
Aus  dem  Integrale  (30)  leitet  man  nach  Nr.  120  ein  beliebiges  anderes 
Integral  und  sodann  nach  Nr.  121  das  Integral  der  gegebenen  (ilei- 
chungen  her.') 

125.  Anwendungsweise  der  Lie'schen  Methode.  —  Ist  ein  System 
von  partiellen  I)if!V>rentiiil<jleichuugen  ei*ster  Ordnung  zur  Integration  vor- 
gelegt, so  führe  man  dasselbe  nach  der  vorstehend  entwickelten  Theorie  auf 
eine  einzige  Gleichung  H\  ==  0  zurück.  Man  suche  wie  bei  der  Methode  von 
•lacobi  eine  Function  H.t  der  x  und  der  p  von  solcher  Beschatienheit,  dass 
{H.t,  Hl)  ^  0  ist.  Mit  Hülfe  von  H.,  =»  r/.,  kann  man  H^  auf  eine  Function 
zurückführen,  welche  ein  p  weniger  enthält.  Die  so  gefundene  neue  Glei- 
chung behandele  man  wie  die  erste,  wobei  man  bei  jeder  neuen  Integration 
aus  der  folgenden  Bemerkimg  Nutzen  zu  ziehen  sucht:  Allemal,  wo  man 
dem  ungünstigsten  Falle  der  Jacobi 'sehen  Methode  begegnet,  wende  man 
die  Cauchy'sche  Methode  an,  dann  wird  die  Integration  unmittelbar  be- 
endet sein.  2) 

Wie  man  sieht,  fuhrt  die  Methode  von  Lie  allmählich  die  Integration 
auf  diejenige  einer  einzigen  Gleichung  zurück;  die  Methode  von  Cauchy 
und  die  von  Jacobi  dienen  sodann  dazu,  die  Integration  auf  die  leichteste 
Weise  auszuführen. 

126.  Direkter  Beweis  des  Lie'schen  Fundamentalsatzes  durch 
die  Cauchy'sche  Methode.'^)  —  Das  Theorem  der  Nr.  124  kommt  auf 
das  folgende  zurück:  Es  existirt  eine  Lösung  der  Gleichung  (25),  welche  zu 
gleicher  Zeit  eine  Lösung  der  Gleichungen  (26)  ist.  Man  kann  dieses 
Theorem  direkt  durch  ^lie  Methode  von  Cauchy  beweisen. 

Wir  schreiben  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  folgendermassen : 

2  +  fi^i,  .  .  •,  ^„-1,  y,  '<!,  •  .  .,  w,„,  Pi,  .  .  .,i>„_i)  =  0  (25'), 

dz 

^  +  fii^v  •  •  •)  ^«-n  y,  ^v  ■  ■  o  M,„,  Pi,  .  .  .,i?„_.i)  =  0  (26;-). 


')  Mayer  spricht  den  Satz  dieser  Nummer  in  dem  Falle  in  =  1  aus,  ohne 
ihn  zu  beweisen,  in  den  Göttinger  Nachrichten  1872,  S.  469  und  472.  Beweis  in 
der  angeführten  Abhandlung  (Math.  Annal.,  Bd.  VI,  S.  185—189)  §  7,  Theoreme 
Vin  und  IX.  Mayer  wendet  die  Methode  auf  die  linearen  homogenen  Gleichungen 
an,  §  8,  S.  189—192.  Die  §§  4  und  5,  S.  179—183  sind  dem  FaUe  zweier  Glei- 
chungen gewidmet,   mit   dem  man  sich  nicht  speciell   zu    beschäftigen   braucht. 

■-)  Lie,  ebenda  S.  488 — 489.  Es  ist  erstaunlich,  dass  eine  so  einfache  Be- 
merkung allen  Geometern  vor  Lie  entgangen  ist. 

^  Mayer,  Direkte  Ableitung  des  Lie  'sehen  Fundamentaltheorems  durch  die 
Methode  Ton  Cauchy  (Math.  Ann.,  Bd.  VI,  S.  192—196)  und  §  1  der  allgemeineren 
Notiz:  Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
(Göttinger  Nachrichten  1873,  S.  299—310).  Mayer  bedient  sich  des  in  Nr.  111 
angegebenen  Werthes  von  Zq,  um  die  Ausnahmefälle  zu  vermeiden. 
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Unter  den  Bedingungen  der  simultanen  Integration  dieses  Systems  be- 
finden sich  m  Gleichungen,  welche  durch  die  folgende  repräsentirt  werden: 

8f  8fi      .     ^i    8f      8fi  8f      äfi 


Suj  öl/ 


Die  Cauchy'sche  Methode,  augewendet  auf  die  Gleichung  (25'),  führt 
zur  Betrachtung  des  Hülfssystems: 

dy -^ ^^_ -^ (32). 

Aus  demselben  erhält  man  das  Integralsystem: 

^k    =  XkKVi     ^1,0»  •  •  v    ^7?— 1,0'   P\,0'  •  •  •■>   Pn—l<Ot    %»  •  •  -5    ^*w )  \^^)i 

Pk  =  fpkiy^  ^1,0'  •  •  -^  ^«-1,0.  P\,o^  '  ■  •,  -P„_i,o>  %»  •  •  •'  W/«)  (34), 

^  =  ^o+f  (^i>,..£-/-)rf2/ (35), 


wo  a^i^o,  .  .  .,  i»„_i,0,  i^i^p,  ....  i'„_i.o  die  Anfangswerthe  der  Variablen 
für  y  ^  y^  sind  und  ^q  irgend  eine  Function  der  ti  ist,  welche  eine  will- 
kürliche Constante  z'^  enthält.  Unter  dem  Integrationszeichen  hat  man  sich 
die  Pi^  und  die  x,^  durch  ihre  Werthe  (33)  und  (34)  ersetzt  zu  denken. 

Eliminirt  man  js^  q,  .  .  .,  iJ„_i,o  zwischen  den  Gleichungen  (33)  und 
(35),  so  findet  man  eine  Lösung 

Z   =    ^0  +  i*  (ä^j,  .  .  .,    Ä'„_i,    y^    X^(),  .  .  .,    ^„_i,o;    ^1,  .  .  .,    Um)       (36) 

der  Gleichung  (25').  Ich  behaupte,  dass,  wenn  die  Function  ^o  •^er  u 
passend  gewählt  ist,  diese  Lösung  (36)  auch  den  Gleichungen  (26')  genügt. 
Dazu  ist  nur  nöthig,  dass  z^  die  n  nicht  enthalte. 

Um  dies  zu  beweisen,  müssen  wir  Z  nach  irgend  einem  der  u  diflFe- 
rentiiren.  Dies  kann  nur  indirekt  auf  folgende  Weise  geschehen:  Substituirt 
man  in  die  Gleichung  (36)  für  x^,  .  .  .,  x„_i  die  Werthe  (33),  so  kommt 
man  auf  die  durch  die  Relation  (35)  gegebene  Function  g  von  y  zurück 
und  zwar  unter  der  Form: 

Z  =  4  +  F(/i, . . .,  x„^i,  2/,  ä;i,o,  . . .,  a;„_i,o,  Wi,  •  • .,  ««,)  =  ^  +  F*  (37) 

Man  gelangt  zu  dem  gewünschten  Ziele,  indem  man  die  Ableitungen 
der  Ausdrücke  (35)  und  (37)  von  z  nach  u  einander  gleichsetzt.  Zunächst 
erhält  man  aus  (37): 
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Eliminirt  man  die  p^^  so  sei 

Pk    =     "^(^1'  •   •  •>    *H— li    3^1    ^1.01  •  ■  -1    ^n— 1,0'    W|.  •  •  •,    Mm) 

der  aus  der  Gleichung  (34)  abgeleitete  Werth  von  Pf..    Man  hat  identisch: 

9k     =    m(^1'   •   •  •>   Xn—\i    Vi    ^1,0)  •  •  •'    ^„_l,Ot    "l-  •  •  •!    ^m)- 

Da  Z  eine  Lösung  der  Gleichung  (25')  ist,  so  ist: 

öF  fj  (  ■  \ 

und  daher: 

-^    =    ^kiXv  ■•'   Xn-X^    y-    ^1,0,  •   •  •.    ^„-1.0.    «1 «/«)     =    (Pk- 

dz 
Mithin  lässt  sich  obiger  Werth  von  -^ —  folgendermassen  schreiben: 

dz    _  8F*         y       8xk  ,„j.. 

Wir  suchen  jetzt  dieselbe  Grösse  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  (35)  von  z. 
Es  ergiebt  sich,  indem  man  unter  dem  Integrationszeichen  die  Glieder, 
welche  sich  aufheben,  weglässt: 

dz 

Man  kann  die  beiden  hier  angedeuteten  Integrationen  ausführen,  indem 
man  die  Integrabilitätsbedingungen  (31)  benutzt  und  ausdrückt,  dass  die 
Gleichungen  (33)  und  (34)  den  Gleichungen  (32)  genügen.  Man  hat 
nämlich : 

hk  __    ^     S^  __  ^/ . 

dy  8p  k'     Sy  äXk' 

somit: 

d-^  d  ^ 

CO   -JlK  ^K  ^  =  rr.    _JL  _i_  *?^  ^  _  A  L    ^\ 
^^    dui  dx^.    8ui         ^^    dui     ~^    by    Sui  dy^''  SUiV 

und  die  Integrabilitätsbedingung  (31)  geht,  wenn  man  sich  der  Bezeichnung 
f*  für  f  bedient,  um  auszudrücken,  dass  in  letzterem  die  Werthe  (33)  und 
(34)  der  x  und  der  p  substituirt  sind,  über  in: 

8ui  8y    "^       \  Spk    Sy    "•"    8xk    8y  j 

d  ^,  X        dfi* 


i,  du,'^}^^     \^k    dUi  8xk   duij        ]^8ui    ^ 
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Führen  wir  nun  die  obigen  Integrationen  aus,  so   folgt: 

Für  y  z=s  y^    verschwindet  fi,   welches  y  —  y^    als    Factor    enthält, 
8ui 


und    ebenso   ~    da   sich  ^f.  für  y  =  yQ    auf  X;^.,q   reducirt.       Mithin   ist 


schliesslich : 


äiii  dui  '*  8uj 

Vergleicht   mau  diesen  Werth   mit  dem  Werthe  (08),   so  findet  man: 

^  +/■<•=  0 ,(8ä). 

wenn  man  ^q  unabhängig  von  m-  annimmt,  oder: 

Die  Gleichung  (39)  muss  in  Bezug  auf 

^1'  •  •  -5  Xn—\.i  2/j  ^1,07  •  •  •)  ^a— 1.01  *^l'  •  •  -1  ^*w' 

eine  Identität  sein,  da  die  Functionen  ^^,  -  •  r  Zn—n  welche  im  Allgemeinen 
n  —  1  willkürliche  Constanten  i>i,o,  .  .  .,  Pn— 10  enthalten,  von  einander 
unabhängig  sind.     Man  hat  somit  auch  infolge  dieser  Gleichung  (39): 

Mithin  genügt  die  Lösung  Z  der  Gleichung  (25')  den  Gleichungen 
(26'),  vorausgesetzt,  dass  Zq  in  der  Gleichung  (35)  nicht  die  u  enthält. 

127.  Bemerkungen  über  die  vorstehend  angegebene  Methode. 
—  I.  Wendet  man  die  vorige  Methode  auf  die  Gleichungen  (23)  und  (24) 
an,  so  findet  man  zur  Bestimmung  von  s  die  folgenden  Gleichungen: 

^.  "T"    -"K^l.01  •  •  •  •)  ^■'«—l.O;    2/0'    %5   •  •  •'    ^«o  Pl,Oi  •  •  •'  Pn— 1,0)  =  0, 


welche  nur  integrabel  sind,  wenn  man  hat: 

8Hi   ^    8H1 


(41) 


Man  kann  somit  die  vorige  Methode  nicht  direkt  auf  die  Gleichungen 
(23)  und  (24)   anwenden.     Zugleich   sieht   man,  dass  die  Bedingungen  für 

das  Gelingen  der  Methode  auf  den  Gleichungen 

« 

/l,0    "^^    ^)  •  •  •»   //«,0'    =     ^ 
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oder    auf   den  allgemeineren    Gleichungen  (41)   benihen.     Die  Methode    ist 
daher  in  der  Praxis  mehrerer  Moditicationen  fähig. 

n.  Die  Integrabilitätsbedingungen  (31)  nehmen,  wenn  man  die  Functionen 
K  und   //  Hinführt,   die  folgende  Form  an: 

Lasst  man  in  diesen  Gleichungen  die  Grössen  u  gegen  Null  hin  un- 
endlich abnehmen,  oder  lässt  man  jede  Grösse  t  gegen  den  willkürlichen 
Werth  t,^  convergiren,  so  sieht  man,  dass  man  in  der  vorstehenden  Gleichung 
den  Ausdruck,  welcher  kein  u  als  Factor  enthält,  und  den  Coefficienten  eines 
jeden  der  u  gleich  Null  setzen  kann.      Man  hat  somit: 

Sti  Ö!f      "•"    *^  l  Sx„     SPk  Sp,,.     dxT  ) 

Sti  Sti     "•"    ^{sxk     Spk  ÄPa-    SXkl 

Somit  sind  sämmtliche  Integrabilitätsbedingungen  des  Systems  der 
Gleichungen  (23)  und  (24)  den  Bedingungen  (31)  äquivalent  und  umgekehrt. 

Auf  diese  Weise  erklärt  sich  das  Paradoxon,  dass  die  Gleichungen 
(31)  von  den  Integrabilitätsbedingungen  des  Systems  der  Gleichungen  (25') 
und  (26')  nur  allein  im  Vorhergehenden  benutzt  wurden. 

m.  Zufolge  der  Bemerkung  II  der  Nr.  55  kann  das  Integralsystem 
der  Gleichungen  (32)   durch   die   folgenden    Relationen   dargestellt  werden : 

,    ,     .,     öF  öF 

^  =  ^0  +  ^'    1^=^^'     S^o^""' 

wo  ttj ,  .  ,  .,  a„_i  Constanten  sind,  die,  wie  leicht  zu  sehen,  respective 
gleich  Pi  Q,  .  .  .,  i>„_i  0  sind.  Unter  dieser  Form  sieht  man,  dass  das  Inte- 
gralsystem der  Gleichungen  (32)  auch  dasjenige  der  analogen  Gleichungen 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  y  durch  tc^  und  f  durch  /"•  ersetzt.  Diese 
Bemerkung  ist  sehr  wichtig  für  die  Darstellung  der  Li e' sehen  Methode, 
wie  aus  den  Abhandlungen   des   norwegischen  Gelehrten  selbst  hervorgeht. 


Schluss. 


Die  Lie'sche  Methode  als  Zusammenfassung  der  früheren 

Methoden. 

§  33.  Darstellung  von  Lie^). 

128.  Definition  der  Charakteristiken.  —  Eine  partielle  Differential- 
gleichuBg 

f{z,  x^,  .  .  .,  rr„,  ^1,  .  .  .,  ^„)  =  0 (1) 

umfasst  00 2»  Elemente.  Sucht  man  eine  Figur,  welche  oo"  Elemente  der- 
selben enthält,  so  müssen  sich  die  Coordinaten  eines  jeden  dieser  Elemente 
darstellen  als  Functionen  von  n  Variabein,  z,  B.  von  m^,  .  .  .,  i/„_i,  a;„.  Wenn 
ferner  diese  Elemente  ein  Integral  bilden,  so  genügen  sie  der  Bedingung 
(Nr.  5): 

dz  =  p^dx^^  -\-  podx.,  +  •  •  •  +  Pn<^x„    ....     (2), 


^)  Diese  Darlegung  schliesst  sich  an  die  Schriften  von  Lie  an,  deren  Titel 
sind:  A.  Kurzes  Resume  mehrerer  neuer  Theorien  (voi'gelegt  der  Akademie  zu 
Christiania,  3.  Mai  1872.)  4  S.  B.  Neue  Integrationsmethode  partieller  Gleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  n  Variabein  (ibid.,  10.  Mai  1872.)  7  S.  C.  Ueber  eine 
neue  Integrationsmethode  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (Gott. 
Nachr.,  1872,  S.  321—326).  D.  Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  insbesondere  über  eine  Classification  derselben  (ibid.,  1872, 
S.  473— 489).  Die  neueren  Schriften  von  Lie  haben  wir  nicht  benutzt,  weil  wir 
dann  eine  vollständige  Darstellung  der  Theorie  der  Berührungstransformationen 
hätten  geben  müssen.  Nachstehend  geben  wir  ein  Verzeichniss  der  andern  Schriften 
Lie's  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  gelesen  werden  müssen:  1.  Zur  analytischen 
Theorie  der  Berührungstransformationen  (Akad.  zu  Christiania,  1873,  S.  237 — 262). 
2.  Ueber  eine  Verbesserung  der  Jacobi-May  er 'sehen  Integrationsmethode  (ibid., 
August  1873,  S.  282 — 288).  3.  Ueber  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
(ibid.,  März  1873,  S.  16 — 51).  4.  Partielle  Differentialgleichungen  1.  0.,  in  denen 
die  unbekannte  Function  explicite  vorkommt  (ibid.,  März  1873,  S.  52 — 85). 
5.  Neue  Integrationsmethode  eines  2n-gliedi-igen  Pf  äff 'sehen  Problems  (ibid., 
October  1873,  S.  320 — 343).     Zusammen  mit  den  vorhergehenden  würden   diese 


D<^nition  der  Cliiinikteristiken.  -jg' 
d.  h. 

^~  ^Pn       .       .       (3), 

....     (4). 

Ausgehend    von    diesen    Relationen,    hat    Cauchy  die    Integi'ation    der 

Gleichung   ( 1 )    auf   die    Integration    der    vorstellenden  und    der    folgenden 
(ileichungen   zurückgeführt: 


es  mnss  sein: 

dt 
dx„ 

+  ^'"    '     dx„ 

dz 
du 

r/o-, 

+  i'"-'       du 

\\dx,  "^  ^  '  ftz  "^  dj»„    rfar„/    rf«     "•"  \dpi  dp„     dxn  j    du    (  '^^  ^ 

Sx„   "■     8z    d.r„      ■"     1    Ida-,    dx„     '    Spi    dx„  /  ^  ^' 


vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  Anfangswerthen  der  Coordinaten  des  Ele- 
ments die  folgende  Relation  angenommen  wird: 

/(■^Ol    ^1,01  •  •  -i^iiO»  i^l.O'  •  •  •)  Pii,o)    =    ^'      •       ■       •       ■        {')• 

Unter  den  Elementen  aller  Integrale,  welche  das  Anfangselement  ent- 
halten, giebt  es  einfach  unendlich  viele  (oo^),  welche  allen  diesen  Integi-aFen 
gemeinsam  sind.  Es  sind  dies  diejenigen  Elemente,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Coefficienten  der  Ableitungen  von  Xi  und  p/  in  der  Gleichung 
(5)  null  sind,  welches  auch  der  Werth  dieser  Ableitungen  sein  möge,  wobei 
diese  Elemente  überdies  noch  der  Gleichung  (4)  genügen.  Indem  er  die 
soeben  angegebenen  Bedingungen  ausdrückte,  wurde  Cauchj  zu  den  Hülfs- 
gleichungen  dieser  Schaar  von  Elementen  geführt: 

dxi  de  —  dpi 


ÖPi  dPi  SXi  ~  ^'  82 


(8). 


Schriften  einen  Band  von  175  Octavseiten  bilden,  der  fast  völlig  Neues  über  die 
Frage  der  Integration  der  partiellen  Diiferentialgleichungen  enthält.  Nach  Ab- 
fassung dieser  Anmerkung  bis  zur  Drucklegung  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
sind  noch  die  folgenden  Schriften  erschienen:  Lie,  Begründung  einer  Invarianten- 
theorie der  Berührungstransformationen  (Math.  Annal.,  Bd.  VIII,  S.  215 — 303). 
Mayer,  Direkte  Begründung  der  Theorie  der  Berührungstransformationen  (ibid., 
S.  304 — 312).  Ueber  eine  Erweiterung  der  Lie'schen  Integrationsmethode  (ibid., 
S.  313 — 318).  Diese  beiden  Schriften  Mayer 's  waren  bereits  weniger  ausführlich 
in  den  Göttinger  Nachrichten,  1874,  S.  317  und  ff..  1873,  Nr.  11  an  dem  in  Anm. 
zu  Nr.  126  angegebenen  Orte  veröffentlicht  worden.  Von  1875 — 1890  hat  Lie 
in  verschiedenen  Journalen  unzählige  Noten  und  Abhandlungen  über  seine  tiefen 
Untersuchungsmethoden  der  totalen  und  partiellen  Differentialgleichungen  ver- 
öffentlicht. Es  ist  unmöglich,  auch  nur  die  Titel  derselben  anzugeben.  Wir 
verweisen  auf  das  Werk:  Theorie  der  Transformationsgruppen,  unter  Mitwirkung 
von  Dr.  Friedrich  Engel  bearbeitet  von  Sophns  Lie,  Professor  der  Geometrie 
an  der  Universität  Leipzig.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1888  (X  +  632  S.  in  80), 
1890  (VIII  +  555  S.).     Ein  dritter  und  letzter  Band  ist  unter  der  Presse. 
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Unter  diesen  Elementen  muss  sich  das  Anfangselement  befinden: 

(^OJ  ^1,0»  •  •  •»    ^n,0'   2^1,05  •'••■>   Pn,o) (")• 

Wir  stellen  die  Integrale  des  Systems  (8)  durch  die  Gleichungen 

S  =  f,n      Xi  =  fi,     ]}i   =  f„+i (10) 

dar,  wo  die  Functionen  f  von  x„  und  den  Anfangswerthen  der  Variabein 
abhängen.  Es  ist  zu  beachten,  dass  Xn,Q  eine  überschüssige  Constante  und 
2}„.Q  eine  durch  die  Relation  (7)  gegebene  Function  der  andern  Anfangs- 
werthe  ist. 

Wir  können  somit  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
Alle    Integrale    der   Gleichung   (1),    welche    das   Element   (9) 
gemeinsam  haben  oder  die  sich  im  Punkte 


o 


berühren,  haben  eine  Schaar  von  Elementen  gemeinsam,  welche 
durch  die  Gleichungen  (8)  oder  (10)  gegeben  werden;  mit  andern 
Worten,  dieselben  berühren  sich  längs  einer  Linie,  welche  durch 
die  n  ersten  Gleichungen  (10)  dargestellt  wird. 

Lie  hat  die  Gesammtheit  dieser  gemeinsamen  Elemente  die  Charak- 
teristik von  f  genannt.!) 

Folgerung.     Zwei  Lösungen 

z  =  F,     s  =  <P 

einer  und  derselben  Gleichung  /'  =  0  haben  eine  gemeinschaft- 
liche Charakteristik. 
Aus  den  Relationen 

^  ^    8F  d$  8F  8$ 


0*JU*  Owj  Ö*^/l *  0*Ayj2 1 

welche  wegen  f  =  0  die  folgende  nach  sich  ziehen : 

SF    ^^     S^ 

SXn  dXn  ' 

folgt  nämlich,  dass  es  wenigstens  ein  System  von  Werthen  der  Grössen 
X  giebt,  für  welche  die  durch  die  beiden  Lösungen  bestimmten  Grössen  g 
und  j)  einander  gleich  werden.  Diese  Lösungen  haben  somit  ein  gemeinsames 
Element  und  infolge  dessen  auch  eine  gemeinschaftliche  Charakteristik.  2) 


^)  Abhandlung  B,  Theorem  I;  Abhandlung  C,  Theorem  a,  S.  325. 
^)  Diese  Bemerkung  ist  neu,  aber  im  Folgenden  nicht  weiter  benutzt. 
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129.  Methode  von  Cauchy.  —  Aus  den  Gleichungen  (10)  kann 
man,  wie  wir  in  Nr.  108  gesehen  haben,  eine  Lösung  von  (1)  ableiten, 
indem  man  die  Anfangswerthe,  betrachtet  als  Functionen  von  n  —  1 
Variabein   it,  der   Bedingung   unterwirft,  da.ss  sie  den   iielationen 

rf«  =  ^10  ^^T  +  •  •  •  +  ^"-10 -^r      •   •   •   •   Ol) 

genügen  sollen.  Zu  dem  Ende  braucht  mau  nur  z^,  iPj  ,j,  .  .  .,  a;^_i,Q  con- 
stant  zu  nehmen.  Eliminirt  man  dann  p^  zwischen  den  Gleichungen  (10), 
80  findet  man  die  Lösung: 

~    =    -^(^1'  •  •  •»    ^«)    ^1)    ^l.Oi  •  •   •)    ^n_l,o)»  Pi  =  g^.  •       (l^)' 

Man  kann  dieses  Resultat  folgendermassen  aussprechen: 

Sämmtliche  Charakteristiken  von  f,  welche  durch  einen 
Punkt  (^Q,  x^^Q,  .  .  .,  a;„_i,o)  hindurchgehen,  erzeugen  ein  Integral 
von  fA) 

Man  kann  den  Gleichungen  (11)  auch  genügen,  wenn  man  setzt: 

^0    =    ^0    "l~  l'l  .0^1.0    +   •   •    •   +  Pm.0^m,0 

und  annimmt,  dass  z'q^  p^^f^,  .  .  .,  p^^f,,  a;,„+i,0  5  •  •  •,  ^„,o  Constanten  sind 
(Nr.  111),  was  zu  einem  Satze  führt,  der  dem  vorigen  entspricht,  falls 
m  ^  n  —  1. 

Aus  dem  Voi-hergehenden  ersieht  man,  dass  man  bei  Benutzung  der 
Theorie  der  Charakteristiken:  1)  der  Cauchy'schen  Methode  oder  der  nicht 
wesentlich  davon  verschiedenen  von  Jacobi  modificirten  Pf  äff 'sehen  Me- 
thode, 2)  der  von  Mayer  an  diesen  beiden  angebrachten  Modification  eine 
sehr  einfache  Form  geben  kann. 

130.  Eigenschaften    zweier    unendlich    wenig    verschiedener 

Elemente.'-)  —  Es  sei 

^  =  F{xi,  .  .  .,  x„) 

eine  Lösung  der  Gleichung  /"  =  0.  so  dass  man  zwischen  zwei  unendlich 
nahen  Elementen  die  Relation 

ds  =   p^dx^  +  . . .  +  p„dx,„ 


*)  Abhandlung  B,  Bemerkung  zum  Theorem  I;  Abhandlung  C,  Bemerkung 
zum  Theorem  a,  S.  325. 

-)  In  den  Schriften  Lie's  sind  wir  dieser  Bemerkung  nicht  begegnet.  Das 
bezügliche  Theorem  von  Mayer  (Nr.  129,  am  Ende)  kann  einen  Beweis  in  den 
Fällen  liefern,  wo  der  der  Cauchy'schen  Methode  äquivalente  Satz  nicht  besteht. 
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oder  anders  ausgedrückt,  die  Beziehungen 

SF  ^F^ 

hat.  Lässt  man  Xy^  x^,  .  -  .,  u;„  unendlich  wenig  variiren,  so  ändern  sich 
auch  die  Grössen  s,  p-^,  .  .  .,  p„  unendlich  wenig.  Mithin:  Zwei  unend- 
lich nahe  gelegene  Elemente  eines  Integrals  oder  zwei  Ele- 
mente, welche  durch  unendlich  nahe  bei  einander  gelegene 
Punkte  hindurchgehen,  haben  unendlich  wenig  von  einander 
verschiedene  Berührungscoordinaten  oder  sind  unendlich  wenig 
gegen  einander  geneigt. 

Auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig:  Zwei  unendlich 
nahe  gelegene  und  unendlich  wenig  gegen  einander  geneigte 
Elemente  sind  so  beschaffen,  dass  man  hat: 

cU  =  pydxi  -\-  •  •  ■  -\-  p„dx„. 

Es  seien  nämlich  Ä  und  B  zwei  unendlich  nahe  gelegene  und  unend- 
lich wenig  gegen  einander  geneigte  Elemente: 

{^1  ^i,  Pi)  und  {£;  +  A&;  x^  +  Ax-,  p^  +  Ap^, 

wo  A^,  AaJj-,  Api  unendlich   klein    sind,    und    es     seien   mit  a  und  h  die 
Punkte  bezeichnet: 

{s,  x^  und  {s  -f-  As,  Xi  +  Ax^. 

Durch  den  Punkt  a  geht  eine  Cauchy'sche  Lösung,  welche  von  allen 
diesen  Punkt  enthaltenden  Charakteristiken  gebildet  wird  und  in  einem  Punkte 
c  die  durch  B  hindurchgehende  Charakteristik  triflPt.  Das  Element  dieser 
Charakteristik,  welches  durch  c  hindurchgeht,  nennen  wir  C.  Convergirt 
das  Element  B  gegen  das  Element  Ä,  so  convergirt  c  gegen  a,  dem  es 
somit  ebenso  wie  h  unendlich  nahe  liegt.  Daraus  folgt,  dass  die  Coordi- 
naten  des  Elementes  C  nur  unendlich  wenig  von  denen  des  Elementes  B 
oder  des  Elementes  A  verschieden  sein  können.    Wir  stellen  dieselben  dm'ch 

{z  +  A'z,  Xi  +  A%,  p,  +  A'p^) 
dar  und  setzen: 

Az  =  A*z  +  A"s,     Axi  =  A'xi  +  A'^x^. 
Da  A  und  c  einer  und  derselben  Lösung  angehören,  so  hat  man: 
A'z  =  PiA%  +  •  •  •  +  pn^'x„  +  e, 
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wo  £  unendlich   klein   von  der  zweiten  (»rdnung  ist.     Ebenso  ist: 

A"z  =  ip,  -f       >,)  A"x,   4-  .  .  .  -f  (;,„  +  A'p,)  A"x„  +  £\ 

wo  £"  ebenfalls  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  da  B  und  C  einer  und  der- 
selben Charakteristik  angehören.  Addiren  wir  diese  beiden  Relationen,  so 
kommt: 

Ae  =  PiAx^  +••-!-  Pn^3;„  +  f", 

wo  £"  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Mithin  ist  schliesslich, 
wenn  man  das  Diflerential  von  js  nimmt: 

(Ig  =«=  PiAXi  -f  .  .  .  -}-  p„Ax„ 
oder: 

ds  =  Pidx\  -h  •  •     -|-  Pndx,,,  w.  z.  b.  w. 

Wir  werden  unendlich  wenig  verschiedene  Elemente  diejenigen 
Elemente   nennen,    welche   die   hier   in   Rede   stehende  Eigenschaft  besitzen. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  es,  um  ein  Integral  von  /"  =  0  zu 
finden,  nothweudig  und  hinreichend  ist,  oo"  unendlich  wenig 
verschiedene  Elemente  (Nr.   5)  zu  finden. 

131.  Charakteristische  Congruenz;  charakteristische  Mannig- 
faltigkeit.^) —  Wir  betrachten  zwei  partielle  Ditterentialgleichiingen 

/■=0,  gp  =0, 

welche  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  und  ein  Element  -4,  welches 
diesen  Lösungen  und  den  gegebenen  Gleichungen  gemeinsam  ist.  Der 
Nr.  128  zufolge  enthalten  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  somit  die 
gegebenen  Gleichungen  die  Charakteristik  von  /,  welche  durch  Ä  hindurch- 
geht; femer  enthalten  aus  dem  nämlichen  Grunde  die  gemeinschaftlichen 
Lösungen  und  die  gegebenen  Gleichungen  die  unendlich  vielen  (  oo)  Charakte- 
ristiken von  rp.  welche  durch  die  Elemente  jener  Charakteristik  von  f  hindurch- 
gehen. Mithin:  Wenn  gemeinschaftliche  Lösungen  zweier  Glei- 
chungen ein  Element  gemeinsam  haben,  so  haben  sie  deren  zwei- 
fach unendlich  viele  (<»  ^)  gemeinsam.  Das  Ensemble  dieser  geraein- 
samen Elemente  heisst  eine  charakteristische  Congruenz  der  gegebenen 
Gleichungen  in  Bezug  auf  das  betrachtete  Element. 

Drückt  man  die  Entstehung  der  charakteristischen  Congruenzen  ana- 
lytisch aus,  so  erkennt  man,  dass  die  Functionen  f  und  (p  in  diesen  Rech- 
nungen  symmetrisch   auftreten.     Es   folgt  daraus,    dass   man  die  charakte- 


')  Abhandlung  B,  erster  Theil  des  Theorems  II ;  Abhandlung  C,  erster  Theil 
der  Theoreme  b  und  c. 
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ristische  Congruenz  von  f  =  0  und  qp  =z  0,  welche  durch  A  hindurchgeht, 
als  das  Ensemble  der  unendlich  vielen  Charakteristiken  von  q)  betrachten 
kann,  welche  durch  die  Elemente  der  Charakteristik  von  f,  die  das 
Element  Ä  enthält,  hindurchgehen,  oder  als  das  Ensemble  der  unendlich 
vielen  Charakteristiken  von  f,  welche  durch  die  Elemente  der  Charakteristik 
von  q),  die  das  Element  A  enthält,  hindurchgehen. 

Das  Vorhergehende  lässt  sich  ausdehnen  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Gleichungen 

/*  =  0,  95  =  0,  Y*  ==  0,  .  .  . 

welche  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  die  sich  in  einem  Elemente  A 
berühren.  Durch  dieses  Element  A  geht  eine  Charaktei-istik  von  f  hindurch, 
welche  sich  in  sämmtlichen  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  den  gegebenen 
Gleichungen  selbst  vorfindet.  Durch  jedes  Element  dieser  Charakteristik  geht 
auch  eine  Charakteristik  von  (p  hindurch,  welche  innerhalb  der  verschiedenen 
betrachteten  gemeinsamen  Lösungen  gelegen  ist.  Durch  jedes  Element  der 
so  erhaltenen  charakteristischen  Congruenz  geht  eine  Charakteristik  von  y) 
hindurch,  die  sich  unter  allen  gemeinschaftlichen  Lösungen  und  in  allen 
Gleichungen  befindet  u.  s.  w.  Mithin  ergiebt  sich  schliesslich:  Wenn  m 
Gleichungen  gemeinschaftliche  Lösungen  besitzen,  welche  durch 
ein  Element  A  hindurchgehen,  so  haben  sie  00'"  allen  diesen  ge- 
meinschaftlichen Lösungen  gemeinsame  Elemente.  Die  Gesammt- 
heit  dieser  gemeinsamen  Elemente  wird  die  charakteristische  Mannig- 
faltigkeit dieser  Gleichungen  genannt. 

Zusatz  I.  Man  könnte,  wie  in  Nr.  128,  leicht  beweisen,  dass  zwei 
gemeinschaftliche  Lösungen  eines  Systems  eine  charakteristische  Mannig- 
faltigkeit gemeinsam  haben. 

Zusatz  II.  Betrachten  wir  zwei  simultane  Gleichungen  f  ==  0,  q)  =  0, 
welche  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Die  Charakteristiken  von  f  und  q) 
in  einem  dieser  Lösung  und  den  gegebenen  Gleichungen  gemeinsamen  Ele- 
mente müssen  sich  respective  unter  den  Elementen  von  ^  =  0  und  von 
f  =  0  befinden.  Es  folgt  daraus,  dass  q)  =  0  eine  Lösung  der  Gleichungen 
(8)  und  f  ==  0  eine  Lösung  der  analogen  Gleichungen,  welche  man  erhält, 
indem  man  f  durch  q)  ersetzt,  sein  muss.     Man  hat  somit: 

eine  Eelation,  die  wir  einfach  fq)  =:  0  schreiben  wollen.  Dies  ist  die 
Bedingung  der  simultanen  Integration  von  Jacobi  und  Bour.  Da  die  yott 
stehende  Bemerkung  auf  beliebig  viele  Gleichungen  anwendbar  ist,  so  kann 
man  vermöge  derselben  jedes  System  simultaner  Gleichungen  vex-voUständigen, 
wie  wir  in  Nr.   79  gesehen  haben. 
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l;J2.  Methode  von  Lie.')  —  Wenn  zwei  Gleichungen  f  =  0, 
(/■  =  0  der  Htnlingung  f(p  =  0  genügen,  so  bildet  der  Ort  der 
chiirakteristischen  Congruenzen,  welche  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  gehen,  eine  gemeinschaftlic  he  Lösung.  Denn 
zunächst  setzt  sich  dieser  Ort  zusammen  aus  x"~-  charakteristischen  Cou- 
grueuzen,  deren  jede  oo- Elemente,  die  somit  im  Ganzen  oo"  Elemente  ent- 
halten. Um  denselben  zu  tinden.  genügt  es  zu  bemerken,  dass  durch  den 
gegebenen  Punkt  (jCq,  X-^q)  oc"~-  den  beiden  Gleichungen  gemeinsame  Ele- 
mente gehen,  welche  man  erhält,  indem  man  p^^^.  .  .  ..  p„_-_.,o  auf  alle  mög- 
lichen Arten  variiren  lässt  und  p„^x,Q^  Pn,o  uiitt«ls  der  gegebenen  Gleichungen 
bestimmt.  Nun  geht  durch  jedes  gemeinschaftliche  Element  eine  charakte- 
ristische Congruenz.  somit  giebt  es  deren  im  Ganzen  cc"~-  mit  oo"  Elementen. 

Ferner  sind  zwei  unendlich  naheliegende  Elemente  A,  B  unter  dieser 
(truppe  von  oc"  Elementen  unendlich  wenig  von  einander  verschieden.  Denn 
es  ist  klar,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Elemente  im  Allgemeinen  nicht 
zu  zwei  charakteristischen  Congi'uenzen  gehören  können,  welche  durch  nicht 
unendlich  wenig  verschiedene  Elemente  hindurchgehen.  Man  muss  daher 
annehmen,  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  benachbarten  Elemente  zu 
einer  und  derselben  charakteristischen  Cougnienz  oder  zu  zwei  charakte- 
ristischen Congruenzen  gehöi-en.  welche  durch  unendlich  wenig  gegen  ein- 
ander geneigte  Elemente 

(^0'  ^.-.0,  Pifi),  (^or  a;.,„  2Ji.o  +  ^Pifi) 

bestimmt  sind.  1.  Wir  wollen  zunächst  zwei  Elemente  Ä,  B  betrachten, 
welche  auf  einer  und  derselben  charakteristischen  Congruenz  liegen.  Die 
durch  Ä  gehende  Charakteristik  von  /',  welche  eine  Mannigfaltigkeit  von 
einer  Dimension  ist,  trifl't  die  durch  B  gehende  Charakteristik  von  (p  iu 
einem  zu  der  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen  darstellenden 
Congruenz  gehörigen  Elemente  C.  welches  im  Allgemeinen  Ä  und  B  un- 
endlich nahe  liegt  und  somit  von  beiden  unendlich  wenig  verschieden  ist. 
Somit  unterscheiden  sich  auch  A  und  B  unendlich  wenig,  w.  z.  b.  w. 
2.  Ferner  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  A  und  B  zu  den  beiden  Congruenzen  ge- 
hören, welche  durch  die  Anfangselemente  (^p,  ar/^f,,  j?,-^q),  (^q,  a;,-,Q,  p.^Q  +  ^i'i.o) 
charakterisirt  sind.  Die  Coordinaten  von  A  sind  dargestellt  als  Functionen 
von  x,,_^,  x^,  ^^Q,  Xj^Q,  2Ji,o-  Aendert  man  in  den  Ausdrücken  dieser  Coordi- 
naten p,  ,j  in  jJj_Q  4-  A_p,^Q  um,  so  erhält  man  in  der  zweiten  Congi'uenz 
ein  Element  C,  welches  A  und  somit  B  unendlich  nahe  liegt.  Da  sich  ^,^q 
beim  Uebergange  von  A  nach  C  nur  unendlich  wenig  geändert  hat,  so  ist 
C  unendlich  wenig  von  A  verschieden:  ebenso  ist  es  von  B  unendlich 
wenig   verschieden,    da    es  B   unendlich    benachbart    ist    und    zu   derselben 

^)  Abhandlmig  B,  zweiter  Theil  des  Theorems  II;  Abhandlung  C,  zweiter 
Theil  der  Theoreme  b  und  c. 
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Congruenz  gehört.  Mithin  sind  schliesslich  in  allen  Fällen  A  und  B  un- 
endlich wenig  verschieden  und  der  Ort  der  charakteristischen  Congruenzen, 
welche  durch  einen  gemeinschaftlichen,  oo"  unendlich  wenig  von  einander 
verschiedene  Elemente  enthaltenden  Punkt  gehen,  ist  ein  Integral  (Nr.  130). 

Ebenso  beweist  man,  dass  der  Ort  der  charakteristischen  Mannig- 
faltigkeiten von  m  Gleichungen,  welche  den  Bedingungen  simul- 
taner Integration  genügen  und  durch  einen  Punkt  hindurch- 
gehen, eine  gemeinschaftliche  Lösung  ist. 

Wie  man  den  Gleichungen  eine  solche  Form  geben  kann,  dass  man 
ihre  charakteristische  Mannigfaltigkeit  und  somit  ihr  gemeinsames  Integral 
finden  kann,  haben  wir  oben  angegeben  (Nr.  124,  126  und  Schluss- 
bemerkung von  Nr.  127).  In  dem  Falle  von  nur  zwei  Gleichungen  braucht 
man  die  gegebenen  Gleichungen  nicht  erst  zu  transformiren.i) 

133.  Jacobi's  Methode.  —  Betrachten  wir  m  partielle  Differential- 
gleichungen 

welche  den  Integi'abilitätsbedingungen  genügen,  und  nehmen  wir  an,  dass 
man  ausserdem  ]c  =  n  -\-  1  —  in  Functionen  f,„^i.,  .  .  .,  f„^i  gefunden 
habe,  welche  mit  den  vorstehenden  und  unter  einander  den  Bedingungen 
f-ff.  =  0  genügen,  so  behaupten  wir,  dass  die  Gleichungen 

oder  diejenigen,  welche  man  daraus  erhält,  indem  man  sie  nach  s,  p^,  .  .  .^  p„ 
auflöst: 

5'  ==  F,    2h  =  ^i,  •  .  .,  Pn  =  F,,       ....     (F) 

die  (x2«  +  1— '"  Elemente  des  ursprünglichen  Systems  darstellen,  falls  a^,  . . .,  a^ 
willkürliche    Constante   sind,   vmd   dass   überdies   s  =  F   das    gemeinsame 
vollständige  Integral  des  gegebenen  Systems  ist. 
Wir  betrachten  nämlich  das  System: 

t\  =  0,  . . .,  f,n  =  0,  /;„+!  =  «1. 

Giebt  man  a^  einen  speciellen  Werth,  so  stellt  dieses  System  nur  noch 
oc2«— '«  Elemente  des  ursprünglichen  Systems  dar,  lässt  man  aber  a^  will- 
kürlich, so  stellt  es  wiederum  cc-"-^^—'"  Elemente  dar.  Diese  Elemente 
sind  dieselben  wie  vor  der  Adjunction  von  /"„,+!  =  %,  da  diese  Relation 
für  sich  genommen  durch  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Elements  des 
Raumes  befriedigt  wird,  wenn  a^   willkürlich  ist. 


^)  Wir  haben  in  Nr.  127  die  kleine  Abhandlung  citirt,  in  welcher  Mayer 
die  Rechnungen  andeutet,  die  nöthig  sind,  um  die  Li e 'sehe  Methode  in  ihrer 
allgemeinsten  Form  algebraisch  zu  begründen.  Vgl.  Abhandlung  B  von  Lie, 
Theorem  III  und  IV. 
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In  derselben  Weise  kann  mau  dem  ursprünglichen  System  die  andern 
Gleicliunjj^cii  /'  ^^  a  udjniigiren  und  auf  diese  Weise  an  Stelle  des  ursprüng- 
lichen Systems  das  System  (f)  oder  (F)  erhalten.  Lässt  man  in  den  Gleichungen 
(F)  Xi,  ....  x„  um  unendlich  kleine  Grössen  sich  ändern,  während  man  die 
Grössen  a  constant  lässt,  so  ändern  sich  auch  z,  jL»j,  .  .  .,  ^„  unendlich 
wenig.  Mithin  sind  die  unendlich  benachl)arten  Elemente  des  Systems  (i^ 
unendlich  wenig  verschieden  und  bilden  für  jeden  Werth  der  Grössen  a 
ein  Integral.  Somit  ist  s  =  F  das  gemeinsame  vollständige  Integral  und 
mi\n   hat: 

ÖXj 

oder: 

dF  =  F^dx,  H +  J^'ndx,,. 

Aus  der  letzten  Bemerkung  geht  hervor,  dass  mau  die  erste  Gleichung 
{F^  finden  kann  durch  Integration  der  Gleichung 

dz  =  p^dxy  +  •  •  •+  Pt,dx„, 

in  welcher  die  Grössen  p  durch  ihre  aus  den  n  ersten  Gleichungen  /'  abge- 
leiteten Werthe  ersetzt  sind.  Dies  setzt  jedoch  voraus,  dass  man  wisse, 
dass  es  wirklich  ein  gemeinschaftliches  vollständiges  Integral  mit  k  will- 
kürlichen Constanten  giebt,  und  dies  erfahrt  mau  durch  die  Methode  von  Lie. 

Bemerkung.  Das  Voi'stehende  enthält  im  Wesentlichen  die  Jacobi'sche 
Methode,  d.  h.  die  Art  der  Bestimmung  von  z  mit  Hülfe  der  Functionen  f. 
Das  Theorem  von  Poisson  und  Jacobi  und  die  Methoden  von  Weiler, 
Boole  und  Mayer  geben  die  Mittel  an,  um  die  Functionen  /"  mehr  oder 
weniger  leicht  zu  finden. 

1B4.  ScMuss.  —  Die  verschiedenen  Integrationsmethoden  der  pax-tiellen 
Differentialgleichungen  gruppiren  sich  um  die  Methoden  von  Cauchy,  Lie 
und  Jacobi.  Wie  wir  gesehen  haben,  besteht  die  letztere  wesentlich  in 
einer  Transformation  des  gegebenen  Systems  in  ein  anderes,  welches  eine 
Gleichung  mehr  enthält.  Wenn  man  diese  Transformation  bis  ans  Ende 
fortsetzt,  so  findet  man  das  Integral  ohne  weitere  Rechnung.  Man  kann 
jedoch  stehen  bleiben,  wann  man  will,  und  sich,  wie  wir  in  Nr.  125  ge- 
sehen haben,  der  Lie'schen  Methode  bedienen,  um  das  System  auf  eine 
Gleichung  zurückzuführen,  welche  man  nach  der  Methode  von  Cauchy 
integriren  kann,  immer  dann,  wenn  die  Jacobi'sche  Methode  nicht  günstiger 
ist  (vgl.  Nr.  125  und  70,  III). 

Vermittelst  der  Theorie  der  charakteristischen  Linien,  Congnienzen 
und  Mannigfaltigkeiten  kann  man  somit  alle  Methoden  der  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  eine  einzige  zu- 
sammenfassen. 
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Anhang;  I. 


Zur  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen.'^ 


Von 


Frau  Sophie  von  Kowalevsky. 


')  Abdruck  aus  Cr  eile's  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Band  80,  S.  1—32. 


Einleitung. 
Es  sei  eine  algebraische  Ditterentialgleichung 

«h^'l B)  =  ^ w 

vorgelegt,  wo  G  eine  ganze  rationale  Function  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X,  der  als  Function  derselben  zu  bestimmenden  Grösse  y  und  der 
Ableitungen  derselben  nach  x  bis  zur  w*®°  Ordnung  hin  bedeutet. 

Eine  analytische  Function  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  irgend  ein 
regulärer  Zweig  derselben  gegeben  ist.  Es  kommt  also  darauf  an,  auf  die 
allgemeinste  Weise  eine  Potenzreihe 

'y       {x-aY 

wo  a,  Iq,  6^,  ...  Constanten  bedeuten,  so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe, 
für  y  gesetzt,  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt  und  innerhalb 
eines  gewissen  die  Stelle  a  umgebenden  Bezirkes  convergirt. 

Es    muss    also,     wenn    man     diese    Reihe    für    y    in    den    Ausdruck 

(^{x,  V,  4^^  •  •  •,    7-'^l   einsetzt  und   denselben  nach  Potenzen   von  x  —  a 
\    '  ^'  dx         '  dxnj 

entwickelt,  jeder  einzelne  Coefficient  dieser  Entwicklung  gleich  Null  werden. 
So  erhält  man  zunächst  zwischen  a,  b^,  h^,  .  .  .,  6„  die  Gleichung: 

G(«,  6o,  fei,  .  .  .,  6„)  =  0 (2). 

Nun  hat  aber,  wenn  y  irgend  eine  reguläre  Function  von  x  ist,  die  ^l*®  Ab- 
leitung von 

aix  V  ^       ^) 
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die  Form: 

^  \    '  ^'  dx'  '  •  ''    dx''  j  dxn  +  i-   ^  ^^-    P'  ^'  dx'  •  •  •'    dxn+^-ip 

wo   G'  die  partielle  Ableitung   von   G  in  Beziehung   auf  ~^  und  i/;.  eine 

ganze  rationale  Function  von  x,  y,  j-^  •  '  ••,  — n-^i  —  \  bezeichnet.  Es  muss 
also  (für  ^  =   1,   2,  .  .  .,    oo) 

sein,  wenn  der  Coefficient  von  {x  —  d)'-  in  der  genannten  Entwickelung  von 

g[x  «/  ^  ^1 

verschwinden  soll.  Umgekehi-t  genügt  die  für  p  angenommene  Reihe  der 
Gleichung  (1)  formell,  wenn  die  Gleichung  (2)  und  sämmtliche  Gleichungen 
(3)  erfüllt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (3)  werden  aber  sämmtliche  Coefficienten  fc,, 
deren  Index  >►  n  ist,  eindeutig  bestimmt,  sobald  a,  b^,  &^,  ...  .,  6„  ge- 
geben sind  und  zugleich  G'  (a,  Öq?  ^i»  •  •  •>  ^n)  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat. 

So  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Nimmt  man  die  Constanten 

willkürlich,  jedoch  so  an,  dass  die  Gleichung 

G{a,  &o,  &i,  .  .  .,  b„)  =  0 
eine  einfache  Wurzel  b„  hat,  so  lassen  sich  die  Grössen 

^«+n   ^n+2? 

stets  in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass 

{x—ay 


1    b. 


v  =  0 


V 


f       ' 


für  y  gesetzt,  der  Gleichung   (1)  formell  genügt." 

Diese  Reihe  ist  aber  auch  stets  innerhalb  eines  bestimmten 
Bezirks  convergent  und  stellt,  wenn  man  x  innerhalb  desselben 
annimmt,  eine  die  vorgelegte  Differentialgleichung  befriedigende 
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Function  dar.  Aus  jeder  solchen  Reihe  entspringt  dann  ferner 
eine  bestimmte  (eindeutige  oder  mehrdeutige)  analytische 
Function,  von  «Irr  joder  reguläre  Zweig  die  vorgelegte  Diffe- 
rentialgleichung ebenfalls  befriedigt.*) 

Umgekehrt  hat  jede  die  vorgelegte  Differentialgleichung  befriedigende 
analytische  Function  //  unendlich  viele,  durch  das  angegebene  Verfahren 
bestimmbare  reguläre  Zweige,  wenn  sie  nicht  eine  sogenannte  singulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  ist,  d.  h.  ausser  dei-selben  noch  der  Gleichung 


«'(^^  ^.  t-  •  •  •■  0)  =  " 


genügt.     In  diesem  Falle    kann   man   aber   durch    Combinatiou    der  beiden 
Gleichungen 

a  =  0,      G'  =   U 

zur  Bestimmung  der  Function  y  entweder  eine  algebraische  Gleichung  oder 
eine  Differentialgleichung,  von  der  sie  keine  singulare  Lösung  ist,  erhalten. 
Analoge  Sätze  gelten  ferner,  wenn  zur  Bestimmung  mehrerer  Functionen 
einer  unabhängigen  Veränderlichen  ein  System  von  ebenso  vielen  alge- 
braischen Differentialgleichungen  gegeben  ist. 

Dasselbe  kann  stets  auf  die  Form 


<^'(^7  2/0,  Vi.  ■  •  M  Vn)  '-^   —   ^^iK  2/o,  :?/i,  •  •  M  «/«)  =  0 


<^'(^'  yo»  yv  •  •  •'  Vn)  -^  —  Grn{x,  y^,  y^,  ,  .  .,  y„)  =  0 


,         (5) 


gebracht  werden,  wo  y^,  .  .  .,  y„  die  zu  bestimmenden  Functionen  sind,  y^ 
eine  mit  x,  y^,  .  .  .,  »/„  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 

verbundene  Hülfsgrösse,    6f,    (r^,   .  .  .,   ö„  ganze  rationale  Functionen  von 


')  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  in  der  W  ei  erstras  s'schen  Abhandlung 
.Zur  Theorie  der  analytischen  Facultäten"  (Grelle' s  Journal,  Bd.  51,  S.  43) 
ausgesprochen,  und  ist  bald  darauf  auch  von  den  Herren  Briot  und  Bouquet 
bewiesen  worden  (Journal  de  l'Ecole  polytecknique  cab.  36),  Derselbe  bleibt  be- 
stehen, wenn  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  eine  eindeutige 

dy  df>-y 

und  in  eine  beständig  convergirende  Potenzreihe  der  Grössen  x,  y,  ^,  .  .  .,  ^—^^ 

entwickelbare  Function  ist. 
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X,  y^,  y^,  .  .  .,  y„  und  G'  die  partielle  Ableitung  von  G  in  Beziehung  auf 
Setzt  man  dann  füi'  X  =  0,   1,  .  .  .,  n: 

y^=JTh,J^=f^ (7) 

((=0  ^• 

und  nimmt 

so  an,  dass  die  Gleichung 

G^(a,  Kai  h.o,  •  •  •>  ^„.o)  =  '^' 

nach  Ijqq  aufgelöst  eine  endliche,  einfache  Wurzel  hat,  und  nimmt  diese  für 
6oo,  so  lassen  sich,  wenn  man  die  Ausdrücke  auf  der  Linken  der  Glei- 
chungen (5),  (6)  nach  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt,  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  gleich  Null  setzt,  die  Grössen 

"0,lJ     ^0,2'  •  •  • 
^1,1'    ^1.2'  •  •  • 


in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen  (5),  (6)  formell 
genügt  wird. 

Dann  sind  aber  auch  die  so  sich  ergebenden  )i  -\-  1  Reihen  (7)  stets 
innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergent  und  stellen,  wenn  man  x 
auf  diesen  Bezirk  beschränkt,  ein  System  von  n  -\-  1  Functionen  dar,  welche 
die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  wirklich  befriedigen. 

Aus  demselben  entspringt  dann  ein  System  (eindeutiger  oder  mehr- 
deutiger) analytischer  Functionen  von  der  Beschaffenheit,  dass  je  n  -{-  1  zu- 
sammengehörige reguläre  Zweige  derselben  die  Gleichimgen  (5),  (6)  eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt,  wenn  ein  Sj'^stem  von  n  -\-  1  analytischen  Functionen  die 
Gleichungen  (5),  (6),  nicht  aber  zugleich  die  Gleichung 

^G(x,  yo,  y^,...,  yn)  ^^  ^ 
22/0 


^)  Wie  man  jedes  System  algebraischer  Differentialgleichungen  auf  diese 
„kanonische"  Form  zurückführen  kann,  lehrt  Jacobi  in  den  Abhandlungen: 
„De  investigando  ordine  systematis  aequationum  differentialium  vulgarium  cujus- 
cunque"  (Borchardt's  Journal,  Bd.  64,  S.  237)  und  „De  aeqdationum  differentialium 
systemate  non  normali  ad  formam  normalem  revocanda"  (Vorlesungen  über 
Dynamik,  Anhang  S.  55.) 
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befriedigt  (d.  h.  wenn  dasselbe  nicht  eine  siuj<ulUre  Lö8uu|(  des  Systems  vou 
partiellen  DiflVivutialglpichungen  bildet),  so  lässt  sich,  wofern  man  specielle 
Werthe  von  ti  ausnimmt,  jedes  System  zusammengehöriger  Elemente')  dieser 
Functionen  durch  Reihen,  welche  in  der  I)e8chriebenen  Weise  gebildet  sind, 
ausdrücken. 

Die  singuUlren  Lösungen  erhillt  man  aber,  indem  man  die  vorgelegten 
Gleichungen  (5),  (6)  mit  der  Gleichung 

8g(a;,  yo,  y,. ....  >/„)  ^  ^ 

8yo 
combinirt. 

Diese  Sätze,  in  der  gegebenen  Fassung,  entnehme  ich  den  Vorlesungen 
des  HeiTn  Weierstrass,  meines  verehrten  Lehrers.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  habe  ich  mich  nun  mit  der  Aufgabe  beschäftigt,  '/u  untersuchen, 
ob  und  in  wie  weit  sich  dieselben  auf  den  Fall  ausdehnen  lassen,  wo  zur 
Bestimmung  analytischer  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  partielle  alge- 
braische Differentialgleichungen  gegeben  sind. 


Ich  betrachte  zunächst  das  nachstehende  System  von  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen, in  denen  x,  a;^,  .  .  .,  x,.  unabhängige  Veränderliche  und 
Vv  •  •  •>  ^n  "^^  bestimmende  Functionen  derselben  bedeuten,  während  die 
^  li  K'V'v  9^-»j  •  •  •?  ^n)  gegebene  in  der  Form  gewöhnlicher,  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  convergirender  Potenzreiheu  dargestellte  Functionen  von 
fpv  •  •  '1  ffn  seii^  sollen: 

-^  =  £^  G\]^  ((?>„ . . .,  cp„)  -y^  + . . .  +  z^  G^;.  i  (cp,, . . .,  cp„)  ^ 


}(!). 


Um  mich  kürzer  ausdrücken  zu  können,  will  ich  im  Folgenden  unter  einer 
Potenzreihe  mehrerer  Veränderlichen  (x,  x^,  .  .  .,  a;,.)  stets  eine  solche  ver- 
stehen, die  nur  ganze  und  positive  Potenzen  dieser  Gi'össen  enthält. 

Dieses  vorausgesetzt,  gelten  folgende  Sätze: 
A.    Sind 

(p\X-^i    .  .  .,    Xr\^oi    .....     fp{X^i    .  .  .,    X,.)„.(^ 


')  Vgl.  §  III  im  Anfang. 
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n  willküiiich   angenommene  Potenzreihen,  welche  einen  gemeinschaftlichen, 
wenn  auch  beschränkten  Convergenzbezirk  besitzen,  und  an  der  Stelle 

(Xi  =  0,    X2  =  0,  .  .  .,  X,.  =  0) 

sämmtlich     verschwinden,     so     giebt    es    n    bestimmte     Potenzreihen    von 
(ä;,  Xy,  .  .  .,  X,),  welche  für  x  =  0  beziehlich  in 

übergehen  und,  für  cp^^,  .  .  .,   q)^^  in   die  vorgelegten  Differentialgleichungen 
eingesetzt,  denselben  formell  genügen. 

B.  Diese  n  Reihen  sind  sämmtlich  in  einem  gewissen  Bereiche  un- 
bedingt convergent  und  stellen  Functionen  dar,  welche  die  Differential- 
gleichungen (1)  wirklich  befriedigen. 

Setzt  man  in  die  G-leichuugen  (1)  für  fl'i,  .  .  •,  (p„  Reihen  von  der  Form 

1  =  1  ^• 


XV 


»=i 


vi 


ein,  so  erhält  man,   indem   man   die  Ausdrücke   auf  beiden  Seiten  in  jeder 
Gleichung  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  zunächst 

^{X„  .  . .,  Xr\,  =  ^F  O1.0,  . .  .,  <Pn.ofj~-\--+£^(^?!ß  (^1.0,  •  •  .  Vr,,of-^ 


und  alsdann  jede  der  Functionen 

ausgedi'ückt  als  ganze  rationale  Function  einer  gewissen  Anzahl  der  Ab- 
leitungen von  g9j  0,  , . .,  q)^f^  nach  x^^,  .  .  .,  x,.,  deren  Coefficieuten  Potenzreihen 
von  9^1  0'  •  •  •■>  9^n,o  sind.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  jeder  Coefficient  der 
letzteren  aus  einer  endlichen   Anzahl   von    den   Coefficienten  der  Ausdrücke 

6r ^^  bloss  durch  Addition  und  Multiplication  zusammengesetzt  wird. 
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Ist  nun: 


r.  =  0  . .  .  00,  . . .,  V,.  =  <•  . . .  oc 


(2) 


und  setzt  mau 


j'j  =^0  ...  X,  •  • .  r,.  =  {)...  oc 

q>{x, .  .  .  .,  ^j„  =  I  (<p(«)^ ^^  ^';  . . .  ^^)      («  =  1,  . . ..  ,0       (3) 

r,  =  0  ...oc,  ....,  V,  =  0  .•■  cc, 
so  ergiebt  sich  jede  der  Grössen 

g>i"\„...,  .,        (a  =   1,  ..  .,»0 

als  eine  ganze  rationale  Function  einer  endlichen  Anzahl  der  Grössen 

und  der  Coefficienten  der 

und  es  werden  dann  die  gegebenen  Differentialgleichungen  formell  befriedigt, 
wenn  mau 

<P^    =    2:\^(f{Xi,   .   .   .,    Xr)a,u  -jr) 

ju  =  0  ■  ■■  cc  (a  =  1,  . .  .,  ii) 

^a   =    0    ■  •  •  cc,    ,ü^    =    0    •  .  •   00,    .  .  .,  ^,.  =   0    •  •  .  IX 

setzt. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  diese  Reihen  sämmtlich  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  unbedingt  convergent  sind,  ersetze  ich  das  vorgelegte 
System  von  Differentialgleichungen  durch  ein  anderes  von  derselben  Form: 

S^i  _  -r  G^'^  (w  w  \  ^"^'^  4-  4-  T  ä^'>  (w  w)'^ 


•     (4) 


(5), 


ti=n  __ 


Hi 


=  I  G^^l  (v^i,  .  .  .,  v',,)  ^  + 


,i=n . 


;(") 


i=\ 


Ix^ 
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in  welchem  in  jeder  der  Reihen  G^^i  (v^i,  .  .  .,  tp,,)  jeder  einzelne  Coefficient 

positiv    und    nicht    kleiner    als    der    absolute    Betrag    des    entsprechenden 

Coefficienten  in   Gr^^  {xp^,  .  .  .,  ip^)  ist.    Zugleich  nehme  ich  an  Stelle  jeder 

der  Reihen  (p{xj^,  .  .  .,  Xr}^^^  (a  =  1,  ,  .  .,  n)eme  andere  ip{xx,  .  .  .,  ^,)„,o 
an,  in  der  ebenfalls  jeder  einzelne  Coefficient  positiv  und  nicht  kleiner  als 
der  absolute  Betrag  des  entsprechenden  Coefficienten  in  g){Xi,  .  .  .,  x,^  ^^^ 
ist.     Wenn  alsdann 

den  Ausdruck  bezeichnet,  der  jetzt  an  die  Stelle  von 

tritt,  so  erhellt  aus  dem,  was  über  die  Zusammensetzung  des  letzteren  aus 

den    Coefficienten   der   Reihen   6r  ^^   und   t/;„_o  gesagt   ist,    dass    der   erstere 

positiv  und  nicht  kleiner  als  der  absolute  Betrag  des  anderen  sein  wird. 
Kann  man  also  von  den  Reihen  '^p■^^,   .  .  .,  ip„,  wo 

V"  =  -iv<';V ,.f;S---fi)      («  =  1,....'.) 

M  =   0    •  •  •  00  ,    Wi    =    0    •  •  •  00,   .  .   .,    jt<,.  =   0   .  .  •  00 

ist,  beweisen,  dass  sie  sämmtlich  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirkes  con- 
vergent  sind,  so  steht  dasselbe  für  die  Reihen  (p^,  .  .  .,   <^^^  fest. 

Dieses  vorausgesetzt,    werde,   wie  es   immer  möglich  ist,  eine  positive 
Grösse  g  so  angenommen,  dass  sämmtliche  Reihen   G^  ^^  (w^,  .  .  .,  9?„)  con- 


vergiren,  wenn 


(Pi   =  (Pi  =  ■•■■  =  fpn  ==  9 


gesetzt  wird;   dann   kann  man  eine  zweite,   ebenfalls   positive  Grösse   G  so 
annehmen,  dass  aus  dem  Bruche 

G 


2        fl^i  +  ■^o  +  ■   '    •  +  ^n 


wenn  derselbe  nach  steigenden  Potenzen  von  ip^^,  .  ,  .,  ip^^  entwickelt  wird, 
eine  Reihe  G{ip^,  .  .  .,  ip„)  entspringt,  in  welcher  jeder  einzelne  Coefficient 
positiv  und  grösser   als  der  absolute  Betrag  des  entsprechenden  Coefficienten 

in  jeder  der  Reihen   Gj]^  (cp^,  .  .  .,  q)„)  ist. 
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Ebenso  kann  man  zwei  positive  Grössen  ^  und  q  so  wählen,  dass  in 
der  Reihe,  welche  aus  der  Entwickelung  des  Bruches 

^         Xi  -\-  X,  -\-  .   .   .  -\-  Xr 
9 

nach  steigenden  Potenzen  von  x^.  . . .,  x,.  hervorgeht  und  die  mit  yf{x^, . . .,  Xr)o 
bezeichnet  werden  möge,  jeder  Coetücieut  positiv  und  gi-össer  als  der  absolute 
Betrag  des  entsprechenden  Coefticienten   in  jeder  der  Reihen 

wird. 

Werden  dann  in  dem  System  (5)  sämmtliche  Reihen 

— (y)  ~ 

angenommen  und  wird  zugleich  festgesetzt,  dass  für  ^  =  0  jede  der 
Functionen  xp^  in 

y)\Xi,  .  .  .,  x,.)(y 

übergehen  soll,  so  sind  die  eben  angegebenen  Bedingungen  erfüllt,  und  es 
braucht  also  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  die  so  definirten  Reihen  yj^,  ...,  yj„ 
innerhalb  eines  gewissen  Bezirks  convergent  sind. 

Unter  den   gemachten   Voraussetzungen    werden   aber   die  sämmtlicheu 
Reihen  y)y,  .  .  .,  tp„  einander  gleich  und  Functionen  bloss  von  x  und  von 

X^  -\-  X..-\-  .    .    .  -f  Xr 
9 

Das  System  (5)  reducirt  sich  also,  wenn  man 

^  <7  '  9 


setzt,    so    dass   i^„  =  ^   ip  wird   (für   a  ==■  1.  .  .  .,  n),    auf   die   einzige 
])artielle  Differentialgleichung 

Örc  1  — i/j    8y ^  ^^ 

wo  a  eine  positive  Constante  bedeutet. 

Dabei  ist  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  für  x  =  0 

by 

tp  m         ^ 


1-2/ 
übergehen  soll,  wo  h  ebenfalls  eine  Constante  bezeichnet. 
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Die  Gleichung  (6)  besagt  nichts  weiter,  als  dass  zwischen  den  Grössen 
yj  und    (1  —  \p)  y  -\-  ax   eine  Relation   besteht.      Diese   wird   aber   durch 

die   Festsetzung,   dass  y)  für  x  ^  0  in  übergehen   soll,   eine   völlig 

bestimmte;  und  es  ergiebt  sich  zwischen  ip,  x,  y  die  Gleichung 

(1  ^y))y  -f  ax  =  j^^  y}, 

woraus  man 

1  _  (1  _/,),/  _  ax  —  }/(l  —  {\-\-h)y—  ax)-  —  Aabx 


¥  = 


2(1 -.V) 


erhält,  mit  der  Bedingung,  dass  bei  der  Entwickelung  dieses  Ausdrucks 
nach  Potenzen  von  x,  y  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung  der  Quadrat- 
wurzel 1   sei. 

Die  so  sich  ergebende  Potenzreihe  von  x.  y  hat  nun  einen  bestimmten 
Convergenzbezirk,  und  es  sind  zugleich  ihre  Coefficienten  durchweg  positiv, 
wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Entwickelung  von  y)  nach  der  im 
Vorstehenden  auseinandergesetzten  Methode  vornimmt.  Es  wird  daher  auch 
die  Potenzreihe  von  (x,  a\,  .  .  .,  x,) ,   in  welche  y)  durch   die  Substitution 

if  1  +  •  •  •  +  *'• 

y  =         ^ 


übergeht,  einen  ]>estimmten  Convergenzbezirk  besitzen.  Für  jedes  innerhalb 
dieses  Bezirkes  enthaltene  Werthsrstem  (x,  Xy^.  .  .  .,  ■«,.)  sind  dann  sicher 
auch  die  Eeihen  q)^,  .  .  .,  (p„  sämmtlich  unbedingt  convergent.  Dieselben 
besitzen  also  jedenfalls  einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  und  stellen, 
wenn  man  die  Veränderlichen  (^x,  Xi,  .  .  .,  x,)  auf  einen  innerhalb  desselben 
liegenden  Bereich  in  der  Art  beschränkt,  dass  für  jedes  in  dem  letzteren 
enthaltene  Werthsystem  (a;,  x^,  .  .  ..  Xr)  das  System  der  zugehörigen  Werthe 
von    (99j ,  .  .  . ,  (p„)    dem    gemeinschaftlichen    Convergenzbezirk    der    Reihen 

G^J^ ^  angehört,  Functionen  von  (x,  x^,  .  .  .,  x,)  dar.  welche  die  gegebenen 

Difi'erentialgleichungen  befriedigen  und  zugleich  für  x  =  0  in 

Übergehen;  w.  z.  b,  w. 

Zusätze. 

A.  Es  ist  angenommen  worden,  dass  (pix^, . . .,  a;,.),  (, ?  9^ (^i)  •  •  ••  ^i)},,o 

sänmatlich  verschwinden,  wenn  jede  der  Grössen  x,  x^,  ....  x,-  den  Werth 
Kuli  erhält.  Die  entwickelten  Sätze  behalten  aber  ihre  Gültigkeit,  wenn 
nur  die  Functionen  05   „  so  angenommen  werden,  dass  das  Werthsvstem 

93(0,  .  .  .,  0)i,o, ,  (?5(0,  .  .  ..  0)„.o 
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dem   gemeinschiiftlicheu  Cunvergeuzbereicli   der    lieiheu    (r  ' '    angehört,  wie 
aus  dem  gegebenen   Beweise  ohne   Weiteres  folgt,  wenn  mau 

f/i— «/(O.  .  .  .,  0)i„ f/.„  — <^(0,  .  .  .,  0)„.„ 

als  die  zu  bestimmenden   Functionen  einführt. 

B.  Es  bleiben  ferner  iille  Sät/o  bestehen,  wenn  au  Stelle  des  be- 
trachteteu  Systems  von  Ditterentialgleichuugen  das  folgende  gegeben  ist, 
in  welchem  sämmtliche  Functionen  (tJ'_^  ((p^,  .  .  ..  (/.„)  dieselbe  Beschaffen- 
heit haben,  wie  in  jenem: 


8qp,    ^^ 

Sx 


r  =  1  . . .  r,    fi  =  \  . .  .  n 


(1"). 


=    ^[(^'>v 


^'Pn 


V=   1 


.r,    ß=\  ...r, 


.,  <Pn) 


Dies  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  den  vorstehenden  Gleichungen  noch 
eine  neue 

SqPo 


8x 


=  0 


hinzufügt,  mit  der  Festsetzung,  dass  für  x  =  0 


(Po 


X. 


sein  soll,   so   dass  man  jedes   der  Glieder   (i^.\   mit    ~-  multipliciren  darf, 

und  auf  diese  Weise  ein  Gleichungssystem  von  der  Form  (1)  erhält. 

C.    Sodann  behalten  die  in  Rede  stehenden  Sätze  ihre  Gültigkeit  auch 

dann,  wenn  in  den  Gleichungssystemen  (1)  und  (!•'')  die  Functionen  (r  *^ 
sämmtlich  oder  zum  Theil  Quotienten  zweier  Potenzreihen  sind.  Man  hat 
nur  in  diesem  Falle  das  Werthsystem 

(J9(0,  .  .  .,  0)i,o, ,  99(0,  ..  .,  0)„,o 

so  zu  wählen,  dass  dasselbe  dem  gemeinschaftlichen  Couvergenzbezirk  aller 
Zähler  und  Nenner  angehört  und  keiner  der  Nenner  verschwindet,  wenn  man 


^)y   =  «?3(0,  .  .  .,  0)i(„  . 
setzt. 

Mausion,  Pai-t.  Differentialgleichungen. 


.,   ry9„  =  «p(0,    .  .  .,    0)„,(, 

19 
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Wenn    nämlich    diese    Bedingungen    erfüllt    sind,    so    lassen    sich    die 
Functionen    G^j]  sämmtlich  in  Potenzreihen  von 

Vl  —  fP(0,    .  .  .,    0)1,0,    •  •  •  •,    <Pn  —  (p{0,    .  .  .,    0),,o 

entwickeln,  wodurch  dem  Gleichungssystem  die  ursprünglich  vorausgesetzte 
Form  gegeben  wird. 


Ö^O^ 


D.  Wenn  man  nun  beachtet,  dass  die  durch  das  auseinandergesetzte 
Verfahren  für  (p^^.  .  .  .,  (^„  sich  ergebenden  Reihen  vollständig  bestimmt 
smd,  dass  sie  den  vorgelegten  Differentialgleichungen  genügen  und  für  x  =  0 
beziehlich  in 

(P{X^,    .   .   .,    ;r,)i,o, ,    (p{x^,    .   .  .,    Xr)„,o 

Übergehen  sollen,  so  ergiebt  sich  schliesslich,    wenn  man  alles  A^'orstehende 
zusammenfasst,  folgendes  Resultat: 

Es  sei  gegeben  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  von  der 
Form : 

(a  =  1  .  .  .  r,     ß=l,  .  .  .,  n) 


m 


(^'%v .  • .,  %)  ^  =  ^[anm. . . .,  <P.)  ^)  +  (r'M, . . ..  cp,:), 

(a  =  1  .  .  .  r,     ß  =:  1  .  .  .  n) 

in  denen  die   G^^^]  und   G^^  sämmtlich  Potenzreihen  von  (p^,  .  .  .,  9?„  sind, 
und  es  seien  auf  irgend  eine  Weise  n  Potenzreihen  von  ä;,  x^,  .  .  .,  x,. 

(p^{x,  x^,  .  .  .,  X,) ,  (p„{x,  a?!,  .  .  .,  Xr) 

hergestellt,  welche  für  cp^.  .  .  ,,  (p,^  gesetzt  den  Differentialgleichungen 
formell  genügen,  so  dass  in  jeder  dieser  Gleichungen  die  Ausdrücke  auf 
der  linken  und  rechten  Seite,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  x,  x^,  . .  .,  x,.. 
entwickelt,  in  den  Coefficienten  der  gleichstelligen  Glieder  übereinstimmen, 
so  werden  jene  Reihen  stets  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergiren 
und  analytische  Functionen, .  welche  die  Differentialgleichungen  wirklich  be- 
friedigen, darstellen,  sobald  nur  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 
a)    Es  müssen  die  Reihen 

f/)(0,  x^,  .  .  .,  x,)i,  .  .  .  .,  9?(0,  x^,  .  .  .,  x,.)„ 

einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezii-k  besitzen; 
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b)  es  muss  das  Wpvthsystem 

93(0,   0,   .  .  .,  0), ^/.(O,  0 0)„ 

innerhalb  des  gemeinschat'tlicheu  Convergenzbezirkes  der  Functionen 

enthalten  sein; 

c)  es  darf  keine  der  Functionen   (r^^\(pi,  ■  ■  .,  fpn)  an  der  Stelle 

(<Pi  =  fp(^,  •  .  -  '^)n '  V"  =  <P(Ö,  •  •  M  0)„) 

vei-schwiudeu. 

Wenn  insbesondere  die   G^'^l,   6r^*'^  sämmtlich    ganze    Functionen    oder 

beständig  convergirende  Reihen  von  fp^,  .  . .,  cp„  sind,  so  ist  die  Bedingung  b) 

von  selbst  erfüllt. 


s 


0 


Ich  nehme  jetzt  an,  es  sei  zur  Bestimmung  einer  Function  fp  von 
/■  +  1  Veränderlichen  {x,  x^^  ....  x,)  irgend  eine  algebraische  partielle 
Ditterentialgleichung  «*®'  Ordnung  gegeben  und  auf  die  Form 

(r[x,  x„  .  .  .,  ^,.,  y,  .  .  .,    -^^^^^^         ^^^^^  ■  ■  ■  j  =  0     .      .      (1) 

gebracht,  wo  6r  eine  ganze  rationale  Function  von  a?,  iCj,  .  .  .,  x,.,  (p  und 
denjenigen  Ableitungen 

in  denen 

a  +  üi  -|-  •  •  •  +  a,.  <C  w 

ist,  bedeutet.  Dabei  darf  man  voraussetzen,  es  sei  diese  Gleichung  in  dem 
Sinne  irreductibel ,  dass  G  nicht  das  Produkt  zweier  Ausdrücke  von  der- 
selben Form  ist. 

Es  handelt  sich  darum,  auf  die  allgemeinste  Weise  ein  diese  Differential- 
gleichung befriedigendes  Functionenelement  (in  dem  Sinne,  wie  Herr 
Weierstrass  dies  Wort  gebraucht) 

(p{x,  Xi,  .  .  .,  x,.\a,  «1,  .  .  .,  ttr) 

zu  bestimmen,  d.  h.  eine  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergente  und 
der  Differentialgleichung  genügende  Potenzreihe  von  x — a,  x^  —  a^, ...,  x  — ttr, 
wo  a,  flj,  .  .  .,  a,-  Constanten  bezeichnen. 

19* 
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Ich  betrachte  nuu  zunächst  den  Fall,  den  ich  den  normalen  nennen 
will,  wo  von  den  Ableitungen 

wenigstens   eine  —  ich    will    annehmen  ^-^  —  in    6r   wirklich   vorkommt. 

Dieses    vorausgesetzt,    lässt    sich    zeigen,    dass    i%an    eine  der    Differential- 
gleichung genügende  Reihe 

(fix,  X,,...,  X, !  a,  «1,  . . .,  a,)  =  2'!^  i„,  „„  . . .,  „,,  —^ '-^ ^^  J 

(a  ^  0  •••  oc,  a^  =  0  •••  00,  ....,  a,==  0  •••  oo) 
erhalten  kann,  in  der,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

Z   cp{x^,  .  .  .,  Xr  \  a^.  .  .  .,  «,.)  - — j-^ 

bringt,  von  den  Functionen  cp{x.^,  .  .  .,  x,.  j  ft^,  .  .  .,  a,.)  die  n  ersten 

(0)  («-1) 

fp{x^,  .  .  .,  ä;,!«!,  .  .  .,  «,),  .  .  .  .,  (p{x^,  .  .  .,  Xr\  «1,  .  .  .,  a,.) 

im  Allgemeinen  willkürlich  angenommen  werden  können,  die  übrigen  dann 
aber  durch  die  Differentialgleichung  bestimmt  werden. 

Setzt  man  die  für  (p  angenommene  Reihe  in  den  Ausdruck  auf  der 
Linken  der  Gleichung  (1)  ein,  und  entwickelt  denselben  nach  Potenzen  von 
X  —  a,  Xi — «1,  .  .  .,  X,. — a,.,  so  muss  zunächst  das  constante  Glied  ver- 
schwinden, d.  h.  es  muss 

G  {a,  «1,  .  .  .,  a,.,  b^,,  .  .  .,0  .  .  .  K,  «,,...,«,....)  ^  0     .     .     (2) 
sein. 

Ich  bezeichne  ferner  zur  Abkürzung 

8"+"'+"-+"Xa;,  x„  .  .  .,  xr\a,  a„  .  ■  .,  a,) 

Sa;"8a^i"»  • .  •  Sa;"'- 

mit  99„_  «,....,  „,.  und       (,.) 

(p{x^,  .  .  .,  x,.\a^,  .  .  .,  «,.) 

(>) 
bloss  mit  cp.     Dann  wird  für  x  ==  a 

9..  „.,...„,  gleich    ^^^,      ^^„,.- 
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Entwickf>lt    mau  nun 

G{x,  Xi,  .  .  .,  x^,  </.',  .  .  .,  7.,.  „, „,.  .  .  .) 

nach  Potenzen  von  x — a,  so  wird  der  Coetlicient  vou  {x — a)0  eine  ffanze 
Function  von  (p,  deren  Coefticienten  ausser  den  Veränderlichen  iPj,  .  .  .,  x,. 

(0)  (l)  (n-l) 

nur  die  Functionen  (p,  q),  . .  .,  (f>  und  deren  Ableitungen  nach  Xy,  .  .  .,  Xf  ent- 

(")  . 

halten,  und  es  niuss  (p  so  bestimnit  werden,    dass  diese    Function,    welche 

(«)  ('0 

mit  Gq  {(p)  bezeichnet  werde,  verschwindet,  und  zugleich  (p  eine  Potenzreihe 

von  x^  — a|,  .  .  .,  X,.  —  a,.  wird.     Dies  ist  aber  immer,  und  zwar  nur  auf 

eine  einzige  Weise,  möglich,  wenn  man  a-,  «i,  .  .  .,  «,  imd  diejenigen  Grössen 

in  denen 

a    -j-    «,    +       ■  •    4"    '"-r    ^    Wj       ^^    <C    '* 

ist,  SO  annimmt,  dass  sich  aus  der  Gleichung  (2)  für  h^^  ...q  wenigstens 
ein  endlicher  Werth,  der  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  ist,  ergiebt. 
Diese  Bedingung  als  erfüllt  vorausgesetzt,  sind  die  Reihen 

(0)    (1)  (n-l) 

cp,  (p,  .  .  .,  fp 

im  Uebrigen  willkürlich,  jedoch  so,  dass  jede  von  ihnen  einen  Convergenz- 
bezirk  besitzt,  anzunehmen.     Die  Coefficienten  der  Reihe 

(«) 
% 

die  dann  stets  auch  einen  gewissen  Convergenzbezirk  besitzt,  werden  rational 

aus  den  Coefficienten  der  vorstehenden  und  aus  &„,o,  ...,o  zusammengesetzt; 

(«)  '  ' 
es  giebt   also  so    viel    verschiedene  Functionen  99,  als  verschiedene  Werthe 

von  &„,o,...,oi  <^i6  einfache  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind,  existiren. 

Differentürt    man    femer    den    Ausdrack    6r,    als   Function  von  x  be- 
trachtet, so  hat  die  A^^  Ableitung  desselben  die  Porm 

G  \fpn,(ii   ■  '  ■10)     g_n+/.      l     -"/(*")    ^1)    •  •  •)    ^ri    (fi    •  •  •  •,    <JC«,  «, «,5    •  •  •   -h 

wo  G'  {cp^  (,  . .  .^)  die  partielle  Ableitung  von  G  nach  ^^  q  . . .  q  ist  und  Hi 
eine  ganze  Function  von  x,  x^,  . . .,  x,-  und  denjenigen  Grössen  ^«, «,, ...,«,. 
bezeichnet,  in  welchen 

a  -{-  a^   -{-■•■  -\-  a,   -^  n  -\-  Ä,         a  <i  n  -{-  Ä 
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ist.     Der  Coefficient  von    — ,,         in    der    erwähnten  Entwickelunsf  von   (^ 

V. 

hat  also  die  Form: 

(")    («+/-) 

wo   Gq  und  H^^Q  diejenigen  Functionen  von  x-^^^  .  .  ..  x,-  bezeichnen,  in  welche 
6r'  und  Hl  dadurch  übergehen,  dass  man  x  =  a  und 

(«) 

^"' ""•••'"'•  ^   8.-?'  ....  %xV 
setzt. 

(«) 
Dieser  Coefficient  muss  nun  gleich  Null  sein,  und  da  sich,  weil  G'q{(p) 

an  der  Stelle  {x^  =  a^, . . .,  Xr  =  ar)  nicht  verschwindet, 


in  eine  Potenzreihe  von  x^  — «i,  .  .  .,  x,-  — a,-  entwickeln  lässt,  so  ergiebt 

sich  q)  als  Potenzreihe  von  x^  —  fl^,  .  .  .,  x,.  —  a,-,  welche  völlig  bestimmt 

ist,  sobald 

(0)    (1)       («  +  /-1) 
(p,  %  .  .  .,  (p 

(0)    (1)  (n-1) 

es  sind.     Daraus  folgt,  dass  sich,  wenn  man  a,  rt^,  .  .  .,  a,.,  q),  (p,  .  .  .,  (p  den 
obigen  Bedingungen  gemäss  annimmt,  darauf  nach  Fixirung  des  Coefficienten 

(n) 

^n,o,  •  •  -.0  zunächst  (p  und  dann 

(«  +  1)       («+2) 

(p,  (p,  .  .  . 

so  bestimmen  lassen,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise,  wie  es  erforder- 
lich ist,  wenn  der  Ausdruck 

(p    =    Z    (p  (a?!,    .   .  .,    Xr  I   öl,    .  .  .,    «,.)         ^, 

der  vorgelegten  Dilferentialgleichung  formell  genügen  soll. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  cp  ein  Element  einer  diese  Gleichung  be- 
friedigenden analytischen  Function  von  x,  ä;^,  .  .  .,  x,.  darstellt,  hat  man  zu 
zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  Bezirkes  convergirt. 

Dies  geschieht  in  folgender  Weise: 

Ich  setze 

X  ==  a  -{-  u,  Xi   =  «1  +  ««1,   •  •  •,  Xr  =  «;■  +  ^<r     •       •      (3) 


V.  Kowulevsky.  Zur  Theorie  der  partii'llen  Dittorentialgleichuugen.       295 


und  be/eichue.  uuter  (f,  jetzt  die  Potenzreihe  von  ii,  Uy,  .  .  .,  n  verstehend, 
in  welche  c/,  [x,  x^,  .  .  .,  Xr  o,  fl,,  .  .  ..  a,)  durch  diese  .Substitution  über- 
geht. 

beziehlich  mit 

99o,  (pi,  .  .  .,  fp„, 

sowie  die  übrigeu  Ableitungen 


8x"»x,"'   .  .  .  8Xr 


«/• 


in  denen  a  -|-  "1  4" 

mit  (p„+i V.V. 

Dann  hat  man 


-^(i,  "^  )i  ist,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen 


Ferner  kann  man,  wenn  /. 


üqp 
8m 


'Pi 


8m 

>  0. 

8m 


T^/l 


8mv 


(4). 


.     .     .     (5) 


setzen,    wo  /.t  eine    der  Zahlen   1.  .  .  .,  s  und  I'  eine    der    Zahlen  1,  .  .  .,  r 

ist.     (Ist  nämlich  (p„^}=  (p^^^ , «,»   so  ist  mindestens  eine  der  Zahlen 

^j.  .  .  ,,  a,.  z.  B.  a,   von  Null  verschieden,  und  man  hat  dann 


^"Pn  +  /. 


^^«+1.  «, . . ..  «1—1, .  ■ .,  «/• 


ou 


OMi 


und  es  ist  f/>«+i,  «„...,  «,-1, ..., «,.  eine  der  Grössen  f/;„,  (p^,  .  .  .,  <J9,.). 

Bezeichnet  man  femer,  imter  G  wie  vorhin  den  Ausdruck  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (1)  verstehend,  dessen  partielle  Ableitungen  in 
Beziehung  auf  x,  (pQ,  (p\^  .  ■  .,  (ps  respective  mit 


so  hat  man: 


G'(x),    G\<p„),   G\(fi) G\ip.), 


«•(./i" 


=  -{eXx)+G'(^4»+ . . .  +  ox^„_p^  +a'W„Jy-i±^+. .  ■+G'm'^\ 
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also: 

Endlich  ist: 

du  ~      '      du    —  ^1  •  •  •'      ^u    ~  '      '      •      '      ^'^ 

Die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  bilden  nun  für  die  Grössen  x,  x^^  .  . .,  x,., 
*pQi  9^1»  ••  v  fps,  welche  sämmtlich  Potenzreihen  von  m,  u^,  .  .  .,  n,.  sind, 
ein  System  partieller  Diffei*entialgleichungen  von  der  in  §  I,  Zusatz  D  be- 
trachteten Form.  Da  sie  nun  überdies  den  dort  unter  (a)  und  (c)  ange- 
gebenen Bedingungen  genügen,  so  ist  damit  festgestellt,  dass  sie  sämmt- 
lich innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergiren. 

Jede  auf  die  angegebene  Weise  hergestellte  Potenzreihe 

(p(x,  x^,   .  .  .,  X,.  i  a,  a^,  .  .  .,  a,) 

ist  also  wirklich  ein  Element  einer  die  vorgelegte  Differentialgleichung  be- 
friedigenden  analytischen  Function, 

Es  ist  jetzt  noch  zu  untersuchen,  ob  man  umgekehrt  auch  für  jede 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügende  analytische  Function  q)  ein 
sie  definirendes  Element  durch  das  auseinandergesetzte  Verfahren  erhalten 
kann. 

Es  sei. 
,  V   V  7  jx—a)"  ix,—a,)"' .  .  .  {x,—  a,Y'>- 

(p[X,    X-i,    .  .  .,    X,.)    ^  Öa,  «, a,.  — j  —]  —j 


«,  «j,  .  .  .,  tif 


a'.  ß, ;  a,. 


ein    beliel)iges   Element    einer    solchen  T'unction,    so  bestehen  für  dasselbe, 
wenn  die  obigen  Bezeichnungen  beibehalten  werden,  die  Gleichungen: 

(") 
a.icp)  =  0 

(^o(^)     ff  +  H,,o  =  0. 
Wenn  nun  h^^y, .  ,q  nicht  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 

{x\a>,  (i^,  .  .  .,  a,;  0(^^  ^  _   ,j,  .  .  .,  ö„^  „I Uf,  •  •  •)  '^n,o,  . .  .,(>)  ^^  '- 

(«) 
ist,  so  sind  durch  diese  Gleichungen    und    die    Bedingung,    dass  99  an  der 

Stelle  (x^  =  üi,  .  .  .,  X,.  =  a,.)  den  Werth  &„  q  . . .  ^  haben  soll, 

(«)    („  +  l)(„  +  2) 

(p,       (p,        (p,    .  .  .  . 

vollständig  bestimmt. 
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Nun  besitzt  aber  die  Fniiction  stets  unendlich  viele  Elemente,  für 
welche  t.o...o  ^'°^  einfache  Wurzel  der  ebengenannten  Gleichung  ist, 
wofern  die  Function  nicht  eine  sogenannte  singulare  liösuug  der  Differential- 
gleichung ist,  d.   h.  ausser   dieser  auch   der  (Gleichung 

genügt.     Damit  ist  bewiesen: 

Ist  (p  irgend  eine  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  aber  nicht  auch 
der  Gleichung 

«■&)  = ' 

genügende  analytische  Function,  so  lässt  sich  jedes  Element 

(p{x,  x^,  .  .  .,  X,.  I  a,  rt,,   .  .  .,  ar) 

derselben,  für  welches  G'\  ..  ,„  )  an  der  Stelle  {x  =  a,  Xi  =  a^, . . .,  x,.  =^  «,.) 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,   durch  das  im  Vorstehenden  ent- 
wickelte Verfahren  bestimmen. 

In  dem  Falle  aber,  wo  (p  eine  singulare  Lösung  der  Differentialgleichung 
ist,  erhält  man  für  sie  durch  die  Combination  der  beiden  Gleichungen 

6?  =  0,  G'i'^]  =  0 


■-©) 


entweder  eine  algebraische  Gleichung  oder  eine  partielle  Differentialgleichung, 


der  sie  als  nicht  singulare  Lösung  genügt. 


Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  nicht  die  normale  Form  hat, 
so  kann  man  ihr  dieselbe  doch  stets  dadurch  geben,  dass  man  an  Stelle 
der  Grössen  x,Xi,...,  x,.  ebenso  viele  lineare  Functionen  dei'selben  ?/,  ?/|, .  .  ,,  y,. 
als  Argumente  von  qj  einführt. 

Setzt  man  nämlich 

1/  =  h   -^    ex   +    Cji^i    -|-  .  .  .  4-   c,^, 
Ux  =  '>'  +   '-'x   -V    c\Xi    -I-  .  . .  -f  c>^ 


y^  =  &('■)  -I-  ci'-^x  +   d''\    +■■■-{-    <PXr, 
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wo  die  i,  c  CoDstanten  bezeichnen,  welche  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
dass  die  Determinante 


c('),  f(;),  . . .,  c(.'-) 

nicht  gleich  Null  sein  darf,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck 
in  einen  anderen  von  derselben  Form 

G[y:  Vi,   ■   ■   ;  Vn     (f,   •   .  ;     — ^T"^;^ "^  ,   •   •   -     , 

\  dir  oij.,^---^ijy  J 

in  welchem  ebenso  wie  in  G  nur  Ableitungen  von  nicht  höherer  als  der 
^ten  Ordnung  vorkommen;  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass  derselbe  im  All- 
gemeinen, d.  h.  wenn  man  specielle  Werthsysteme  der  Coustauteu  c,  q, . . .,  c,- 
ausschliesst,  die  Ableitung 

wirklich  enthält. 

Davon  überzeugt  mau  sich  am  leichtesten  auf  folgende  Weise. 
Man  hat,  wenn  man  mit 

9^«',  «;, . .  .,  «;.i    9^«", «',', . . .,  «';.;  .  •  •  • 
die  in  G  vorkommenden  Ableitungen  der  w*®"^  Ordnung  bezeichnet: 


=  G(,  -\-  G^  (pa'  .j.  1,  „'^, . .  .,,<;,  +  G2  (pa"  +  1,  w^ «;:  + 


wo   Gq,   Gl,  . . .,  Gp  nur  Ableitungen  von  niedrigerer  als  der  n-\-\'^^^  Ord- 
nung enthalten.     Nun  ist  aber 

f.,  ,  ,    f.W  4- 1   ^«'  r.a'    ^^1*1!?      1      .  . 

fpa'  -4-  1,  «', ,  .  .  .,  «'^  f  C,  i   .  .  .   tj.r  ^y„  +  i   -r    ■  •  • 

rn  , =    c«"  +  1  r«'i  r-«';  ^ ?   4-  .  .  . 

v^«"-i-i,«'i', ...,«;; —  ^         c, i...t,,;  g^„4.i  -r 

u,  s.  w., 
wo  die  weggelassenen  Glieder  nur  solche  Ableitungen 

g,^  +  ^,  +  ...+,^,^ 
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enthalten,  in  denen  fi  -\-  ßi  -\-  ■  '  •  -\-  ßr  ^  >'  +  1'  '-^^^^^  ß  <^  »  -\-  1  'st. 
Man  hat  also 

^S    =    (G,C«'+  1  <.    .  .  .    .«•,.   +    G,C"^  +  -  C-V    .  .   .    Cfr   +    .  .  .)  p;?    +..... 

WO  in  den  weggelassenen  Gliedern,  nachdem  die  in  ihnen  enthaltenen  Ab- 
leitungen  von  f/    nach  x.  Xy,  .  .  .,  x,-  in  Ableitungen   nach  ?/.  ?/,,  .  .  ..  y,  ver- 

,  ,  ,         l"+'(p      .  ,  , 

wandelt  worden,   ^  „  "\    nicht  vorkommt. 

Ol/""*"' 

Wühlt    man    imn    die  Coustanten  f,  C'i,  .  .  .,  c,.  so,    dass  der  Coet'ticient 

von       „^,  in  der  vorstehenden  Gleichung,  als  Function  von  x^  x^.  . ..,  x,-,  ..., 

^-w.u,,.. .,  «r,  •  ••  betrachtet,  nicht  identisch  verschwindet  —  was  nur  für 
specielle  Werthsystenie  der  c,  Cj,  .  .  .,  c,.  eintreten  kann  — ,  so  wird  dei-selbe 
auch  nicht  identisch  gleich  Null,  wenn  man  in  ihm  an  Stelle  der  Veränderlichen 
X.  a\,  .  .  .,  X,.  die  1/,  2/i.  .  .  .,  y,-  einführt  und  die  Ableitungen  9',,, «,,...  „,. 
in  Ableitungen  von  (p  nach  y,  y^^  .  .  .,  y,.  verwandelt;    und  es  kommt  also 

die   Ableitung   ,  „  ,  ,  wirklich  vor.      Es  ist  aber: 
^   öy"  + 

hx    ~    "    ü//    "*"  ^''    ö//,    "*"  +  ^'    0//,.' 

und  es  kann  daher  7—,  auf  die  angegebene  Weise  transformirt,  die  Ableitung 

^  „  ,  ,    nur  dann  enthalten,  wenn  in  G  die  Ableitung  >— i-  vorkommt 
0?/  "^  '  °    0?/" 

Nimmt  man  insbesondere 

y    =  rr  —  ^^  —  f.\  [x^^  —  a^)  —  •  •  •  —  c,.  {x,.  —  a,) 
2/1   =  a^i  —  «1 


?/,    =  X,.  -  a,, 


so   sieht   mau,    dass   bei   gehöriger  Wahl  von  c^,  .  .  .,  c,.  sich  (p  stets  nach 
Potenzen  von 

X  —  a  —  c^  (^1  —  «1)  —  •  •  •  —  c,.  {xr  —  a,),  x^  —  a, ,  . . .,  x,.  —  «,. 
entwickeln  lässt,  und  dass  man  diejenigen  Functionen,  in  welche 

bg>  8" — 'm 

für 

a;  =  a  +  q  («1  —  o  j  -j-  .  .  .  -f  6v  (x,.  —a,.) 
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übergehen,    als  Potenzreihen  von  x^  —  a^,  .  .  .,   ä;    —  a,.  im  Allgemeinen 
willkürlich  nehmen  kann. 

Die  im  Voi-stehenden  beschriebene  Umformung  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung könnte  in  dem  Falle  unnöthig  erscheinen,  wenn  in  dieser 
Gleichung  zwar  nicht  die  n^^  Ableitung  von  (p  nach  x,  aber  doch  eine  andere 

Yin   (wo  m  -<  n  aber  >  0)  vorkommt  und  überdies  in  den  übrigen  Ab- 
leitungen 

8«  +  «t-h--  +  «»-^ 


a 


dx"  ea;^'  .  , 

.  .  Sa;,"'- 

m  ist. 

Denn  nimmt  man  wie  oben: 

V  /  t  \     (»^  —  Öt) 

ff  =  2:  cp  (x,,  .  .  .,  xr  I  «1,  .  .  .,  a,)        ^, 


vi 

an  und  entwickelt  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  x  —  a,  so  erhält  man  zunächst  eine  Gleichung  zwischen 

(0)    (1)  (///) 

(p,  (p, ,  (p 

und  einer  gewissen  Anzahl  der  Ableitungen  der  m  ersten  dieser  Functionen 

(0)     (1)  (m-l) 

nach  Xi,  .  .  .,  Xr-  Nimmt  man  dann  die  Reihen  (p,  (p,  .  .  .,  g)  willkürlich 
an,  doch  so,  dass  die  Gleichung,  in  welche  die  ebengenannte  übergeht,  wenn 

(m) 

man  x^  =  cij^,  .  .  .,  x,-  =  a,.  setzt,  nach  (p  aufgelöst,  eine  endliche,  einfache 

Wurzel  hat,  so  kann  man  cp  als  Potenzreihe  von  x^  —  a^,  .  .  '.,  x,.  —  a,. 
so  bestimmen,  dass  sie  die  erstere  Gleichung  befriedigt  und  füi*  x^  =  a-^^,  . .  ., 
X,.  =  a,-  in  jene  Wurzel  übergeht. 

Die  übrigen  Coefficienten    der   genannten  Entwickelung  liefern  sodann 
zur  Berechnung  der  übrigen  Functionen 

(m  +  r) 

(p  (Xi,  .  .  .,  X,  \  «1,  .  .  .,  a,) 

die  erforderlichen  Gleichungen,  durch  welche  sie  sämmtlich,  und  zwar  ein- 
deutig, bestimmt  werden. 

Man    erhält    so,    ganz  in   der    oben    auseinandergesetzten  Weise,    eine 
Potenzreihe 

welche   für  (p  gesetzt  die  gegebene  Differentialgleichung   formell  befriedigt. 


V.  Kowalevsky,  Zur  Theorie  der  |>artiellen  Dittereutialgleichuagen.       ;{()! 
Aber  ich  habe  bemerkt,  dass.    wenn  diese  Reihe  convergent  sein  soll, 

(0)  (in-l) 

die  Functionen  f/ ,  .  .  ..  </  nicht  willkürlich  iuigenouinieu  werden  kiumen, 
sondern  solchen  lieschrilnkungen  uiiterwortVu  sind,  dass  man  im  Allgemeinen 
sagen  kann,  die  Reihe 

(p(x,  x^,   .  .  ..  Xr    ti.  a^,   .  .  .,  «,.) 

convergire  an  keiner  Stelle  (x,  iCi,  .  .  .,  a;,).  wie  nahe  man  dieselbe  auch 
der  Stelle  (a,  Op  .  .  .,  Ur)  annehmen  kann. 

Ich  begnüge  mich  aber  hiei*,  dies  an  einem  Beispiel  nachzuweisen. 

Es  sei  die  Ditierentialgleichung 

oqp  0"qp 

\t    ^"    Jfß' 

gegeben.  Wenn  (pi^{yh)  ii'gend  eine  Poteuzreihe  von  y  —  h  ist,  so  genügt 
die  Reihe 

.io     är       vi 

dieser  Ditierentialgleichung  formell  und  geht  für  x  =  a  in  </ q(?/  [  f>)  über, 
sie  besitzt  aber  nur  bei  einer  ganz  besonderen  Wahl  von  %(?/  j  h)  einen 
Convergenzbezirk,  während  im  Allgemeinen  sie  für  kein  Werthsystem  (x,  y) 
eine  bestimmte  endliche  Summe  hat. 

Es  sei  z.  B.  a  =  0,  h  =  0 


Dann  ist 


und  die  obige  Reihe  geht  in 


(poiP    ?^) 

1 

1-y 

d^cp,, 

n\ 

dy" 

(1- 

-,,)«  +  i' 

lU 

(T= 

as'' 

_,,)2V+1 

über,  von  der  es  leicht  zu  sehen  ist,  dass  sie  divergent  ist,  wie  klein  auch 
X,  y  angenommen  werden. 

Um  allgemein  zu  zeigen,  welche  Bedingung  die  Function  (pfj{y\l>)  er- 
füllen muss,  damit  ein  die  gegebene  Diff"ex'entialgleichung  befriedigendes 
Element  (p{x,y\a,l>),  das  für  rr  =  «  in  9yQ(?/ 1 6)  übergeht,  existire,  bemerke 
ich,  dass  die  Differentialgleichung  in  Beziehung  auf  die  Veränderliche  y 
die  normale  Form  hat;  wenn  man  daher  zwei  Functionen 

(0)  (1) 

(p{x\ü),     fp{x\u) 
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willkürlich  annimmt,  so  kann  man  <p{x^y\a^h)  nach  dem  Vorhergehenden 
so  bestimmen,  dass  diese  Function  der  gegebenen  Differentialgleichung  ge- 
nügt und  für  y  ^  h 

(0) 

(p  (ic,  y\a.h)  in  (p  (x  I  rt) 
und 

ow  {x,  y  I  a,  h)      .     ''^  ,     ,     , 
^y  '9  \    '  -^-  m  r/}  (ä;  I  a) 


8y 
übergeht.     Und  zwar  erhält  man,  da  in  diesem  Falle 


hat: 


(2)  ^'^' 

cp(x\a)  nur  den  einen  Werth     ^  ^   ^  "-^ 

(0)  (1) 

'-"    8'qp(.ri«)   (//-&)-'        '  y-  c'y(^ia)   (j/ -/>)-'+ ^ 

v=o         S^"  (2'')!      "^  ,to       Sx*'  (2i;+l)! 

als  den  allgemeinsten  Ausdruck  von  cp{x,y\a,l)). 

Ist  nun 

(0)  'T 

m  (a;  '  a)  =      -^  c,.  (x — (iX 

und 

(1) 

(p{x\d)  =     2.   r[{x  —  a)\ 

1  =  0 

SO  ergiebt  sich: 

Bezeichnet  man  nun  mit  q   eine  positive  Grösse,    die    kleiner    ist    als 

(0)    (1) 

der  Radius  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirks  der  Reihen  <p,  (p,  und 
die  absokiten  Beträge  von  c,..  <i\.  mit  j  Cv  | ,  j  c\.  j ,  so  lässt  sich  eine  positive 
Grösse  g  so  angeben,  dass  für  jeden  Werth  von  v 

I  Cv  <  gQr\  I  c' ;  <  gor' 

ist.  Es  muss  also  ip^  {ij  j  ö)  so  gewählt  werden,  dass  für  zwei  bestimmte 
Grössen  g,  g  dem  absoluten  Betrage  nach 

vi 

der  Coefficient  von  (y  —  />)-''  kleiner  ist  als  -^-yj-  gQ~'' 

vi  _ 

»j  ;»  )'      \!/         '^J'  '?  !?       ')     (2v-\- 1)'    ^^ 
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Daraus  folgt,  dass  die  Reihe 

y  'i'''Poiy[b)  (x  —  a)' 

niemals  convergent  ist,  wie  klein  man  auch  x  —  n,  y  —  h  annehmen  möge, 
wenn  die  Reihe  (p^  {y  \  6)  nur  einen  beschränkten  Convergenzbezirk  besitzt. 
Aber  auch  wenn  fpi^{y  l>)  ^ine  beständig  convergirende  Reihe  ist,  kann  die 
vorstehende  Reihe  beständig  divergent  sein.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn 
man 

f    in         'r*    ('/-&)'■ 


I  =  0      (v !) 


'/3 


annimmt,  weil  dann  die  eben  angegebenen  Bedingungen  für  die  Coeflicienten 
der  Reihe  fpQ(y\b)  nicht  erfüllt  sind. 

^§  ^' 

Ich  gehe  jetzt  zu  dem  Fall  über,  wo  zur  Bestimmung  von  m  Functionen 
<Pi.  .  .  ;  <pm  von  >*  -|-  1  Veränderlichen  x.  x^,  .  .  .,  x,.  ein  System  von  m 
algebraischen  partiellen  Diiferentialgleichungen  gegeben  ist,  welches  in  Be- 
ziehung auf  9?>.  von  der  W/*®"  Ordnung  sein  möge.  Ich  setze  dabei  voraus, 
dass  dasselbe  die  normale  Form  habe,  d.  h.  dass  in  demselben  die  Ab- 
leitungen 

r  II,  r  lim 

OXn,  OX 

wirklich  vorkommen,  und  dass  es,  wenn  man  diese  Grössen  als  die  Unbe- 
kannten, die  übrigen  in  ihm  vorkommenden  aber  als  willkürlich  gegebene 
betrachtet,  auflösbar  sei,  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen 
der  genannten  Grössen  liefere. 

Der  ersten  Bedingung  ist,  wenn  sie  nicht  von  selbst  erfüllt  sein  sollte, 
stets  durch  eine  lineare  Transformation  der  unabhängigen  Veränderlichen 
in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  AVeise  zu  genügen. 

Was  dagegen  die  zweite  Bedingung  angeht,  so  bleibt  allerdings  noch 
zu  untersuchen,  ob  ein  Gleichungssystem  von  nicht  normaler  Form  stets 
durch  ein  ähnliches  Vei-fahren,  wie  es  Jacobi  bei  einem  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  angewandt  hat,  auf  ein  normales  zurückgeführt 
werden  könne,  worauf  ich  aber  hier  nicht  eingehen  kann^). 

Dieses  vorausgeschickt,  bringe  ich  das  vorgelegte  Gleichungssystem 
folgendermassen  auf  eine   „ canonische "    Gestalt: 


')  Über  den  hier  gemachten  Vorbehalt  und  als  Ergänzung  zu  der  Abhand- 
lung von  Fr.  v.  Kowalevsky  vergleiche  man  die  kürzlich  erschienene  (April 
1891)  Inaugm-al-Dissertation  des  Hen-n  C.  Bourlet:  Sur  les  equations  aiix  derivees 
partielles  simultwiees  qiii  contiennent  plnsieurs  fonctioiis  inconnues.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils,  1891  (63  S.  in  4«).     (P.  .M.) 
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Man  kauu,  um  die  Grössen 


8a;"' 


8a;"'" 


durch  X,  x^,  .  .  .,  x,.,  ^Sj,  .  .  .,  q),,^  und  die  in    den    gegebenen  Gleichungen 
enthaltenen  Ableitungen  von  (p^,  .  .  .,  (p^^^  auszudrücken,  eine  lineare  Function 

der  ersteren 


"Po  =  c,   -^   +  .  .  .   +  c. 


'"        8.T"'"      ' 


wo  c'j^,  .  .  .,  c„,  willkürlich  anzunehmende  Constanten  bezeichnen,  als  unbe- 
kannte Grösse  einführen.  Man  erhält  dann  für  (p^  eine  algebraische  Glei- 
chung 

V0   =   0, 

wo  ((5  eine  ganze  Function  von  ^^,  deren  Coefficienten  ganze  und  rationale 
Functionen  der  als  bekannt  angenommenen  Grössen  sind,  bezeichnet. 

Es  sei  Cr  ein  unzerlegbarer  Theiler  von  4^,  so  entspricht  jedem  Wei'the 
von  ^^,  welcher  der  Gleichung 

(^  =  0 

genügt,  ein  Werthsystem  der  unbekannten  Ableitungen 


wo 


ist. 


8«>g,,              G, 
8a;">               G' '  * 

Gm 

G' 

öqpo 

Es  werden  daher  die  gegebenen  Gleichungen  ersetzt  durch  eine  gewisse 
Anzahl  von  Gleichungssystemen  der  Form 


^(<Po) 


0 


G' 


8"' 


f 


8« 


Cr    -7-^^ —  =    tr„i, 


ox 


nm 


(1), 


wo  die  sämmtlicheu  G,  wenn  man 

o«  +  «1  + h  «,.^ 


8a;"8Xi"» .  •  •  8a;?' 


mit  ^/;  „^  ui «/•  bezeichnet,  ganze  rationale  Functionen  von  x,  x^, 

und  denjenigen  Grössen 


•5    '^r 
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sind,  in  denen  —  tür  den  jedesmal  betrachteten   Werth  von  k  — 

«  +  «1  +  •  •  •  -f  '^/  <  «A.    "  <  "/. 
ist. 

Es  handelt  sich  nun  ilariim,  m  -\-  1    Functionenelemente 

9o(j;,ii\ Xr  a,ii^ a,.).  9j(a:,.r,,...,xv|(«,fi,,...,«r),-.  qp,«OiJ,Ä"i,-,a'rl«.aiv>"r) 

auf  die  all^'enainstf  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  dieselben  für  «J9„,  fpy.  . . .,  g}„, 
gesetzt,  die  Gleichungen  (1)  befriedigen. 

Man  setze,   unter  x  eine  der  Zahlen   0,   1,   .  .  .,  m  verstehend, 


9^^ 


—  y/yC^'  {x-ar   (ut-a.)"«  (x,-a.)"/-\ 

~^V""""-'"'  «!  «.'•  ""  «r!  I 

(a  =  0  ...  CO.   a,  =  0  •  •  •  00,  .  •  •,  a,=  0  •  •  •  oo) 


c  =  0 


a\ 


die  Constanten  a,  n,.  ....  a,-  und  säuimtliche  Coefficienten  &W 


(2) 


vor- 


',  «1 "r: 


läutig  ganz  unbestimmt  lassend,  und  entv^rickele  den  Ausdruck  G  nach  Po- 
tenzen von  X  —  rt,  .i',  —  '?,,.,.,  a;;.  —  «,.,  so  erhält  man  das  constante 
Glied  dieser  Entwickelung,  das  mit  Ö  bezeichnet  werden  möge,  wenn  man 
in   G 

a,  (i^,  .  .  .,  «,.  für  X.  x^.  .  .  .,  X,. 


h^'^ 


und 


«.  Ui,  .  .  .,  ur  T/.;  «,  «j,  .  .  ., 

6o/„^    .0  für  q)o 


Ur 


setzt.     Dann    muss.    wenn    die    Gleichungen   (1)    befriedigt    werden    sollen, 
zunächst 

(^  =  U 

sein.     Diese  Gleichung    dient    dazu,    um  &o°o, ...,(,   durch  die  eben  genannten 
Grössen  auszudrücken.     Die  letzteren  müssen  also  so  gewählt  werden,  dass 
in    dem    Ausdrucke   Q  die    zu    bestimmende    Grösse    ^C)         wirklich    vor- 
kommt. 

Entwickelt    man    ferner  G  nach   Potenzen    von  x  —  a,    so   wird   der 

Coefficient  von  {x  —  «)",  der  mit  G-{q)^  bezeichnet  werden  möge,  dadurch 
erhalten,  dass  man  in   Q 

a  für  X 

8"' +  •••+"'•  yV„  ■  ■  .,  X,.  I  a„  .  ■  .,  g.) 

■  ■     l^ll     9^A,-  «,   Uy,  ....  Ur 


ox 


.«t 


^Xr 


"r 
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und 

(0) 

fpa  für  (p^ 
setzt.     Es  ist  also: 

•    (0) 

(0) 

eine  ganze  Function  von  cp^  mit  Coefficienten,  welche  ganze  Functionen  von 

^11    ■  •  •■)    ^n 


ferner  von 

(0) 

(«1-1) 

(0) 

inm-l) 

9?i,  • 

.  .,  9?i,  .  . 

•.    9m^    • 

•  M    fpm 

und  einer  gewissen  Anzahl  der  Ableitungen  dieser  Functionen  sind.  Die- 
selbe geht  in  6r  über,  wenn  man  x-^  =  a^,  . .  .,  x,.  =  cir  nimmt.  Unter- 
wirft man  also  die  in   G  vorkommenden  Grössen  a,  Oj,  .  .  .,  a,.,  &«,  «j «,. 

der  Bedingung,  dass  die  Gleichung  (r  =  0,  nach  &^  _  _^^  aufgelöst,  minde- 
stens eine  endliche  einfache  Wurzel  besitze,  und  versteht  ietzt  unter  &„„   „ 

(0) 

eine  solche,  so  giebt  es  eine  völlig  bestimmte  Function  q}^{x^^...,x,.\a^^...,a^, 

(0) 
welche,  für  cp^  gesetzt,  der  Gleichung 

'     (0)  ■ 

(^{^,)  =  0       (3) 

genügt,  und  in  &o,o. ..,  o  übei*geht,  wenn  mau  x-^  =  %,...,  Xr  =  o,.  setzt. 
Dabei  können  die  Coefficienten  der  eben  genannten  n^  -{-  n.^  -\-  •  •  ■  -{-  n„i 
Fimctionen 

abgesehen  von  der  angegebenen  Beschränkung,  ganz  willkürlich  angenommen 

werden,  selbstverständlich  jedoch  so,  dass  jede  von  ihnen  einen  Convergenz- 

bezirk  besitze.     Dann  hat  die  in  der  angegebenen  Weise  bestimmte  Function 

(0) 

g)Q{x^,  . . .,  Xr\a^,  . . .,  a,)  ebenfalls  immer  einen  gewissen    Convergenzbezirk. 

Differentiirt  man  ferner  den  Ausdruck 

G'^^1^  -  G,, 
als  Function  von  x  betrachtet,  so  hat  die  v^^  Ableitung  desselben  die  Form 
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wo   H[     eine  ganze  Function   von    X',  X^,  .  .  .,  x,.  und  denjenigen   Grössen 

in  denen  —  bei  dem  jedesmal  betrachteten  Werth  von  Ä  — 
a  -f  a,  -f-  •  •  -4-  a,  <  ;<„  +  j',  a  <  //„  -f  i^ 


ist,  bezeichnet. 

Die  Entwickelung  von 


nach  Potenzen  von  ic  —  a  hat  also  die  Foi'm 


G'     q>,    +  M'\ 


•  • 


wo  G\  H[^^  aus  G%  Hl  ^  dadurch  entstehen,  dass  man  setzt: 

X  =^  a 

und 

(«) 
8«i  +  ■  ■  ■  +  «/•  qpit 

'^•"' "'"•'•  •••"'•""    öx?«  . . .  .  8<'' • 
Es  hat  femer  die  v^^  Ableitung  des  Ausdruckes  G  nach  x  die  Gestalt: 

/^<   .^    _|_     tt(0) 

wo  jSfv     dieselbe  Gestalt  wie  die  vorstehenden  Functionen  Hv     hat. 
Bezeichnet  man  also  mit 

G^'\  H\^ 

die  Ausdrücke,  in  welche   G^^\  i/^f^  dadurch  übergehen,  dass  man  x  = 

und 

(«) 

2«,  +  •  •  •  +  «rqpjit 

setzt,  so  ist  der  Coefficient  von  -^^ p-^  in  der  Entwickelung  von  G  nach 

vi 

Potenzen  von  x  —  a 


a 


G'  cp,  +  M"^ 
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Damit  also  die  Gleichungen  (1)  befriedigt  werden,  muss  man  haben 

G'     (p-,    +  H^^  =  0,  (/  =  0,  L  .  .  .,  m)   .     .     .     (4). 
Da  sich,  weil  G'  an  der  Stelle  [x^  =  a^,  .  .  .,  x,.  =  a,)  nicht  verschwindet, 

1 
G' 

in    eine    Potenzreihe    von  x^  —  a^,  .  .  .,  x,-  —  «,.  entwickeln    lässt,    so    er- 
geben sich  aus  den  Gleichungen  (4) 

(v  +  1)     («1  +  r)  {nm  +  r) 

fpQy  <Pl ,    (Pm 

als  Potenzreihen  von  x^  —  fl^,  .  .  .,  x,-  —  o^    welche  vollständig  bestimmt 

sind,  sobald 

(0) 
fPo 

(0)  (",-1) 


(0)  («.»-!) 

es  sind. 

Daraus    folgt,    dass,    wenn    man    a,  a^,  .  .  .,  Ur  und    die    vorstehenden 
Functionen    („) 

99^  (a?!,  .  .  .,  Xrla^,  .  .  .,  cir)     (für  x  =  1.  .  .  .,  m) 

den  angegebenen  Bedingungen  gemäss,  im  Übrigen  aber  willkürlich  annimmt, 
darauf,  nach  Fixirung  der  aus  der  Gleichung 


G  =  0 


(0) 


sich  ergebenden  Coefficienten  &^°^^  _.._g,  zunächst  q^Q  und  dann  die  sämmtlicheu 

(«;.  +  '■) 
Functionen  g)^  (x^,  .  .  .,  Xr\ai,  .  .  .,  «,)  sich  so  bestimmen  lassen,   und  zwar 
nur  auf  eine  einzige  Weise,  wie  es  erforderlich  ist,  wenn 

(Po    =    ^       (Poi^V  •  .  .,  Xr\  «1,  .  .  .,  «,•)  . 

«  =  o 


a  =  (Xi  (a) 

(p^    =    I       95l(^l,  .  .  .,  a^rl  «1,  •  .  .,  «r) 

«=0 


{x—a)" 


tt 


(p„i  Z<     Cp^^^\Xy^  .  .  .,  X,.  I  «j^,  .  •  .,  Cl,.)  j 

«  =  0 


al 


den  Gleichungen  (1)  formell  genügen  sollen. 


•     (5) 
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Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  so  bestimmten  Ausdrücke  r^o<  ^v  •  •  -i  *Pm 
ein  System  von  Functionenelementen  bilden,  welches  die  Gleichungen  (1) 
wirklich  befriedigt,  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  convergiren. 

Ich  setze  wieder 

und  vei'stehe   jetzt    unter   (p).;u,au...,ur  '^i^  Potenzreihe    von    «,/<],...,  «r, 
in  welche 


durch  diese  Substitution  übergeht. 
Dann  hat  man 

i(px  


(;.=  !,...,  m) 


^      (ö), 


^Vkl  "k  —  2^0»  •••'0^=    m 
Oft 


fii     ^fk;  rix—  l'0>--oO  __  ri 

wo  man,  wenn  W;.  =  1   ist,  nur  die  letzte  Gleichung  beizubehalten  hat. 
Ferner  hat  man 

^     Su   ^       ^  ' 

wo  ^(o)   eine    ganze    Function  von  w,  m^,  .  .  .,  Ur  und   denjenigen  Grössen 

in  welchen  für  den  jedesmal  betrachteten  Werth  von  ju 

a  +  «1  +  •  .    -f  a,.  <  w^  4-  1 ,     a  <  w,i 
ist.     Man  kann  aber  aus  H'f^  die  Grössen 

und  deren  erste  Ableitungen  nach  den  Veränderlichen  x^,  .  .  .,  x,.  vermittelst 
der  Gleichungen  (4)  eliminiren,  und  erhält  so  eine  Gleichung 

(^O'^lf  -^0  =  0 (7), 


310  Anhang  I. 

WO  Ti  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,...  und  Gq  ein  Ausdruck  von  derselben 
Gestalt  wie  die  Gi  in  den  Gleichungen  (6)  ist. 

Sodann  hat  man  für  jede  Function  (pi;a,Ui,...,ttr':  ^^  welcher 
a  +  «1  +•••  +  «,.  <  ni 
und  mindestens  eine  der  Grössen  a^,  .  .  .,  a,-,  z.  B.  a^^  >•  0  ist, 

~i^t  Mir  •   •  •  ^ '' 

Endlich  ist 

fiM  ~     '    8»   ~  "'•'•'    8m~  ^         •      •     •      •      ^^^• 

So  ergiebt  sich  für  x^  x^^  .  .  .,  Xr  und  diejenigen  Functionen 

fpX;  a,  a,,  .  .  .,  o,.? 

in  welchen  a  +  Oj  -{-■■■  -\-  u,-  <i  n;,  \s,i  (wobei  jedoch  jetzt  jede  solche 
Function,  auch  wenn  sie  in  den  Gleichungen  (1)  nicht  vorkommen  sollte, 
in  Betracht  zu  ziehen  ist),  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  von 
der  in  §  I,  Zusatz  D,  betrachteten  Form. 

Damit  ist  festgestellt,  dass  sie  Potenzreihen  von  «(,  w^,  .  .  .,  u,-  oder 
X  —  a,  x^  —  flj^,  .  .  .,  x,-  —  a,.  sind,  welche  sämmtlich  innerhalb  eines  be- 
stiminten  Bezirks  convergiren,  indem  die  am  angeführten  Orte  unter  a,  h  an- 
gegebenen Bedingungen  in  diesem  Falle  erfüllt  sind. 

Der  Beweis  ferner,  dass  man  für  jedes  die  Gleichungen  (1)  befriedigende 
System  analytischer  Functionen  ein  dasselbe  definirendes  System  von 
Functionenelementen  durch  das  beschriebene  Verfahren  erhalten  kann,  wird 
ganz  so  geführt,  wie  es  am  Schlüsse  des  §  II  für  den  Fall,  dass  nur  eine 
Differentialgleichung  vorliegt,  geschehen  ist.  Die  singulären  Lösungen  der 
Gleichungen  (1)  bilden  diejenigen  Functionensysteme  (p^,  (p^^  .  .  .,  q)„i,  welche 
ausser  den  genannten  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichung  (r'  =  0  be- 
friedigen. Die  Bestimmung  dieser  singulären  Functionensysteme  lässt  sich 
aber  immer  durch  algebraische  Gleichungen  oder  vermittelst  eines  Systems 
anderer  Differentialgleichungen,  von  dem  sie  keine  singulären  Lösungen  sind, 
bewerkstelligen. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  ich  mir  gestellt  habe,  vollständig  gelöst. 
Ich  bemerke  aber  noch  Folgendes.  Auch  transcendente  partielle  Differential- 
gleichungen lassen  sich  in  vielen  Fällen  auf  das  Gleichungssystem  (1)  in 
der  Art  zurückführen,  dass 

Cr,    yTn    •  •  .j    Ctm( 
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nicht  rationale,  aber  iu  der  Fonn  beständig  convergirender  Potenzreiheu 
darstellbare  ganze  Functionen  von 

X,  Xi,  .  .  .,  Xr  und  den  Grössen  (pi;  „,  „, ,^ 

sind.  In  diesem  Falle  behalten  die  im  Vorstehenden  getiindenen  Resultate 
ihre  volle  Gültigkeit,  wie  aus  der  Herleitung  derselben  ohne  Weiteres  er- 
sichtlich ist. 

Berlin  im  Juli  1874. 
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Untersuchung  der  Methoden  zur  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung   mit  einer   abhängigen   und  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen/) 


Von 


Y.  (t.  Imsplieiietsky 


^)  Übersetzung  eines  Aufsatzes  in  Grunert's  Archiv  Bd.  54,  S.  209 — 360. 


Einleitune 


C3" 


Die  Theorie  der  Diöereutialgleichuugeii  stellt  eiu  so  eng  verkettetes, 
so  streng  logisches  Ganzes  dar,  dass  die  Möglichkeit  der  Auflösung  jedes 
neuen  Problems,  dem  man  beim  Vorwärtsschreiten  in  dieser  Theox'ie  be- 
gegnet, von  der  mehr  oder  weniger  vollständigen  Art  und  Weise  abhängt, 
in  der  man  die  vorher  aufgetretenen  Probleme  niedrigerer  Ordnung  gelöst 
hat.  Dieser  enge  Zusammenhang  zwischen  allen  Theileu  der  Lehre  ist  ein 
Übelstand,  sobald  sich  bei  einer  gewissen  Art  von  Aufgaben  Schwierigkeiten 
einstellen,  die  den  Kräften  der  mathematischen  Analysis  einen  längereu 
Widerstand  zu  leisten  vermögen;  denn  ein  Hindemiss  in  der  Entwickelung 
eines  einzigen  Theiles  macht  sich  störend  bemerkbar  in  dem  ganzen  System, 
dessen  verschiedene  Theile  ein  organisches  Ganzes  bilden.  Dieser  Übelstaud 
verwandelt  sich  aber  in  einen  Yortheil,  so  oft  mau  bei  irgend  einem  Punkte 
der  Theorie  einen  l)emerkeuswerthen  Erfolg  errungen  hat;  die  Überwindung 
eines  beträchtlichen  Hindernisses  zieht  zuweilen  den  Einsturz  andrer  Hinder- 
nisse nach  sich  und  giebt  der  Entwickelung  der  gesammten  Theorie  einen 
kräftigen  Anstoss.  So  hat  die  neuere  Ausbildung  der  allgemeinen  Methoden 
der  Integi'ation  der  partiellen  Difierentialgleichungen  erster  Ordnung  den 
Aufbau  und  die  Vervollständigung  der  Theoi^ie  der  simultanen  canonischeu 
Gleichungen  mächtig  gefördert,  aber  auch  zur  Weiterbildung  der  Theorie 
der  partiellen  Difierentialgleichungen  zweiter  Ordnimg  sehr  viel  beigetragen. 

Ist  einmal  die  Theorie  der  partiellen  Difierentialgleichungen  erster  Ord- 
nung endgültig  begründet,  so  kommen  naturgemäss  die  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  an  die  Reihe;  und  auf  die  Lösung  dieses 
letzteren  Problems  müssen  jetzt  die  Bemühungen  der  Mathematiker  gerichtet 
sein.  Infolge  des  oi'ganischen  Zusammenhanges,  welcher  zwischen  sämmtlichen 
Theilen  der  Theorie  der  Diö"erentialgleichungen  ebenso  wie  zwischen  den 
ünterabtheilungen  eines  jeden  Theiles  besteht,  giebt  sich  eine  bemerkens- 
werthe  Analogie  und  Einheit  in  den  Auflösungsmethoden  der  von  ihr  um- 
fassten  Aufgaben  kund,  mag  auch  sonst  deren  Natur  noch  so  verschieden 
sein.     Daraus  folgt,  dass,  wenn  der  Anaivst  einer  Aufgabe  begegnet,  deren 
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Lösung  zwar  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  gediehen,  aber  bei  diesem 
Punkte  ihrer  Entwickelung  Halt  zu  machen  gezwungen  war,  er  sich  vor 
Allem  Rechenschaft  zu  geben  suchen  muss  von  dem  Wege,  den  man  bis 
dahin  verfolgt  hat.  zumal  wenn  dieser  Weg  von  Männern  wie  D'Alembert, 
Euler,  Laplace,  Lagrange,  Monge,  Ampfere  gebahnt  wui-de. 

In  der  That  kann  das  au.fmerksame  Studium  dessen,  was  bereits  ge- 
macht worden  ist.  zuweilen  zeigen,  dass  der  fernere  Erfolg  weniger  von 
der  Erfindung  neuer  Methoden  als  von  einer  vollständigeren  und  allgemeineren 
Anwendung  der  älteren  jMethoden  abhängt. 

Die  Theorie  der  Integration  der  partiellen  Dilierentialgleichungen 
höherer  Ordnung  zerfällt  in  zwei  Theile.  In  dem  ersten  betrachtet  man 
Diflferentialgleichvmgen  von  complicirten  Formen  und  sucht  entweder  ihre 
allgemeinen  Integrale  unter  endlicher  Form  zu  bestimmen  oder  die  gegebenen 
Gleichungen  auf  Formen  zurückzuführen,  die  die  einfachsten  sind  unter 
denen,  deren  Integrale  sich  nicht  durch  endliche  Ausdrücke  darstellen 
lassen.  In  dem  zweiten  hat  man  es  mit  diesen  vereinfachten  Gleichungen 
und  den  Methoden  ihrer  Integration,  sei  es  mit  Hülfe  von  Reihen,  sei  es 
mit  Hülfe  von   bestimmten  Integralen,   zu  thun. 

In  der  vorliegenden  Abhandluno-  behandle  ich  die  auf  die  beiden 
Theile  der  Theorie  bezüglichen  Fragen  für  den  Fall  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  einer  abhängigen  und  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Indem  ich  einen  kurzen,  aber  möglichst  voll- 
ständigen Abriss  der  hauptsächlichen  Auflösungsmethoden  dieser  Art  von 
Problemen  gebe,  glaube  ich  eine  Lücke  ausgefüllt  zu  haben,  welche  in  den 
systematischen  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  besteht.  Die  meisten 
Autoi'en  beschränken  sich  in  der  That  auf  die  Darlegung  der  Monge'schen 
Methode:  zuweilen  enthalten  die  vollständigeren  Werke  auch  die  Methoden 
von  Euler  und  Laplace.  Keiner  aber  erwähnt,  soviel  ich  weiss,  die  Ar- 
beiten von  Ampere  über  diesen  Gegenstand,  die  im  17.  und  18.  Hefte 
des  Journal  de  l'ecole  polytechnique  veröffentlicht  sind.  Die  Untersuchungen 
Ampere's,  welche  die  Theorie  der  Integrale  und  die  Methoden  der  Inte- 
gration für  die  Fälle  umfassen,  auf  welche  die  Monge'sche  Methode  nicht 
anwendbar  ist,  sollten  einen  beachtenswerthen  Platz  in  jedem  gewissenhaften 
Lehrbuch  der  Integralrechnung  einnehmen,  während  man  gewöhnlich,  wie 
eben  erwähnt,  nur  die  Methode  von  Monge,  zuweilen  mit  mehr  oder 
weniger  glücklichen  formellen  Änderungen,  darlegt.  Die  Nichtbeachtung 
der  schönen  Arbeit  Ampere's  ist  zum  Theil  ohne  Zweifel  durch  die  Art 
der  Abfassung  der  beiden  umfangreichen  Abhandlungen  veranlasst,  welche 
sich  nicht  in  Kürze  wiedergeben  lassen ;  ich  habe  indessen  alle  meine  Kräfte 
aufgeboten,  um  dies  Ziel  zu  erreichen.  Ich  habe  die  Mittel  gefunden,  im 
Verlaufe  meiner  Auseinandersetzung  die  Ergebnisse  meiner  eigenen  Unter- 
suchungen an  den  durch  die  Anordnung  des  Stoffes  gebotenen  Stellen  ein- 
zuschieben. 


Einleitung.  :{17 

Unter  diesen  Hesultateu  erlaube  ich  mir  eiiu'n  Nerhuch  einer  Verall- 
gemeiueiomg  der  Luplace'schen  Methode  (Kap.  II.  ij  '.')  und  eine  neue 
Form,  die  ich  der  Aaseinaudersetzung  der  Methode  der  N'ariation  der  will- 
kürlichen Constanten  gegeben  habe  (Kap.  IV).  hervorzuheben.  Der  mit 
diesem  (iegenstande  vertraute  Leser  wird  leicht  die  minder  wichtigen 
Stellen  erkennen,  in  denen  ich  mich  von  meinen  Quellen,  die  ich  überall 
in  den  Anmerkungen  am  Kusse  der  Seiten  soi-gtliltig  angegeben  habe, 
entferne. 


1.  Kapitel. 
Theorie   der  Integrale   der  partiellen  DitFerentialgleiehungen. 


.^'  1- 

1.  Die  Litegrationsmethoden  einer  jeden  Klasse  von  Differential- 
gleichungen gründen  sich  auf  die  Art  und  Weise,  vne  wir  uns  einerseits 
die  Form  und  die  Zusammensetzung  ihrer  Integi-ale,  andrerseits  den  Gang 
und  die  verschiedenen  charakteristischen  Umstände  der  Bildimg  der  be- 
trachteten Differentialgleichungen  mittels  ihrer  Integrale  vorstellen.  In  der 
That  muss  die  Methode  zur  Integration  einer  Differentialgleichung  im  All- 
gemeinen darin  bestehen,  dass  man  in  umgekehrter  Richtung  den  Weg 
durchläuft,  den  man,  je  nach  der  Annahme  über  die  Form  des  Integi'als, 
hätte  einschlagen  müssen,  um  zu  dieser  Differentialgleichung  zu  gelangen. 
Obwohl  dieser  umgekehrte  Weg  im  Allgemeinen  viel  schwieriger  ist,  als 
der  directe  Weg,  wird  er  doch  durch  die  Besonderheiten  des  letzteren  und 
seines  schliesslichen  Zieles  erleichtert.  Geleitet  von  dieser  Analogie  werden 
wir  zunächst,  bevor  wir  die  Methoden  zur  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  auseinandersetzen,  die  Theorie  ihrer 
Integrale  geben. 

2.  Trotz  unsres  Wunsches,  die  Einführung  von  Bezeichnungen,  die 
nicht  durch  den  gewöhnlichen  Gebrauch  sanctionirt  sind,  zu  vermeiden, 
werden  wir  doch  zuweilen  gezwungen  sein,  von  dieser  Regel  abzuweichen, 
und  wollen  sogleich  eine  Festsetzung  treffen,  die  im  übrigen  keine  Schwierig- 
keiten darbieten  ward.  Stellen  -wir  z.  B.  durch  den  Buchstaben  u  eine  ex- 
plicite  oder  implicite  Function  der  beiden  Veränderlichen  x^  y  dar,  so  be- 
zeichnen wir  durch  ?(^!^  die  partielle  Ableitung  dieser  Fimction,  die  man 
erhält,  indem  man  in  beliebiger  Reihenfolge  i-mal  nach  x  imd  it-mal  nach 
y  differentiirt.  so  dass  also  die  Indices  der  Differentiationen  nach  x  und  y 
immer  rechts  von  dem  Buchstaben  u  geschrieben  werden  und  zwar  der 
erstere  oben,  der  letztere  unten.  Sobald  wir  veranlasst  sind,  an  Stelle 
der  Veränderlichen  x  und  y  auf  Grund  irgend  einer  zwischen  x,  y  und  a  be- 
stehenden Relation  die  neuen  Veränderlichen  x,  a  oder  vielmehr  auf  Grund 
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zweier  verschiedenen  zwischen  x,  y,  «,  ß  bestehende»  Relationen  die  neuen 
unabhängigen  Veränderlichen  a,  ß  einzuführen,  werden  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  zur  Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen  der  Function  u  die  ge- 
wöhnlichen Bezeichnungen 

anwenden. 

Es  ist  kaum  uöthig  hinzuzufügen,  dass  man  bei  diesen  verschiedenen 
auf  die  unabhängigen  Veränderlichen  bezüglichen  Annahmen  partielle  Ab- 
leitungen wie 

,-.        ,   8'u       b*u(0         ,  3'  +  Am 
Jt^''  und  z— ,     -ir-j7-   ^iid    -   .^  ..,  u.  s.  w. 

nicht  als  gleich  betrachten  darf. 

3.  Wenden  wir  die  vorher  erwähnte  Festsetzung  an  und  bezeichnen 
wir  mit  z  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  und 
mit  F  einen  Ausdruck,  der  in  bekamiter  Weise  aus  den  unter  diesem 
Zeichen  auftretenden  Grössen  zusammengesetzt  ist,  so  können  wir  die  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  unter  der  allgemeinen  Form 

F{x,  y,  z,  z\  z„  z",  z',,  z„)  =  0 (1). 

darstellen,  und  ebenso  wird  die  allgemeine  Gleichung  m^^  Ordnung  dar- 
gestellt sein  durch 

F{x,  y,  z,  z\  z„  z'\  z'„  z,„  .  .  .,  z^"'\  z("'-^\  .  .  .,  <„_i,  z,„)  =  (J     (2). 

Um  möglichst  allgemeine  und  von  der  Ordnung  der  Gleichung  unab- 
hängige Resultate  zu  erhalten,  wollen  wir  die  charakteristischen  Eigen- 
schaften der  Integi-ale  der  Gleichung  m*®"^  Ordnung  (2)  untersuchen. 

Die  Gleichung  (2)  kann  als  eine  zur  Bestimmung  der  unbekannten 
Function  z  gegebene  Bedingung  betrachtet  werden;  und  da  wir  ausser 
dieser  Bedingung  keine  andere  Bedingung  weiter  kennen,  so  wird  die 
Function  z  durch  diese  Bedingung  auf  die  allgemeinste  Weise  bestimmt 
sein,  wenn  sie  dieser  Bedingung  und  allen  unmittelbar  daraus  ableitbaren 
Folgerungen  genügt.  Solcher  Folgerungen  der  Gleichung  (2)  giebt  es 
unendlich  viele;  dieselben  werden  erhalten,  wenn  man  diese  Gleichung  be- 
liebig oft  nach  x  und  y  differentiirt.  Die  Veränderliche  z  soll  ferner  be- 
stimmt werden  als  Function  von  x  und  y;  demnach  wird  sich  die  gesuchte 
Lösung  darstellen  müssen  unter  der  Form  einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  z, 
oder  unter  der  Form  eines  Systems  von  Gleichungen  zwischen  diesen  Grössen 
und  anderen  Veränderlichen,  Gleichungen,  die  sich  schliesslich  reduciren 
auf  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x,  y,  z.  Auf  Grund  dieser  Betrachtungen 
kann  man  die  Lösung  oder  das  allgemeinste  Integral  der  Gleichung  (2) 
folgendermassen  definiren. 
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4.  Man  nennt  allgemeines  Integral  einer  partiellen  Diflerential- 
gleichung  m*®"-'  Ordnung  eine  Gleichung  oder  ein  System  von  Gleichuuge]i 
zwischen  den  Veränderlichen  des  Problems  x,  y,  s  von  folgender  Eigenschaft: 
Nimmt  man  einerseits  die  Integralgleichungen  und  alle  ihre  Ableitungen  nach 
X  und  //  bis  zur  ri^^^  Ordnung  einschliesslich,  wo  n  eine  willkürliche  Zahl 
nicht  kleiner  als  m  ist,  und  nimmt  man  andrerseits  die  gegebene  Gleichung 
(2)  und  alle  ihre  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zur  {n  —  w)-*®'*  Ordnung 
einschliesslich,  so  muss  das  erste  System  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y/, 
der  Function  z  dieser  Veränderlichen  und  den  Ableitungen  dieser  Fimction 
bis  zur  w*^^  Ordnung  dieselben  Relationen  imd  nur  diese  ergeben,  wie  die, 
welche  durch  das  zweite  Gleichungssystem  ausgedrückt  werden. 

Wenn  das  erste  Gleichungssystem  die  eben  erwähnten  Bedingungen 
erfüllt,  aber  ausserdem  noch  zwischen  den  Veränderlichen  x^y^z  und  den 
Ableitungen  von  z  Beziehungen  giebt,  die  nicht  in  dem  zweiten  Gleichungs- 
system enthalten  sind,  so  ist  das  Integral  entweder  particulär  oder 
Singular.  Ein  particuläres  Integral  folgt  als  besonderer  Fall  aus  dem  all- 
gemeinen Integral  und  aus  ihm  kann  man  durch  eine  passende  Verall- 
gemeinerung das  allgemeine  Integral  ableiten.  Ein  singuläres  Integral  besitzt 
diese  Eigenschaften  nicht. 

Von  den  in  Rede  stehenden  Integralen  ist  angenommen  worden,  dass  sie 
die  Ableitungen  der  Function  z  nicht  enthalten:  man  kann  sie  demgemäss 
primitive  Integrale  nennen.  Kommen  in  einem  Integrale  Ableitungen 
von  z  vor,  so  kann  man  mittels  der  vorstehenden,  nur  passend  abgeänderten 
Regel  immer  erkennen,  ob  dasselbe  allgemein  ist.  Mag  das  Integral  solcher 
Art  allgemein  sein  oder  nicht,  so  kann  man  es  in  allen  Fällen  ein  Zwischen - 
integral  nennen,  da  es  als  eine  Differentialgleichung  betrachtet  werden  kann, 
durch  deren  Integration  man  das  primitive  Integral  erhalten  kann. 

,sv  2. 

5.  Wir  wollen  die  oben  gegebenen  Definitionen  und  die  Eigenschaften 
der  partiellen  Differentialgleichungen  durch  einfache  Beispiele  erläutern. 
Es  sei  die  Gleichung  zweiter  Ordnung 

■  z„  —  mz"  =  0 (3), 

wo  m  eine  gegebene  Constante  ist.      Ihr    allgemeines    Integral    kann    dar- 
gestellt werden  durch  das  System  der  Gleichungen 

s  =  (p{a)  -^  ip  (ß),     a  ^^  X  -{-  y'\/m,     ß  =  x  —  y  im        (4), 
oder,  indem  mau  a  und  ß  eliminirt,  durch  die  einzige  Gleichung: 

s  =  (p{x  -\-  y\m)  +  y)(x  —  yfm)        ....     (5), 
wo   (f   und  "«/'  vollkommen  willkürliche  Functionen  bezeichnen. 
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In  der  That  genügt  der  vorstehende  Wertli  von  z  der  gegebenen  Glei- 
chung und  allen  (ileichangen  von  der  Form: 

4!i,.   —  wJz^;  +  -'>  =0 (6), 

welche  man  erhält,  indem  man  die  gegebene  Gleichung  /"-mal  nach  x  und 
/.-mal  nach  y  diiferentiirt.  Und  da  die  Gleichung  (5)  keine  anderen  i{e- 
lationen  zwischen  den  Ableitungen  von  z  liefei't  als  die,  welche  durch  die 
Gleichungen  (6)  dargestellt  werden,  so  folgt  daraus,  dass  sie  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung  (3)  dai-stellt. 

6.  Nimmt  man  jetzt  diesen  andern  Ausdruck 

z  ==  a  -\-  bx  -f-  ry  -\-  hx"-  -\-  (jxy  +  mlnß     .     .     .     (7), 

wo  a,  6,  c,  h.  y  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  so  überzeugt  mau  sich 
leicht,  dass  er  ebenfalls  der  gegebenen  Gleichung  (3)  und  allen  ihren  Folge- 
rungen (6)  genügt;  aber  ausserdem  giebt  der  Ausdruck  (7)  noch  andere 
Relationen  zwischen  den  Ableitungen  von  z;  es  sind  nämlich  alle  diese  Ab- 
leitiangen  von  der  dritten  Ordnung  an  einander  gleich,  da  sie  sich  auf  Null 
reducireu.  Mithin  stellt  die  Gleichung  (7)  nur  ein  particuläres  Integral 
der  Gleichimg  (3 )  dar.  Dieses  particuläre  Integral  ist  dadurch  bemerkens- 
werth,  dass  es  genau  ebenso  viele  willküi-liche  Constanten  enthält,  als  es 
Ableitungen  von  z  von  der  ersten  Ordnung  bis  zur  Ordnung  der  gegebenen 
Gleichung  giebt,  d.  h.  fünf.  Wenn  man  daher  die  Integralgleichung  und 
alle  ihre  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung  einschliesslich  nimmt,  so 
erhält  man  genau  so  viele  Gleichungen,  als  man  braucht,  um  alle  Constanten 
zu  eliminiren.  Wegen  dieser  Eigenschaft  ist  ein  solches  particuläres  Integral 
von  Lagrange  ein  vollständiges  Integral  genannt  worden.  Es 
leuchtet  ein,  dass  das  vollständige  Integral  einer  Gleichung  m*®^'  Ordnung 
-i-(m-|-l)  (w»  4"  2)  —  1   willkürliche  Constanten  enthalten  muss. 

7,  Ein  particuläres  Integral  muss,  wie  sein  Name  anzeigt,  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  als  besonderer  Fall  abgeleitet  werden  können.  Um 
dies  bei  dem  vorstehenden  Beispiele  zu  bestätigen,  führen  wir  in  die  Glei- 
chung (7)  mit  Hülfe  der  beiden  letzten  Gleichungen  des  Systems  (4)  «  und  ß 
an  Stelle  von  x  und  y  ein.     Es  kommt 

und  diese  Gleichung  folgt  aus  der  Gleichung  (5),  wenn  man  den  willkür- 
lichen Functionen  die  besonderen  Werthe  giebt: 

Mansion^  Part.  Differeutialgleichungen.  21 
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8.'  Aber  die  reciproke  Beziehung  zwischen  den  Integralen  (4)  und  (7), 
vermöge  deren  man  aus  dem  vollständig  genannten  particulären  Integrale 
durch  eine  passende  Verallgemeinerung  das  allgemeine  Integral  ableiten 
kann,  ist  noch  viel  wichtiger.  Lagrange i)  hat  diese  Transformation  auf 
die  Variation  der  willkürlichen  Constanten  gegründet.  Seine  Methode  kann 
in  folgender  Weise  unter  einer  allgemeinen  Form  dargestellt  werden. 

Es  sei 

F  =  0 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  (1),  wo  V  die  Vei-änderlichen 
X,  y,  z  und  fünf  willkürliche  Constanten  a,  b,  c,  g,  h  enthalte.  Hieraus 
mögen  die  Gleichungen  folgen: 

^'  =  P,  z,  =  q. 

Sodann  nehmen  wir  an,  um  zum  allgemeinen  Integral  zu  gelangen, 
dass  a,  h,  c,  g,  h  Functionen  von  x,  y,  z  darstellen,  welche  so  bestimmt 
werden  sollen,  dass  die  totalen  Differentiale  der  Ausdrücke  F,  P,  Q  genau 
dieselbe  Form  behalten,  welche  sie  hätten,  wenn  a,  b,  c,  g,  h  constante 
Grössen  darstellen  würden.  Dazu  braucht  man  nur  die  Differentiale  von 
P'  Qi  F  genommen,  indem  man  a,  b,  c,  g,  h  sich  ändern  lässt,  gleich 
Null  zu  setzen,  was  drei  lineare  und  in  Bezug  auf  da,  db,  de,  dg,  dh 
homogene  Gleichungen  liefert.  Zwischen  diesen  Gleichungen  eliminiren  wir 
irgend  zwei  der  fünf  Differentiale  und  setzen  in  dem  Resultat  der  Elimi- 
nation die  Coefficienten  der  drei  übrig  bleibenden  Differentiale  gleich  Null; 
dadurch  erhalten  wir  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  fünf  Grössen 
a,  b,  c,  g,  h.  Demnach  bleiben  zwei  der  betrachteten  fünf  Grössen  üübe- 
stimmt  und  diese  können  dargestellt  werden  als  willkürliche  Functionen 
der  drei  andern;  jedenfalls  müssen  wir  so  verfahren,  dass  schliesslich  die 
Werthe  der  fünf  Grössen  a,  b,  c,  g,  h  sämmtlich  ausgedrückt  sind  als 
Functionen  von  x,  y,  z.  Man  hat  sodann  nur  die  gefundenen  Ausdrücke 
mit  der  Gleichung  F  =  0  zU  combiniren,  um  das  allgemeine  Integral  zu 
erhalten. 

9.  Um  diese  Methode  auf  das  betrachtete  Beispiel  anzuwenden,  be- 
merken wir,  dass  man  hat: 

F  =  —  z  -{-  a  -\-  bx  -\-  cy  -\-  hx-  -\-  gxy  -f-  ^wAj/^, 
z'  ^  F=  b  -f-  2hx  -f-  [fy, 
^^  =  Q  ==  c  -\-  gx  -{-  2mhy. 

Setzt  man  sodann  die  Differentiale   von    V,  P,   Q  bezüglich    der  Variation 


^)  Sur  les  integrales  particülieres   des   equations   differentielles.     Nouveaux 
Memoires  de  TAcademie  de  Berlin,  1774,  p.  266.  —  Oeuvres,  tome  IV,  p.  98. 
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von  a,  b,  c,  y,  h  gleich  Xnll,  so  findet  mnn  znr  Bestimnuing  dieser  letzteren 
Grössen  die  drei  Gleichungen: 

da  -f-  xdh  -\-  ydc  -j-  x-dh  -f-  jydy  -\-  my'hlli  =  0, 

dh  +  2xdh  +  yd(j  =  0, 
de  -f-  xdy  -f-  Invydh  =  0. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  können  durch  zwei  andere  ei-setzt  werden, 
die  ihnen  äquivalent  sind.  Dazu  nuiltipliciren  wir  die  erste  mit  einem 
unbestimmten  Factor  ß  und  addiren  sie  zur  zweiten;  so  kommt: 

Ijuib  +  de  +  x{2fxdh  +  dy)  +  ,ay  (2  ^  dh  +  dy\  =  0. 

Man  kann  ß  derart  bestimmen,  dass   man  hat:  jLi  =       ,  woraus  man 

die  beiden  Werthe  ^  =  +  \m  erhält.  Hiemach  kann  man  an  Stelle  der 
beiden  letzten  Gleichungen  des  vorstehenden  Systems  die  folgenden  beiden 
nehmen : 

de  +  \mdb  +  (ic  +  \my)  [dg  +  2Ymdh)  =  0, 

de  —  Smdh  -\-  (x  —  imy)  [dy  —  2\'mdh)  =  0. 

In   der   ersten   dieser  Gleichungen   kommen   nur   die   Diäerentiale   der 
Veränderlichen 

c  +  imb,     y  +  2Ymh, 
in  der  zweiten  nur  die  der  Veränderlichen 

c  —  Vmb,     y  —  2\m7i 

vor,  und  es  liegt  nichts  im  Wege,  die  erste  dieser  Veränderlichen  einer 
willkürlichen  Function  der  zweiten  und  die  dritte  einer  willkürlichen 
Function  der  vierten  gleich  zu  setzen.  Bezeichnet  man  also  mit  co  und  71 
willkürliche  Functionen  und  mit  oj',  tt'  ihre  Ableitungen  nach  ihren 
respectiven  Argumenten,  so  hat  man: 

c  -\-\mb  =  CO  (y  +  2\mh),     c  —  Vw6  =  Jt(y  —  2\mh), 
und  hieraus: 

de  +  }/mdb  =  oj'{y  +  2^mh)  (dy  +  2^1  mdh), 

de  —  \nidb  =  7t'{y  —  2\mh)  {dg  —  2\mdh). 

21* 
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Somit  nehmen  die  vorstehenden  Gleichungen  die  Form  an: 

M'{g  +  2VwÄ)  -^  {x  -{-imij)  =  0, 
7i'{(i  —  2im Ji)  -j-  (x  —  \fmy)  ==  0. 

Da  (i}\  n'  willkürliche    Functionen    sind,    so    hat  mau,    wenn    man  durch 
ß,  üzvi&i.  andere  willkürliche  Functionen  bezeichnet,  nach  diesen  Gleichungen: 

g  -\-  '2\mh  ^  Q(x  -\-  Vm«/), 
ff  —  2\mh  =  n(x  —  rtny), 

oder,  wenn  man  x  +   Vm?/  =  a,  x  —  \')ny  =  ß  setzt: 

g  +  2Vm  7j  =  Ü  (a), 
g  —  2Vm  A  =  n{ß), 

und   zu  gleicher  Zeit   nehmen   die   vorstehenden  Differentialgleichungen   die 
Form  an: 

de  +  \'mdb  =  —  adÜ{a), 
de  —  \'mdb  =  —  ßdn{ß). 

Mittels  der  vier  letzten  Gleichungen  findet  man  die  folgenden  Werthe 
von  vier  der  gesuchten  Grössen: 

g=       I  (ß  («)  +  n{ß)\  h  =        -^.  (Q  (a)  -  niß)), 

e  =  -  A  i^adQieD  +  \ßdll{ß).     h  =  --^{jadQia)-jßdn{ß)). 

Indem  man  diese  Werthe  und  die  Ausdrücke 

a  +  ß  a—ß 

-^  2\vi 

in  die  erste  der  Bedingungsgleichungen  substituirt.  erhält  man  nach  allen 
Reductionen : 

da  =  ^  {a\lQ{ä)  —  ß'dll(ß)), 
4:\m 

und  indem  man  integrirt,   findet  man  als  Werth  der  letzten  Unbekannten: 

4]  m 
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10.  has  Ensemble  der  Gleichung  (7)  und  derjenigen,  welche  die  Werthe 
von  a,  h,  r,  g,  li,  X,  y  darstfllpu.  bildet  bereits  das  allgemeine  Integral. 
Will  man  dieses  aber  durch  eine  einzige  Gleichung  darstellen,  so  muss 
man  in  die  Gleichung  (7)  die  Werthe  von  a.  U,  r,  (j,  h,  ./•.  y  substituiren. 
Man  tindet  so  nach  einigen   Reductionen: 

^=J_{Ja-.,/i^(a)-2aJa,/0(«)+a-'Ma)}-    I    {iß^<lll{ß)-2ßißdn{ß)+ßmß)}. 

Dieser  Ausdruck    von  z  vereinfacht   sich    aber   noch    mittels    der  partiellen 
Integration  und  nimmt  die  Form  an: 


=   -^  {jdajQ(a)da  -  \dß\n{ß)dß]. 


Endlich  kann  man,    wenn  man  will,  indem  man  von  der  Bemerkung, 
dass  die  Functionen  Q,   H  willkürlich  sind,  Nutzen  zieht, 

ö(a)  =  2V  »  ^,  n(ß)  =  -  2V»  i» 

setzen,  wo  (fj  und  xp  willkürliche  Functionen  bezeichnen.     Dadurch  nimmt 
das  allgemeine  Integral  die  Form  an: 

z  =  (p(a)  -\-  ipiß),     a  =  X  -\-  Ymy ,     ß  =  x  —  imy, 

unter  welcher  es  oben  gegeben  worden  war. 

11.  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanteu  hat  für 
die  von  uns  betrachtete  Klasse  von  Gleichungen  nicht  geringere  Wichtig- 
keit, wie  für  die  andern  Fälle,  in  denen  sie  dazu  gedient  hat,  allgemeine 
Integi*ationsweisen  zu  finden.  Ihr  Erfinder  Lagrange  jedoch,  der  nicht  die 
bequemste  Form  für  die  Anwendung  dieser  Methode  in  dem  beti-achteten 
Falle  entdeckt  hatte,  hat  sie  nicht  nach  ihrem  richtigen  Werthe  geschätzt.^) 
Eine  weit  glücklichere  Anwendung  von  dieser  Methode  hat  Ampfere  ge- 
macht, wie  wir  am  Schlüsse  der  gegenwärtigen  Abhandlung  zeigen  werden, 
wo  wir  eine  noch  grössere  Verallgemeinerung  dieser  Methoden  aufstellen 
und  Formeln  geben  werden,  denen  zufolge  die  Methode  der  Variation  der 
willkürlichen  Constanten  sich  als  das  allgemeinste  der  Hülfsmittel  zur 
Integration  der  betrachteten  Klasse  von  Gleichungen  ausweisen  wird. 


M  „Übrigens  .sieht  man  an  diesem  Beispiel,  welches  noch  eins  der  einfachsten 
ist,  dass  die  in  Rede  stehende  Methode,  wenn  auch  direkt  und  allgemein,  doch 
mehr  merkwürdig  als  nützlich  ist,  wegen  der  Schwierigkeiten,  die  bei  der  Inte- 
gration der  Bedingungsgleichungen  eintreten  können."  (Lagrange,  a.  a.  0. 
p.  269.  —  Oeu\Tes,  tome  IV,  p.  101). 
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12.  Untersuclien  wir  jetzt,  wie  die  Methode  von  Lagi'ange  auf  die 
Zwißchenintegrale  der  partiellen  Differentialgleichungen  Anwendung  findet. 
Es  möge  durch 

F  =  0 

ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  m^^^'  Ordnung 

F  =  0 

dargestellt  werden.  Enthält  dasselbe  Ableitungen  von  ^^  von  der  Ordnung 
Je  <C  m,  so  nennen  wir  es  ein  Zwischenintegral  von  der  Ordnung  ]c.  Die 
Gleichung  F  =  0  mit  allen  ihren  Ableitungen  nach  x  und  y  bis  zur 
Ordnung  m  —  k  bildet  ein  System  von  Gleichungen,    deren  Anzahl  gleich 

^  (m  —  Je)  (m  —  k  -\-  1)   ist.      Wenn    daher    das   Integral    V  =  0   parti- 

culär  ist,  so  ist  die  grösste  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten,  welche 
es  enthalten  kann,  damit  man  durch  ihre  Elimination  aus  dem  in  Rede 
stehenden  System  die  gegebene  Gleichung  F  ==  0  erhalte,  gleich 

^  (m  —  k)  (w  —  k  -\-   1)  —   1. 

Unter    dieser  Bedingung    heisst    das   Zwischenintegral  vollständig. 

13.  Hiernach  können  die  Zwischenintegrale  einer  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  nur  von  der  ersten  Ordnung  sein,  und  ein 
vollständiges  Integral  TF  =  0  einer  derartigen  Gleichung  muss  zwei  will- 
kürliche Constanten,  etwa  a  und  6,  enthalten.  Um  von  diesem  vollständigen 
Integral  zum  allgemeinen  Integrale  erster  Ordnung  überzugehen,  müssen 
wir  a  und  h  als  Functionen  von  x,  y,  s,  z\  s,  betrachten,  die  derartig 
bestimmt  sind,  dass  das  vollständige  Differential  von  TF  auch  unter  dieser 
Annahme  noch  dieselbe  Form  behält,  wie  diejenige  war,  welche  es  hatte, 
als  a  und  h  Constanten  waren.  Setzen  wir  das  Differential  von  W,  ge- 
nommen mit  ßücksicht  auf  die  Variation  von  a  und  &,  gleich  Null,  so 
haben  wir  als  einzige  Bedingungsgleichung: 

eine  Gleichung,  welche  zur  Bestimmrmg  der  Functionen  a  und  h  dienen 
soll.  Da  in  ihr  nur  die  Differentiale  der  beiden  einzigen  Veränderlichen 
a  und  h  vorkommen,  so  kann  mau  für  die  zweite  dieser  Grössen  eine  will- 
kürliche Function  der  ersten  nehmen  und  h  =  q)  («)  setzen.  Mithin  nimmt 
die  vorstehende  Bedingungsgleichung  die  Form  an: 

(>W    ,     ^W     ,.  .  . 
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uud  (Jiese  stellt   iui   Vfrein  mit  den  Glelchuugen 

/,  =  (p{a),      W  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dar. 

So  ist  '/.  B.  das  vollständige  Integral  erster  Ordnung  der  Gleichung  (3): 

£,  +  Vmz'  =  (,-{-  h  {x  +  imy). 

Um  es  zu  verallgemeineni,  setzt  man: 

(hl  -{-  (x  -{-  ^my)dh  =  0,     h  =  (p{a), 
hieraus  folgt: 

1  +  (^  _|_  \my)(f\a)  =  0, 
oder: 

(p'{a)  = ^• 

X  -\-  \my 

Mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  x  +  Smy;  es  ist  aber  h  eine 
willkürliche  Function  von  a  uud  daher  ebenfalls  von  x  -\-  Vw  y.  Somit 
ist   auch   a   -\-   h  {x   -\-    nny)    gleich    einer    willkürlichen     Function     von 

X  -\-  ]/my.  Demnach  ist  das  allgemeine  Integral  erster  Ordnung  der 
Gleichung  (1): 

s,  -\-  Vm  z'  =  oj(x  -\-  l/m  y\ 

wo  OJ  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Mittels  dieses  Integrals  kann 
man  nun  leicht  das  primitive  allgemeine  Integral  erhalten. 

14.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Anwendung  der  Lagrange'scheu 
Methode  auf  die  vollständigen  Zwischenintegi'ale  der  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  durch  den  Umstand  beträchtlich  vereinfacht  wird,  dass  man  für 
die  Bestimmung  der  Functionen  a  und  h  nur  eine  einzige  Bedingungs- 
gleichung hat.  Es  könnte  hiernach  scheinen,  dass  es,  anstatt  diese  Methode 
unmittelbar  auf  das  primitive  vollständige  Integral  anzuwenden,  viel  leichter 
sein  würde,  aus  diesem  ein  vollständiges  Integral  erster  Ordnung  abzuleiten 
und  sodann  auf  dieses  letztere  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen 
Constanten  anzuwenden.  Indessen  bietet  sich  beim  Verfolg  dieses  Weges 
eine  Schwierigkeit  dar:  Das  primitive  vollständige  Integral  enthält  fünf 
willkürliche  Constanten  und  giebt  im  Verein  mit  ihren  beiden  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Ganzen  drei  Gleichungen,  aus  denen  es  im  Allgemeinen 
unmöglich  ist,  drei  Constanten  zu  eliminiren,  um  ein  vollständiges  Integral 
erster  Ordnung  zu   erhalten,   welches   nur   zwei  Constanten   enthalten   darf. 

Demnach  folgt  hieraus,    dass    ein    vollständiges    Integral    einer 
partiellen  Differentialgleichung  nicht  wie  ein  vollständiges  Integi'al 
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einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  als  nothwendige  algebraische 
Folge  die  Existenz  vollständiger  Zwischenintegrale  nach  sich 
zieht.  Ein  noch  bemerkenswertherer  Umstand  ist  der,  dass  es 
unter  den  partiellen  Differentialgleichungen  solche  giebt,  die 
überhaupt  keine  Zwischenintegrale  besitzen.  Um  diese  Bemerkung 
zu  bestätigen,  braucht  man  sie  nur  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  verificiren. 
15.    Die  gegebene  Gleichung  sei 

<  =  ^ (a)' 

Wir  nehmen  an,  dass  dieser  Gleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  ent- 
spricht, das  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  unter  der  Form 
darstellen  können: 

3'  =  f(x,  y,  z,  ^,). 

Hiernach    kann    die    gegebene   Gleichung   als   eine   algebraische  Folge 
dieser  letzten  Gleichung  und  ihrer  beiden  abgeleiteten  Gleichungen 

s"  ^  ^   -^  ^  z'  -{-   T^  z, (c) 

betrachtet  werden,  und  in  diesem  System  kann  man  daher  eine  oder  die 
andere  der  Gleichungen  (&),  (c)  durch  die  gegebene  Gleichung  ersetzen. 
Wenn  man  aber  aus  den  Gleichungen  (&),  (c)  die  Werthe  von  zweien  der 
Grössen  ^",  z\,  z„  ableitete  und  von  Neuem  diese  Werthe  in  diese  selben 
Gleichungen  substituirte,  so  würde  man  offenbar  Identitäten  erhalten.  Mithin 
wird  man  auf  vollständig  gleiche  Weise  als  Resultat  der  Substitution  dieser 
Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  eine  Identität  erhalten. 

Setzt  man  in   die   gegebene    Gleichung   für  z\   seinen  Werth   aus   der 
Gleichung  (&),  so  folgt: 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  muss  diese  Gleichung  identisch  sein,  sobald 
die  gegebene  Gleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  zulässt.  In  der  voraus- 
gesetzten Identität  kann  sich  das  Glied  mit  z„  mit  keinem  andern  auf- 
heben; mithin  hat  man: 

^=   0 

d.  h.  /'  enthält  s,  nicht.     In   diesem  Falle   giebt   es  zu   dem  Gliede  mit  z, 
kein  anderes  ihm  analoges;   mau  muss  daher  haben: 
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Mithin    kann  /'  nur  x  und  //  enthalten.     Alsdann  aber  kann  die  (Heichheit 

zwischen    .      und  z',   auf  weicht«  sich   schliesslich  die  Bedingungsgleichuug 

(d)  reducirt,  nicht   bestehen.     Folglich  kann  die  betrachtete  Gleichung  kein 
Integral  erster  Ordnung  besitzen,  i) 

16.  Die  voi*stehende  Schlussreihe  besitzt,  obwohl  an  eint-ni  besonderen 
Beispiel  entwickelt,  nichtsdestoweniger  eine  hinreichende  Allgemeinheit. 
Durch  Anwendung  auf  bestimmte  Fälle,  wie  wir  es  soeben  gethau  haben, 
überzeugt  man  sich  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  Zwischen- 
integrals. In  andern  Fällen  wird  man  zu  mehreren  simultanen  einander 
nicht  widersprechenden  Gleichungen  für  die  partiellen  Ableitungen  der 
Function  /'  geführt.  Zuweilen  nämlich  führt  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf  diesem  Wege  auf  die  Integration 
eines  Systems  sinniltaner  partieller  Ditterentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Wir  beschränken  uns  indessen  hier  auf  diese  Angabe,  da  wir  beabsichtigen, 
jetzt  auf  die  Darlegung  der  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  allgemeinen 
Integrale  einzugehen,  auf  welche  sich  andere  allgemeinere  Methoden  für  die 
Integration  der  betrachteten  Klasse  von  Gleichungen  gründen. 


§  .5. 

17.  Die  Fundamentaleigenschaften  des  allgemeinen  Integrals  einer 
partiellen  Differentialgleichung  ergeben  sich  aus  seiner  oben  (§  1)  gegebenen 
Definition.  Wir  sahen,  dass  das  allgemeine  Integral  dargestellt  werden 
kann  durch  ein  System  von  mehreren  Gleichungen,  die  schliesslich  auf  eine 
einzige  Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  z  des  Problems  führen. 
Es  sei  also 

7=0 

eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  und  gewissen  willkürlichen  Grössen,  deren 
Anzahl  und  Natur  noch  unbekannt  ist,  welche  das  allgemeine  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  m^^'^  ()rdnung  (2)  darstellt.  Wir  nehmen 
uns  vor,  den  hauptsächlichen  Charakter  und  die  Anzahl  dieser  willkürlichen 
Grössen  zu  bestimmen  und  die  verschiedenen  Umstände  zu  untersuchen, 
welche  bei  dem  Übergänge  vom  allgemeinen  Integral  zur  entsprechenden 
Differentialgleichung  auftreten  können. 

18.  Bezeichnet  man  mit  n  eine  Zahl,  die  nicht  kleiner  ist  als  m,  und 
verbindet  man  mit  der  allgemeinen  Integralgleichung  alle  ihre  Ableitungen 
nach  X  und  y  bis  zur  n^^"^  Ordnung  einschliesslich,  so  bildet  man  ein  System 


^)  Raabe,  Differential-  und  Integralrechnung.     Bd.  III,  §  704. 
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von  Gleichungen,   welches   man   nach  dem   von  uns  angenommenen  System 
von  Bezeichnungen  folgendermassen  darstellen  kann: 

7=0, 

r  =  0,    F,  =  0, 

v"  =  0,    f;  =  0,    r„  =  o,  .    ^^^^ 


F<") 


0,   F("-i)=  0, ,    v;,_,  =  0,    F„  =  (» 


Ebenso  bildet  man  aus  der  Gleichung  (2)  und  allen  ihren  Ableitungen 
bis  zur  Ordnung  n  —  m  das  Svstem  von  Gleichunsfen: 

F  =  0, 

F'  =  0,      F,  =  0, 
F"  =  0,     F;  =  0,     F„  =  0,  \     (ß). 


mn-m)  =0      7^  {n—m-l)  __  Q  i"  .  =  Q      F  0 


Die  Gleichungen  [Ä)  dürfen  nach  der  Definition  des  allgemeinen  Inte- 
grals zwischen 

keine  andern  Eelationen  liefern  wie  die,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 
(B)  ergeben.    Im  System  (Ä)  hat  man  aber  -^  {n  -\-  1)  («  -\-  2)  Gleichungen, 

während    das    System   (B)    nur  -^  (n  —  m  -\-   1)  (n  —  m  -)-  2)  enthält. 

Mithin  kann  oder  muss  vielmehr  das  erste  dieser  beiden  Systeme  willkür- 
liche Grössen  enthalten,  welche  in  dem  zweiten  nicht  auftreten  und  deren 
Anzahl  nicht  kleiner  sein  darf  als  die  Differenz  der  beiden  Zahlen 

-^  (?^  -}-  1)  (w  4-  2)  und  -^  (n  —  m  -\-  1)  {n  —  m^  -j-  2),  d.  h.  als 


{n  +  1) 


m 


m(m  —  1) 


(C). 


Nur  in  diesem  Falle  ist  es  möglich,  durch  Elimination  der  willkürlichen 
Grössen  die  Systeme  [Ä)  und  (B)  vollkommen  identisch  zu  machen.  Be- 
trachtet man  die  Zahl  (C),  welche  die  rmtere  Grenze  für  die  Anzahl  der  will- 
kürlichen Grössen  in  den  Gleichungen  (Ä)  angiebt,  so  bemerkt  man,  dass 
dieselbe  nicht  constant  ist,  sondern  vielmehr  zugleich  mit  n  wächst.  Mithin 
sind  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Natur  der  willkürlichen  Grössen,  welche  in 
dem  allgemeinen  Integral  auftreten,  berechtigt,  folgenden  Schluss  zu  ziehen: 
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Eitt  endlicbefc  Integral  eiuer  partiellen  Differeutialgleichuuo: 
luuäs,  um  Hllgemeiu  zu  sein,  willkürliche  Grössen  euthalten,  deren 
Anzahl  mit  der  wiederholten  Differentiation  des  Integrals 
wächst. 

19.  L>ie  lua thematische  Analysis  liefert  nur  zwei  Formen  von  Aus- 
drücken  willkürlicher  Ci rossen,   welche  der  vorstehenden  Bedingung  genügeji. 

Zur  ersten  Form  gehören  die  willkürlichen  Functionen  von  Argumenten, 
die  ausgedrückt  sind  durch  bestimmte  Functionen  der  Hauptveränder- 
lichen, nach  denen  die  Diflerentiation  geschieht.  So  haben  wir  z.  B.  für 
die  Gleichung 

z„  —  mz"  =  0 

das  allgemeine  Integral  gehabt: 

z  =  (p{a)  -\-  ipiß),   a  =  X  -\-  \nti/,   ß  =  x  —  }lmy, 

wo  q)  und  y^  willkürliche  Functionen  der  respectiven  Argumente  a  und  ß 
sind,  die  ihrerseits  wieder  als  explicite  Functionen  von  x  und  y  gegeben  sind. 
Die  Argumente  aber,  welche  unter  den  willkürlichen  Functionszeichen 
im  allgemeinen  Integrale  auftreten,  drücken  sich  zuweilen  auch  durch 
implicite  Functionen  der  Hauptveränderlicheu  aus  und  zwar  so,  dass  diese 
Ausdrücke  sich  gleichzeitig  mit  der  Form  der  willküi'lichen  Functionen 
ändern.     Ein  Beispiel  findet  man  in  der  Gleichung 

/z^'    «.'/»    '\'2    c-2v"f 

V.*  *  <n)       -/•*    -«/r) 

deren  Integral  ist: 

z  =  Y^ — ^^^-^  —  ila^(p(a)da  +  ip{ß), 

^  =  '4+^1' 

^  =  1  +  at  +  <fi{a), 

wie  man  sich  durch  Verification  überzeugen  kann.  Es  kommen  in  diesem 
Ausdruck  zwei  willkürliche  Functionen  fp  und  if>  vor,  deren  respective 
Argumente  a  und  ß  gegeben  sind  unter  der  Form  impliciter  Functionen 
von  X  und  y.  die  durch  die  beiden  letzten  Gleichungen  des  Integrales  be- 
stimmt werden  und  zwar  so,  dass  ihre  Ausdrücke  sich  ändern  mit  der  Form 
der  Function  (p. 

20.  Es  giebt  noch  eine  andere  mögliche  Form  für  die  analytischen 
Ausdrücke  der  willkürlichen  Grössen  des  allgemeinen  Integrals,  welche 
ebenfalls  der  oben  ausgesprochenen  Bedingung  genügt.  Um  uns  eine 
Vorstellung  von  dieser  Form  zu  machen,  denken  wir  uns  das  —  bestimmte 
oder  unbestimmte  —  Integral  eines  eine  willkürliche  Function  enthaltenden 
Ausdrucks  corabinirt  mit  gewissen  veränderlichen  Grössen,  von  denen  eine 
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einzige  —  diejenige,  mit  deren  Differential  dieser  Ausdruck  multiplicirt 
ist  —  als  veräuderlicli  betrachtet  wird,  während  die  andern  bei  dieser 
Operation  als  constant  angenommen  werden.  Die  Ausführung  einer  solchen 
Integration  kann  nach  Ampfere  in  Analogie  zur  partiellen  Differentiation 
eine  partielle  Integration  genannt  werden  und  ihr  Kesultat  wird  als  partielles 
Integral  oder  partielle  Quadratur  bezeichnet. 

Da  bei  einem  partiellen  Integral  alle  Grössen  mit  Ausnahme  der 
Inteo-rationsvariablen  als  constant  betrachtet  werden,  so  erhält  man  durch 
Differentiation  nach  diesen  Constanten  andere  partielle,  im  Allgemeinen  von 
dem  ersten  verschiedene  Integrale,  welche  somit,  da  sie  sich  in  den  Glei- 
chungen (Ä)  vorfinden,   einzeln  für  sich  eliminirt  werden   müssen. 

Um  besser  verständlich  zu  machen,  welches  die  Ausdrücke  von  dieser 
Form  sind,  nehmen  wir  besondere  Beispiele.  Das  allgemeine  Integi^al  der 
Gleichung 


^, 


kann  dargestellt  werden  unter  der  Foi'm: 


'  =  q){x  -\-  2uy 9/)  e~ " du. 


Hierin  kommt  das  bestimmte  partielle  Integi-al  eines  Ausdrucks  vor,  in 
welchem  qj  eine  willkürliche  Function  und  u  die  Integrationsvariable  be- 
zeichnet, während  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  der  gegebenen 
Gleichung  in  diesem  Integral  als  willkürliche  Parameter  figuriren. 

Die  Gleichung 

4 
^    —  -^/f  i" 


x-^y 


hat  zum  allgemeinen  Integral: 

Z    =    26        a 


"—  cp{a  —  2x)  dx  -\-  ip  (a) 


«  =  «  +  2/, 


wo  e  die  Basis  der  Napi  ersehen  Logarithmen,  (p  und  xp  willkürliche 
Functionsbezeichungen ,  x  die  Integrationsvariable  in  dem  partiellen  unbe- 
stimmten Integral  und  die  Grösse  a  ===  x  -\~  y  während  der  Integration 
als  ein  constanter   Parameter  zu  betrachten  ist. 

21.  Die  allgemeinen  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichungen, 
welche  willkürliche  Functionen  enthalten,  in  deren  Ausdruck  aber  keine 
partiellen  Integrale  auftreten,  bilden  eine  verhältnissmässig  einfachere  Klasse, 
welche  besser  bestimmte  charakteristische  Züge  darbietet.  Ihre  relative 
Einfachheit  besteht  darin,  dass,  wenn  man  sie  nach  den  anderen  Veränder- 
lichen, welche  nicht  die  Argumente  a,  ß,  .  .  der  willkürlichen  Functionen 
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sind,  dittV-rentürt,  sie  keiue  andern  willkürlii,'lien  Grössen  liefern,  als  die- 
jenigen, welche  bereits  in  den  Gleichungen  des  allgemeinen  Integrals  ent- 
halten sind,  was.  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  nicht  stattfinden  kann  bei 
den  partiellen  Integralen.  Ihr  constanter  charakteristischer  Zug  bestecht, 
wie  wir  weiter  unten  beweisen  werden,  darin,  dass  die  Anzahl  der  unalt- 
hilugigen  willkürlichen  Functionen,  die  Sie  enthalten,  stets  gleich  der 
Ordnung  der  DiÖerentialgleichungen  ist,  zu  denen  diese  Integrale  gehören. 
Ampere  hat  aus  diesen  Integralen  eine  besondere  Klasse  gebildet, 
die  er  die  erste  Klasse  nennt.  Diese  Bezeichnung  ist  vielleicht  nicht  sehr 
zweckmilssig.  da  sie  glauben  machen  könnte,  dass  nach  der  ersten  Klasse 
eine  zweite  kommen  müs.ste.  während  die  Classification  nicht  weiter  geht. 
Es  dürfte  daher  besser  sein,  für  diese  Integrale  die  Bezeichnung  „all- 
gemeine Integrale  ohne  partielle  Quadraturen"  zu  adoptiren. 

22.  Wir  werden  den  allgemeinen  Tjqius  eines  Integrals  dieser  Klasse, 
welches  einer  Differentialgleichung  der  m*®"  Ordnung  entspricht,  darstellen 
unter  der  Form  eines  Systems  von  Gleichungen,  deren  Anzahl  /.•  -|-  1  vor- 
lUufig  unbestimmt  ist  und  die  enthalten: 

1)  ausser  den  Hauptveränderlichen  x,  ?/,  z  die  Je  veränderlichen  Grössen 

a.  ß,  y,  .  .  .; 

2)  eine  vorläufig  unbestimmte  Anzahl  von  willkürlichen  von  einander 
iinabhängigen  Functionen 

(p(a).     ipiß),     co(;^),...: 

3)  die  Ableitungen  dieser  Functionen   bis    zu  bestimmten  Ordnungen 

cp'ia),    cp"{a),....;     ip'(ß),    y^"(ß).  .  .  .:     co'iy),    oj"(y)..... 

die  man  erhält  durch  Differentiation  nach  ihren  respectiven  Argu- 
menten a,  ß.  y.  ... 

4)  Grössen,  erhalten  durch  Integration  nach  a  von  irgend  welchen 
gegebenen  von  a,  (p(a),  cf'(a),  .  .  .  abhängenden  Ausdrücken,  oder 
durch  Integration  nach  ß  von  irgend  welchen  von  ß,  y>{ß),  y'iß)-  ■  •• 
abhängenden  Ausdrücken,  u.  s,  w. 


.^  4. 

23.  Ein  allgemeines  Integral  ohne  partielle  Quadraturen  von  dem 
soeben  beschriebenen  Typus  enthält  willkürliche  Grössen,  deren  Anzahl  mit 
derjenigen  der  Diff"erentiationen  der  Gleichungen  des  Integrals  wächst.  Unter- 
suchen wir  jetzt,  wie  willkürliche  Grössen,  die  nicht  in  den  Gleichungen 
des  Integrals  enthalten  sind,  nach  und  nach  in  den  Avisdrücken  der  partiellen 
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Ableitungen  der  Function  z  auftreten.  Dazu  wollen  wir  zunächst  zusehen, 
wie  man  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  die  Ausdiücke  aller  Ableitungen 
von  z  erhalten  kann. 

Difierentiii't  man  der  Reihe  nach  nach  x  und  y  die  li  -\-  \  Gleichungen 
des  Integrals,  so  erhält  man  2  (Z;  +1)  Gleichungen  erster  Ordnung,  aus 
denen  man  die  Ausdrücke  der  2  (^  +  1)  Ableitungen  erster  Ordnung 

z\  ^„  a',  «„  ß\  ß„  /,  ;/,,  .  .  . 
erhalten  kann. 

Geht  man  mittels  Differentiation  nach  x  und  j/  zu  den  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  über,  deren  Anzahl  3  {k  -\-  1)  ist,  und  substituirt  man 
darin  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  s',  s, ,  a*,  a, ,  ß',  ß,,  .  .  .,  so  kann 
man   daraus   die  Ausdrücke   der  o    (Je  -\-  1)  Ableitungen   zweiter  Ordnung 

ableiten.  Indem  man  so  fortfährt,  bis  man  zu  einer  beliebigen  Ordnung  n 
gelangt,  kann  man  nach  und  nach  Ausdrücke  aller  Ableitungen 

^1    „      .,11    „'     -  -,(«)  .. 

erhalten,  in  denen  die  in  dem  Integrale  enthaltenen  Grössen  und  ausserdem 
die  neuen  willkürlichen  Grössen  vorkommen,  die  man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  willkürlichen  Grössen  des  Integrals  nach  ihren  respectiven 
Argumenten. 

24.  Für  die  Erledigung  der  verschiedenen  Fragen,  welche  sich  auf 
das  Erscheinen  dieser  neuen  willkürlichen  Grössen  in  den  Ausdrücken  der 
Ableitungen  von  2  beziehen,  ändei'n  wir  zunächst  das  System  der  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Unter  der  Annahme,  dass  jedes  der  Argumente 
a,  )ß,  /,  .  .  .  der  willkürlichen  Functionen  zugleich  von  den  beiden  Ver- 
änderlichen ic,  y  abhängt,  führen  wir  als  neues  System  von  unabhängigen 
Veränderlichen  irgend  eines  dieser  Argumente,  z.  B.  a,  und  eine  der  alten 
unabhängigen  Veränderlichen,  z.  B.  x  ein. 

Angenommen,  es  sei 

a  =  fix,  y). 

Zufolge  dieser  Gleichung  wird  y  eine  Function  von  x  und  a  sein  und  alle 
veränderlichen  von  x  und  y  abhängenden  Grössen  können  jetzt  als  Functionen 
von  X  und  a  betrachtet  werden. 

Hierzu  fügen  wir  noch  eine  Bemerkung,  die  uns  bald  von  Nutzen 
sein  wird,  nämlich  die,  dass  die  Ableitungen  -^  und  -—  nicht  0  und  oo   zu 

VX  VCC 

ihren    Werthen    haben    können.      Denn    nimmt    man    in    der    vorstehenden 
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Gleichung  x  und   ft   /u   unabhängigen    Veränderlichen    und  difterentiirt  man 
diese  Gleichung  nach  x,  indem  man  «  als  constant  betrachtet,  so  hat  man: 

^  =  ::  +   /r.  ui    '^l«"^-         — 


r.7* 


öy  Öx'  ■    tu;  ö/"" 


Mithin    wird    '       gleich    0    oder    x,    wenn    man    respective  ,     =  0    oder 
üx-    ®  ox 

,'   =  0  hat:  keiner  dieser  beiden  Fälle  ist  aber  möglich,  da  f  den  Wei'th 

von  a  darstellt,  der  nach  Voraussetzung  von  x  und  y  abhängt. 

Ferner  ist  y  zufolge  der  Gleichung  a  =  f(x,  y)  offenbar  eine  Function 

von  ö:  mithin   kann   sich  .--  nicht   auf   Null    reduciren.     Difterentiirt   man 

0« 

diese  Gleichung  nach  a,  so  dass  x  als  constant  betrachtet  wird,  so  kommt: 


c)/-  ly 

also:   r^  = 

1 

c>f/   Pa' 

öa 

Mithin  wird  -^  =   ot  sein,  wenn  -   =  0  ist:  dieser  Fall  ist  jedoch  nicht 

0«  0// 

möglich,  da  die  Function  /",  welche  den  Werth  von  a  dai'stellt,  y  enthält. 

Man  betrachtet  also  in  den  1c  -{-  1  Gleichungen  des  Integrals  x  und  a 
als  die  unabhängigen  Veränderlichen,  während  die  andern  k  -f-  1  Veränder- 
lichen, nämlich  y,  Zy  ß^  y^  .  .  .  Functionen  von  x  und  (i  sind. 

In  Betreff"  der  Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen  nach  den  neuen 
Unabhängigen  Veränderlichen  x  und  a  ex-innere  man  sich  der  oben  ge- 
trofl'enen  Festsetzung  (j?   1,  Nr.  2). 

25.  Jetzt  können  wir  bezüglich  des  Aviftretens  willkürlicher  Grössen 
in  den  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  hergeleiteten  Ableitungen  von  z, 
welche  nicht  in  diesen  Gleichungen  vorkommen,  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  eine  neue  willkürliche  Grösse  (irgend  eine  willkürliche 
Function  von  «,  die  nicht  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vor- 
kommt) zum  ersten  Male  in  dem  Ausdrucke  der  partiellen  Ab- 
leitung z'^  von  der  Ordnung  n  =  /  -|-  /.;  auftritt,  so  muss  diese 
Grösse  nothwendig  auch  in  allen  partiellen  Ableitungen  /i*®'^  Ord- 


nung von  3 


z    ,   z^       , ,    ^/._j  ,    z^  ,  Zi^_^^  , ,    ^„_i,    ^„      .     .   {n) 

auftreten. 

Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für   die   Ableitungen  Zi._^    und  •S'/^jj 
welche  ^''  in  der  Reihe  (w)  benachbart  sind,   zu  beweisen,    weil  man  ihn. 
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indem  man  ihn  auf  die  Ableitungen  rechts  von  //"T,     und  links  von   s,     , 

^-'  h  ~r- 1  Ar  —  1 

anwendet,  auf  die  ganze  Reihe  (?^)  ausdehnen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  die  partiellen  Ableitungen  (n  —  l)*^"^ 
Ordnung  ^^'"~  und  ^/_i,  aus  denen  man  ^  '  (wo  x  und  y  als  unabhängige 
Veränderliche  genommen  sind)  ableitet,  indem  man  die  erste  nach  x,  die 
zweite  nach  y  differentiirt. 

Nimmt  man  jetzt  x  und  a  als  unabhängige  Veränderliche,  so  folgt 
durch  Differentiation  eben  dieser  beiden  Functionen  nach  x: 


und  hieraus: 

S^('-l) 


8aj 

Nach   Voraussetzung    tritt    aber    in   2'     eine    neue    willkürliche   Grösse 

auf,  welche  weder  in  den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ausdrücken 
der  Ableitungen  von  3  bis  zur  {^n — 1)^®'^  Ordnung  inclusive  vorkommt: 
mithin  kann  sie  auch  nicht  vorkommen  in  dem  aus  den  Gleichungen  des 
Integrals  abgeleiteten  Ausdrucke    von  y,    ebensowenig   in   den   Ausdrücken 

von       ' ,    — '^ ,    die  man  erhält,   wenn  man  die  Ableitungen  (n — l)*®'^ 

Ordnung  ^l._y,  ^,'~    ,    in    denen    man   a   als    constant  betrachtet,   nach   x 

differentiirt.      Überdies    kann    dem    oben    Bewiesenen    zufolge    ^   weder  0 

*      8x- 

noch  X  sein.  Mithin  treten  die  betrachteten  willkürlichen  Functionen  von 
a  auf  den  rechten  Seiten  der  letzteren  Gleichungen  nur  durch  den  Multipli- 

cator  .e'^  der  zweiten  Glieder  auf,  und  da  diese  Glieder  nicht  verschwinden 
können,  so  müssen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  nämlich  die  Aus- 
drücke 0'    ,     und  ^'~,     dieselbe   willkürliche  Function   von   o   enthalten, 

/i  —  i-  A  — p- 1 

welche  in  .§■,     eingefühi't  wurde,  und  dies  sollte  bewiesen  werden. 

26.  Die  ümkehrung  des  vorstehenden  Satzes  muss  ebenfalls  statt- 
finden, nämlich: 

Wenn  der  Ausdruck  der  Ableitung  .e^'  von  der  Ordnung 
^?  =  / -f- ^"^  keine  anderen  willkürlichen  Functionen  von  a  enthält 
wie  diejenigen,  welche  in  den  Ableitungen  der  niedrigeren 
Ordnungen  vorkamen,  so  müssen  sämmtliche  Ableitungen  der 
^jteii  Ordnimg  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen. 
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27.  Um  zu  sehen,  unter  welcher  Bedingung  in  den  Ausdrücken  der 
Ableitungen  n**'  Ordnung  eine  neue  willkürliche  Function  von  «  auftritt, 
die  sich  nicht  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen  der  (n  —  1)*®"  Ordnung 

voi'findet,  nehmen  wir  eine  dieser  letzteren  ^y^!_,  und  diflerentiiren  sie  partiell 

nach  (t.      Man  erhalt  die  Gleichheit: 

*~^  =  »(i)  "Jl 

worin  ^  weder  0  noch  oo   sein  kann,  mithin: 

Ott 

"^A— 1 


e)     =  

*  01/ 


oa 

Im  Zähler  imd  Nenner  des  Braches  auf  der  rechten  Seite  muss  die  neue 
willkürliche  Function    von  a  vorkommen,    welche   in   den  Ausdrücken   von 

e!._-,  und  y  nicht  auftrat.  Diese  Function  wird  daher,  falls  sie  nicht  aus- 
schliesslich in  einem  dem  Zähler  und  Nenner  gemeinschaftlichen  Factor 
vorkommt,  auch  in  dem  Ausdrucke  der  Ableitung  w*®^'  Ordnung  ^^'^  auf- 
treten. Diese  Bemerkung  führt,  verbunden  mit  dem  vorigen  Satze,  zu 
folgenden  Schlüssen: 

1)  Die  Ausdrücke  der  Ableitungen  w*®^  Ordnung  s^"\  ....  2„  ent- 
halten eine  willkürliche  Function,  die  in  den  Aiisdrücken  der  Ableitungen 
n  —  1*®^  Ordnung  ^^"~^\  .  .  .,  z„  —  \   nicht  vorkommt,    vorausgesetzt,    dass 

diese  Function   nicht   ausschliesslich   in   einem  Factor  auftritt,   der  ^  und 

oa 

iedem  der  Ausdrücke  — r ,  — '- >  •  •  •)  — r —  gemeinschaftlich  ist.    Diese 

da  oa  oa 

letzteren    Ausdrücke    müssen    alle    ohne   Ausnahme   entweder  den  in  Rede 

st-ehenden  mit  ^  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  oder  nicht  enthalten. 
da 

2)  Da  in  der  Function,  welche  den  "Werth  von  z'    darstellt,  auch  bei 

der  Variation  der  Zahl  n  =  /  -f-  ^^  der  Nenner  beständig  derselbe  bleibt, 
während  der  Zähler  sich  fortwährend  ändert,  so  kann  die  neue  Function 
von  a,  welche  darin  erscheint,  nicht  beständig  dieselbe  sein;  ist  sie  aber 
verschieden  und  stets  in  einem  besonderen  Factor  enthalten,  so  kann  sie 
sich  nicht  beständig  mit  einem  ähnlichen  Factor  des  Nenners  aufheben, 
denn  dann  müsste  dieser  letztere  aus  einer  unbestimmten  Anzahl  verschie- 
dener Factoren  gebildet  sein.  Mithin  giebt  es  stets  eine  Ordnung  von  Ab- 
leitungen, in  denen  eine  willkürliche  Function  von  a  auftritt,  die  nicht  in 
den  Ausdrücken  der  Ableitungen  niederer  Ordnung  vorkommt,  und 
Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  22 
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3)  sobald  dies  für  eine  bestimmte  Ordnung  n  von  Ableitungen  ein- 
tritt ,  so  werden  in  jeder  der  folgenden  Ordnungen  n  -{-  \,  n  -{-  2,  ... 
neue  willkürliche  Functionen  erscheinen.     Es  genügt,   sich  hiervon  für  die 

Ordnung  w  -f-  1   zu  überzeugen.     Differentiirt  man  s^    in  ähnlicher  Weise 

nach  a,  so  findet  man: 

(0  ^ 

^  _  /'■)     ^       also-  /'^      —  — 


S 


a 


Der  Zähler  der  rechten  Seite   der  letzten  Gleichung   enthält   eine  Function 
von  a,  welche  die  Ableitung  ist  von   derjenigen,    die   zum   ersten  Male   in 

ß,     auftrat,  und  diese  Function  kann  nicht  in  ,—  vorkommen,  da  die  ent- 

sprechende  primitive  Function  nicht  in  y  vorkam. 

28.  Nach  dem  Beispiele  Ampfer e's  nennen  wir  die  Ausdrücke  der 
Ableitungen  von  ^  gleichartig  mit  dem  Integral  in  Bezug  auf  a 
(homogfenes  ä  l'integrale  par  rapport  ä  a),  wenn  sie  nur  dieselben  willkür- 
lichen Functionen  von  a  enthalten,  welche  in  den  Gleichungen  des  Integrals 
vorkommen. 

Aus  dieser  Definition  folgt  nicht,  dass  die  mit  dem  Integrale  gleich- 
artigen Ableitungen  nothwendig  alle  willkürlichen  Functionen  von  a,  welche 
in  dem  Integrale  vorkommen,  enthalten  müssen;  es  genügt,  dass  sie  keine 
anderen  als  die  enthalten,  die  in  dem  Integral  auftreten. 

Die  Ableitungen  von  s;  werden  ungleichartig  (heterogenes)  mit  dem 
Integral  in  Bezug  auf  a  genannt,  wenn  sie  willkürliche  Functionen  von  a 
enthalten,  die  sich  nicht  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vorfinden. 

29.  Mit  Anwendung  dieser  Benennungen  kann  man  die  in  diesem 
Paragraphen  erhaltenen  Resultate  folgendermassen  ausdrücken: 

1)  Wenn  die  Ableitung  ^'  und  daher  auch  die  Ableitung  ^,  ungleich- 
artig mit  dem  Integral  ist,  so  sind  sämmtliche  andern  Ableitungen  un- 
gleichartig mit  dem  Integi'al. 

2)  Wenn   die  Ableitung  ,e.     von   der  Ordnung  i  -\-  k  gleichartig   mit 

dem  Integral  ist,  so  sind   sämmtliche  Ableitungen    derselben  Ordnung   und 
der  niederen  Ordnungen  gleichartig  mit  dem  Integral. 

3)  Es  giebt  stets  eine  Ableitung  von  s,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  von  «,  die  in  den  das  Integral  bildenden  Gleichungen  nicht  vor- 
kommt, zuerst  erscheint;  diese  Function  tritt  gleichzeitig  in  allen  Ab- 
leitungen derselben  Ordnung  auf. 

4)  Alsdann  aber  treten  in  jeder  der  folgenden  Ordnungen  von  Ab- 
leitungen neue  willkürliche  Functionen  von  a  auf,  welche  sich  weder  in 
den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ableitungen  der  vorhergehenden 
Ordnungen  finden. 
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30.  Bemerkung.  Wir  haben  oben  (Nr.  24)  vorausgesetzt,  dass  die 
Gleichungen  des  allgemeinen  Integrals  ohne  pax'tielle  Quadraturen  nur  will- 
kürliche Fimctionen  enthalten,  deren  Argumente  a,  ß,  y,  ...  Functionen 
der  beiden  Veränderlichen  x,  y  zugKich  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung 
ist  bewiesen  woi*den,  dass  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  von  ■■  von  ii-gend 
einer  Ordnung,  die  aus  den  Uieichungeu  des  Integrals  hergeleitet  sind,  ent- 
weder sännutlich  gleichartig  oder  sämmtlich  ungleichartig  mit  dem  Integral 
sind.  Diese  Eigenschaft  der  Ableitiuigen  findet  nicht  statt,  wenn  das  In- 
tegral willkürliche  Functionen  enthält,  deren  Argument  von  der  einzigen 
Veränderlichen  y  abhängt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  das  Integral  eine  willkürliche  Function 
von  a  enthalte  luid  dass  a  Function  von  y  allein  sei,  so  folgt  daraus,  dass 
umgekehrt  y  eine  Function  von  a  allein  ist,  die  wir  bezeichnen  mit 

y  =  f{a). 
Man  hat  also: 

1^  =  0,     ^=f(a) 
ex  oa  ^ 

und  an  Stelle  der  in  Nr.  25  bewiesenen  Gleichung 

^x      ~     '«-1    "•"     -^So;' 


hat  man  folgende: 


welche  zeigt,  dass  in  der  Ableitung  n^^  Ordnung  ^^,^^1^  keine  andere  will- 
kürliche Fimction  von  a  erscheinen  kann,  als  die,  welche  schon  in  der  Ab- 
leitung n  —  1*®^  Ordnung  s^/p_-,  vorkam,  denn  die  Differentiation  nach  x 
setzt  a  als  constant  voraus. 


somit 


Andrerseits  hat  man: 

^k    5^          Zk  t  (aj, 

1  • 

Im  Zähler  der  rechten  Seite  dieser  Gleichheit  muss  infolge  der  Diffe- 
rentiation von  Zj  _.  nach  a  eine  willkürliche  Function  von  a  auftreten, 
welche  vorher  in  s'^''>      nicht  vorkam   und   diese  Function   kann   sich  nicht 

k  —  1 

mit  einem  Theile  des  Nenners  wegheben,  da  dieser  letztere  eine  bestimmte 

22* 
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Function  f'{a)  von  u  ist.  Es  muss  also  der  Ausdruck  von  ^^  eine  will- 
kürliche Function  enthalten,  welche  in  dem  Ausdrucke  von  z!_.  nicht 
vorkommt. 

Mithin  ist  von    den    beiden  Ableitungen   ■/^*®^'  Ordnung   s!._-l  und   5. 

die  erste  mit  der  Ableitung  n — V'^^  Ordnung  s!-,  in  Bezug  auf  a  gleich- 
artig, die  zweite  ungleichartig.  Demnach  sind  diese  Ableitungen  n^^^  Ord- 
nung unter  einander  ungleichartig,  was  zu  beweisen  war. 

31.  Ferner  ist  leicht  zu  folgern,  aus  dem,   was  oben  bewiesen  wurde, 
dass  die  Ableitungen 

welche  man  durch  Differentiation  alleia  nach  x  erhält,  keine  andern  will- 
kürlichen Functionen  von  a  enthalten  als  diejenigen,  welche  in  dem  Aus- 
druck von  s  vorkommen. 

Dagegen  werden  die  Ableitungen 

8^;                      dz'  8g("-l) 
8a         I    8«                     («—1)  8« 

^'  ~  ?>)'  ^'  ~  7v)'  •  •  •  •'  ^'  /^T'  ■  • " 

zu  deren  Bildung  man  eine  veränderliche  Anzahl  von  Differentiationen  nach 
X,  aber  nur  eine  einzige  Differentiation  nach  y  nöthig  hat,  eine  einzige 
und  zwar  dieselbe  willkürliche  Function  von  a  enthalten,  die  verschieden 
ist  von  den  in  g  vorkommenden. 

Ebenso  werden  die  Ableitungen 

dz,  eis',  (SZ,(n-2) 

8oc  ,  8«  (n— 2)  dcc 


/■'(«)'  ~"       fwy  — '    "  /■'(«)  '  ■ '  ■ 

dieselben  beiden  willkürlichen  Functionen  von  a  enthalten,  welche  von  den 
in  z  vorkommenden  verschieden  sind;   u.  s.  w. 

Mithin  sind  die  Ausdrücke  der  Ableitungen,  welche  entstehen  durch 
Differentiationen  allein  nach  x^  gleichartig  mit  dem  Integral,  die  andern 
Ableitungen  aber  ungleichartig  mit  dem  Integral.  Die  Ableitungen  aber, 
zu  deren  Bildung  gleich  oft  nach  y  differentiirt  worden  ist,  sind  imter 
einander  gleichartig.  Bei  allem  diesen  verstehen  wir  die  Gleichartigkeit 
oder  Ungleichartigkeit  als  sich  beziehend  auf  das  Argument  a,  das  nur 
abhängig  ist  von  y. 

Offenbar  gelangt  man,  wenn  man  in  dem  Vorhergehenden  den  Buch- 
staben X  mit  dem  Bu.chstaben  y  vertauscht,  zu  analogen  Schlüssen. 
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''VI.  Nunmehr  können  wir  eine  sehr  wichtige  auf  die  Integrale  oline 
partielle  Quadraturen  bezügliche  Aufgabe  lösen,  nämlich  die  Frage  nach 
der  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Functionen,  welche  in  einem  solchen  Integral  vorkommen 
können,  wenn  dasselbe  einer  partiellen  DiÖerentialgleichuug  w'*'"  Ordnung 
angehört. 

Als  Grundlage  für  diese  Untersuchung  muss  man  die  Definition  des 
allgemeinen  Integrals  (§1)  nehmen  und  die  Schlussfolgerungen  der  Nr.  18 
wiederholen,  welche  uns  zu  den  Gleichungssystemen  (A)  und  (B)  geführt 
haben.  In  dieser  letzteren  Nummer  haben  wir  aber  das  allgemeine  Inte- 
gi-al  unter  der  Form  einer  einzigen  Gleichung  dargestellt,  während  wir  es 
hier  entsprechend  dem  am  Ende  des  §  3  angegebenen  allgemeinen  'Jypus 
unter  der  Form  eines  Systems  von  Je  -\-  1  Gleichungen  darstellen.  Nimmt 
man  daher  die  Integi-algleichungen  und  alle  ihre  Ableitungen  nach  x  und  y 
bis  zur  ■«**"  Ordnung  einschliesslich,  so  erhält  man  jetzt 

<"  +  "^'"  +  ^'  (t  + 1) 

Gleichungen.     Die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  ni^'^'  (Ordnung 

F  =  0 

liefert  mit  allen  ihren  Ableitungen  nach  x  und  y  bis   zur  n  —  m*®"  Ord- 
nung einschliesslich  nach  dem  Vorigen 

i»  -  >"  +  1)  in  -  m  +  2)  _   (n  +  1)  (n  +  2)  .       ,     n    ,     '»('»-!) 

Gleichungen. 

Infolge  der  Definition  des  allgemeinen  Integrals  muss  das  erste  dieser 
Gleichungssysteme  nach  Elimination  der  Grössen,  welche  nicht  in  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  sich  vorfinden,  mit  dem  zweiten  vollständig 
identisch  werden.  Die  Möglichkeit,  diese  Bedingung  zu  erfüllen,  wird  schon 
dadurch  bestätigt,  dass  das  erste  System  mehr  Gleichungen  enthält  als  das 
zweite,  indem  der  Unterschied  in  den  Anzahlen  der  Gleichungen  beider 
Systeme  ist: 

5^ — '—^ — '—^  Je  +  m{n  +  1) ^"2 .     .     .    (D). 

Es  reicht  daher  aus,  dass  die  Anzahl  der  aus  dem  ersten  System  zu 
eliminirenden  Grössen  nicht  kleiner  sei  als  diese  Differenz.  Die  Anzahl 
muss  gleich  [D)  sein,  wenn  jede  der  in  Frage  kommenden  Grössen  sich 
einzeln  eliminirt;  sie  kann  dagegen  grösser  sein  als  (D),  wenn  einige  von 
diesen  Grössen  sich  gleichzeitig  gruppenweise  eliminiren. 
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33.  Versuchen  wir  jetzt,  den  Ausdruck  für  die  Gesammtzahl  der  der 
Elimination  unterworfenen  Grössen  zu  bestimmen.  Dieselben  können  in 
zwei  Kategorien  getheilt  werden: 

1)  Die  h  Argumente  a,  ß,  y,  .  .  .  mit  allen  ihren  Ableitungen  bis 
zur  M*^"  Ordnung  einschliesslich: 

a',  a„  a",  a'„  «,„  .  .  .,  a'-"\  .  .  .  .,  a„, 
ß\  ß„  ß",  ß\,  ß,„  .  .  .,  ß»K  ....,  ß„, 
u.  s.  w. 
Die  Anzahl  dieser  Grössen  ist  augenscheinlich  gleich 

(n  +  1)  (n4-2)     , 
2  '^• 

2)  Die  willkürlichen  Functionen  und  ihre  Ableitungen  nach  ihren 
respectiven  Argumenten. 

um  auf  die  allgemeinste  Weise  die  Anzahl  der  zu  eliminirenden 
Grössen  dieser  letzteren  Kategorie  auszudrücken,  führen  wir  folgende  Be- 
zeichnung ein: 

Es  sei  g  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Functionen  wie  99(0),  y^iß),  •  •  -,  welche  in  den  Gleichungen  des  Integrals 
vorkommen.  Sind  alle  Argumente  von  einander  verschieden,  so  ist  offenbar 
g  =  Je,  im  entgegengesetzten  Falle  muss  g  ^  Je  sein. 

Es  sei  ferner  g'  die  Anzahl  der  willkürlichen  Functionen,  welche  mit 
Hülfe  der  vorhergehenden  durch  Differentiation  oder  Integration  (oder  durch 
beide  Operationen  zugleich)  nach  einem  und  demselben  Argument  gebildet 
sind.  Unter  dieser  Anzahl  fassen  wir  die  Functionen  zusammen,  welche 
wirklich  in  den  Gleichungen  des  Integrals  vorkommen,  sowie  auch  die, 
welche,  ohne  darin  vorzukommen,  in  der  Reihe  der  Transformationen  auf- 
treten, welche  man  ausführen  muss,  um  von  einer  Function  zu  einer  andern 
Function  überzugehen,  die  beide  in  den  Gleichungen  des  Integrals  auftreten. 
Z.  B.  wird  cp'{a)  in  der  Zahl  g'  mit  einbegriffen  sein,  wenn  die  Gleichungen 
des  Integrals  (p{a)  und  q)"{a)  enthalten.  Ebenso  wird,  wenn  F  eine  ge- 
gebene Function  bezeichnet,  ^F{a,  cp{a))da  in  der  Zahl  g'  mitenthalten 
sein,  wenn  die  Gleichungen  des  Integrals  ^da^F[a,  q){a)]da  und  cp  {a) 
enthalten. 

Endlich  seien  /  +  1,  V  -\-  \,  ^"  +  1,  ...  die  Ordnungen  der  Glei- 
chungen, welche  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  abgeleitet  sind  und  die 
als  die  ersten  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf  «,  ß,  y,  ...  respective  un- 
gleichartig sind.  Die  Zahlen  Z,  V,  l"  ...  müssen  endliche  und  bestimmte 
Werthe  haben  und  können  sich  auch  auf  Null  reduciren. 

34.  Wir  haben  aber  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen,  dass,  wenn 
in   den    aus    den  Gleichungen    des    Integrals   abgeleiteten   Gleichungen    von 
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irgend  einer  ürduuug  eüie  willküi'licbe  Function.  /.  B.  eine  gewisse  Ab- 
leitung von  <p{a)  zum  ersten  Male  erscheint,  alsdann  beim  Übergange  zu 
abgeleiteten  Gleichungen  der  folgenden  Ordnungen  jedesmal  neue  willkür- 
liche Functionen  entstehen,  die  ebenfalls  aus  (p{fi)  hervorgehen.  Sobald  man 
also  bei  der  Differentiation  der  Gleichungen  des  Integrals  zur  w*®"  Ordnung 
gelangt,  hat  man  willkürliche  Functionen  eingeführt,  die  nicht  in  diesen 
Gleichungen  sich  vorfinden,  und  unter  denen  es  w  —  l  aus  (p(a),  n  —  /' 
aus  \p  (ß),  u.  s.  w.  hervorgehende  giebt.  Somit  ist  die  Gesammtzahl  der 
so  eingefühi-ten  willkürlichen   Functionen  gleich  ng  —  l  —  l'  —  /"  —  .  .  .  . 

Addirt  man  hierzu  die  oben  bestimmten  Zahlen  ff,  (f  und      (n  -j-  1)  (m  -\-  2)  k, 

Li 

so  erhält  man  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  der  Elimi- 
nation unterworfenen  Grössen  unter  der  folgenden  Form: 

i.  („  +  1)  (,,  ^  ^2)k  ^  y{n  ^  \)  ^  g'  —  l  —  V  —  V^ 

Diese  Zahl  darf,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde,  in  keinem  Falle 
kleiner  als  die  Zahl  (D)  sein.     Mithin  muss  man  nothwendig  haben: 

i(«+l)(«-f2)A-+^(«+l)+i/'-/-Z'-/''-...^l(n+l)(n+2)i--fm(«+l)--|»«0H-l), 

d.  h. 

(w  —  g)  {n  +  1)  <:  -1  w(»n  —  1)  +  öt'  -  ?  —  /'  —  Z" 

Die  rechte  Seite  dieser  letzteren  Gleichheit  oder  Ungleichheit  ist  aber 
eine  endliche  bestimmte  Zahl,  während  auf  der  linken  Seite  als  gemein- 
schaftlicher Factor  die  Zahl  n  -\-  1  auftritt,  die  beliebig  gross  werden  kann. 
Mithin  muss  man,  wenn  diese  Gleichheit  oder  Ungleichheit  für  ein  beliebiges 
n  stattfinden  soll,  haben: 

^  =  m, 

d.  h.  das  endliche  allgemeine  Integral  ohne  partielle  Quadraturen 
muss  so  viel  willkürliche  und  von  einander  unabhängige  Func- 
tionen enthalten,  als  die  Ordnung  der  partiellen  Differential- 
gleichung, zu  welcher  dieses  Integral  gehört,  angiebt. 


§  ^- 

35.  Die  oben  auseinandergesetzten  allgemeinen  Eigenschaften  der 
partiellen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
liefern  uns  die  Fingerzeige,  welche  uns  zur  Bestimmung  der  zu  gegebenen 
Differentialgleichungen  dieser  Klasse  gehörigen  Integrale  führen  werden. 

Vor  allem  wollen  wir  uns  damit  beschäftigen  zu  untersuchen,  wie 
man  aus  der  Form  einer  gegebenen  Gleichung  ein  Urtheil  fällen  kann  über 
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die  Eigenschaften  der  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  allge- 
meinen Integrals  ohne  partielle  Quadraturen,  wenn  ein  solches  Integral 
möglich  ist. 

Wir  haben  ('§  5)  gesehen,  dass  in  dem  Ausdi*ucke  eines  solchen  Inte- 
grals nothwendig  willkürliche,  von  einander  vollständig  unabhängige 
Functionen  cp{a),  ip(ß),  ■  ■  ■  vorkommen  müssen,  deren  Anzahl  gleich  der 
Ordnung  der  zu  integrirenden  Gleichung  ist,  und  deren  Argumente  a,  ß,  .  .  . 
im  Allgemeinen  bestimmte  und  von  einander  verschiedene  Functionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  darstellen.  Das  Integral  hört  aber  nicht 
auf,  allgemein  zu  sein,  wenn  die  Functionen  «,  /i,  .  .  entweder  theilweise 
oder  insgesammt  unter  einander  identisch  sind  oder  nur  von  der  einen 
Veränderlichen  x  oder  der  einen  Veränderlichen  y  abhängen.  Und  da  diese 
Umstände  nicht  ohne  Einfluss  auf  den  Gang  der  Integration  sind,  so  ist 
es  wichtig,  dass  man  im  Stande  ist,  aus  der  blossen  Form  der  gegebenen 
Gleichung  die  Eigenschaften  der  Argumente  der  willkürlichen  Functionen 
in  dem  allgemeinen  Integrale  ohne  partielle  Quadraturen  im  Voraus  zu 
erkennen,  wenn  die  Möglichkeit  eines  solchen  Integrals  vorausgesetzt  wird. 

36.    Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns,  dass  die  Gleichung 

a  =  fix,  y) 

eins  der  Argumente  u  der  willkürlichen  Functionen  des  angenommenen 
Integrals  bestimme.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  an  Stelle  der 
ursprünglichen  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  die  neuen  Veränder- 
lichen X  und  a  oder  y  und  a  in  die  gegebene  Gleichung  einführen.  Indem 
man  nach  einander  diese  beiden  Annahmen  macht  und  die  vorstehende 
Gleichung  partiell  zuerst  nach  x,  dann  nach  y  diflferentiirt ,  während  die 
zweite  Veränderliche  u  in  diesen  beiden  Fällen  als  constant  betrachtet  wird, 
erhält  man: 


daher: 


8j^ 
8a; 


und  zugleich  ist: 

8a;    8?/ 


Sf     ,      8/-    8^                    8/-            8/-    8a; 
(}x    "^    82/    8a;'                 ^^y           oa;    8;/' 

8/-                                                      8/- 

8a;                    a'          8a;                    8^ 
8/-                    «/        8y                    hf 

8?/                                                      8a; 

8?/    8a;           ^ 

Wenn  es  daher  möglich   ist,   verschiedene  Functionen  in,  n^  ...  der  Ver- 
änderlichen a;,  ^   zu  bestimmen,   welche   die  Werthe   von  ^  darstellen,  so 

8a;  11 

erhalten  wir  zu  gleicher  Zeit  die  Werthe  von  ^  unter  der  Form  —,—,.•  -, 
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o 


und  die  entsprechenden  Werthe  der  Argumente  a,  ß,  .  .  .  der  willkürlichen 
Functionen  werden  erhalten  durch  Integration  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen von  der  Form: 

,i>  -I-  mit,  =  0,     ß'  -f  nß,  =  0,  .  .  . 

Auf  diese  Weise  ist  die  Untersuchung  der  Argumente  der  willkürlichen 
Functionen  zurückgeführt   auf  die  Untersuchung   der   verschiedenen    diesen 

Argiunenten    entsprechenden    Werthe   von   r--,  Werthe,   die   mau   versuchen 

muss,  allein  aus  der  gegebenen  Gleichung  zu  erhalten. 

37,  Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  von  der  zweiten 
Ordnung  und  von  der  Form  sei: 

F{x,  y,  z,  z\  z„  z",  z'„  z„)  =  0. 

Nimmt  mau  x  und  a  zu  unabhängigeu  Veränderliclieu,  so  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  des  allgemeinen  Integrals  Ausdrücke  für  die 
Functionen  y,  z,  z^,  z„  z",  .  .  .  mittels  dieser  Veränderlichen,  durch  deren 
Substitution  man  nicht  nur  der  gegebenen  Gleichung,  sondern  auch  allen 
ihren  Ableitvmgen  nach  x  und  y  bis  zu  irgend  einer  Ordnung  genügt. 
DiflFerentiii*t  man  die  gegebene  Gleichung  n  —  2 -mal  nach  y,  so  folgt: 

Hierin  kommen  die  Ableitungen  von  der  Ordnung  u  nur  linear  vor,  während 
ihre  Coefficienten  mit  Hülfe  allein  der  Grössen,  welche  in  der  gegebenen 
Gleichung  auftreten,  gebildet  sind  und  das  Glied  R  ausserdem  die  Ab- 
leitungen von  z  von  den  Ordnungen,  die  niedriger  sind  als  n,  enthält. 

38.  Im  §  4  haben  wir  gesehen,  dass  von  einer  bestimmten  Ordnung 
au  die  aus  den  Gleichungen  des  Integrals  abgeleiteten  partiellen  Ableitungen 
von  z  nothwendig  mit  diesem  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  sein  müssen. 
Und  da  die  Zahl  n  willkürlich  ist,  so  hindert  nichts,  anzunehmen,  dass  die 
Ableitungen  w*^'  Ordnung  mit  dem  Integral  in  Bezug  auf  a  ungleichartig 
sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  zusehen,  wie  wir  der  vor- 
stehenden Gleichung  genügen  können. 

Wir  diücken  zunächst  z'„_j^  und  ^"_,  mittels  z,^  aus.  Man  hat  dazu 
die  Gleichungen: 


o' 


^^n-i /  ,      „      '01/        84-2    ,.//         j_      '  '^ 

mit  deren  Hülfe  man  findet: 

»-1   ~      ex  8a;*"'       *«-2   —      -öx  8a;      8a;       "^    \8a;j     "' 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  z'„_i.  z\l__^  in  die  betrachtete  Grleichung 
ein,  so  erhält  man: 

[S^,,        8^;  8a;  "^  8^"röa;/  r"  "^      "^e,?;      8a;     """  8^"l    8a;  orc     e.rj~ 

Substituirt  man  schliesslich  hierin  die  Ausdrücke,  welche  die  Glei- 
chungen des  Integrals  für  die  Functionen  y,  s,  z\  s„  .  .  .  und  ihre  partiellen 
Ableitungen  nach  x  ergeben,  so  muss  man  eine  Identität  erhalten. 

Nun  ist  der  aus  der  Formel 


ö.¥ 


3« 


erhaltene  Werth  von  Sn  nach  dem  Vorhergehenden  ungleichartig  mit  dem 
Integral,  d.  h.  er  enthält  eine  willkürliche  Function  von  a,  welche  weder  in 
den  Gleichungen  des  Integrals,  noch  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen 
von  s  von  niederer  als  der  w*®"  Ordnung  und  daher  auch  nicht  in  den 
partiellen  Ableitungen  dieser  letzteren  und  von  y  nach  x  vorkommt;  denn 
die  Differentiation  nach  x  setzt  a  als  constant  voraus. 

Mithin  kann  sich  in  der  obigen  Gleichung  das  Glied  mit  dem  Factor 
Sn  nicht  gegen  die  übrigen  Glieder  aufheben,  und  die  Gleichung  kann  sich 
nur  dann  in  eine  Identität  verwandeln,  wenn  man  hat: 


^   _   8^  8^  ^  /8|/\2   ^ 

z„  ^z',   8x   "^    8s"  \^x) 


8F 

8^ 


39.    Dies  ist  die  Gleichung,  welcher  das  zum  Argumente   a  gehörige 


genügen  muss.    Da  aber  a  nicht  explicit  darin  vorkommt,  so  muss  man, 

000 


8a; 

wenn  man  die  Bedingung  sucht,  welcher  das  dem  Argumente  ß  entsprechende 

-^  genügen  muss,  wiederum  auf  dieselbe  Gleichung  kommen.    Mithin  werden 

die  Wurzeln    dieser  Gleichung,   die    wir   mit   m  und  n   bezeichnen   woUen, 

die  beiden  Werthe  von  J'  ergeben,  welche  den  beiden  Argumenten  a  und  ß 

der  beiden  willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  Integrals  ohne  partielle 
Quadraturen  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  entsprechen, 
falls  diese  Gleichung  eines  solchen  Integrals  fähig  ist. 

40.  Das  Resultat,  welches  wir  soeben  erhalten  haben,  gestattet  uns 
die  folgenden  Schlüsse  bezüglich  der  aus  der  Form  der  gegebenen  Gleichung 
sich  ergebenden  Beschaffenheit  der  Argumente  a,  ß  zu  ziehen: 

1)  a  und  ß  müssen  allgemein  bestimmte  Functionen  von  x  und  y 
sein;  denn  die  zugehörigen,  durch  die  Wurzeln  m  und  n  der  vorstehenden 
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Gleichung  dargest^^llten  Werthp  von  *  sind  untei*  bestimmter  Form  aus- 
gedrückt   mit   Hülfe   von   x,  y  uud  der  von  ar,   y   abhängigen    Functionen 

2)  Wenn  ^",,,   ^-7,  -r —  sich  ausdrücken  als  Functionen  von  x  uud  y. 

sei  es  unmittelbar,  sei  es  nach  Division  mit  einem  gemeinschaftlichen  Factor, 
so  werden  in  und  n  Functionen  derselben  Grössen  sein.  Demnach  können 
a  und  ß  bestimmt  werden  durch  Integration  der  Gleichungen: 

a'  +  nia,  =  0.     ß'  -\-  nß,  =  0. 

3)  Ist  m  =  «,  d.  h.   hat   man 

ßFV-  .    8F   8F 


['(iz'J  8z"  dz,; 


so  ist  a  =  ß,  somit  muss  das  gesuchte  Integral  zwei  verschiedene  will- 
kürliche Functionen  desselben  Argumentes  enthalten. 

4)  Ist  m  =  0,  d.  i.    -  —  =r  0,  so  nimmt  die  Gleichung,  welche  a  be- 

vZf, 

stimmt,  die  Form  an  n'  =  0;  mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function 
von  y.  Wenn  daher  die  zu  integrirende  Gleichung  z,,  nicht  enthält,  so 
wird  eine  der  willkürlichen  Functionen  in  dem  gesuchten  Integral  nur  von 
der  einen  Veränderlichen  y  abhängen. 

5)  Ist  m  =  00,  d.  i.   ^--^   =  0,   so    nimmt   die  Gleichung,   welche  (i 

bestimmt,  die  Form  a,  ^  0  an;    mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function 

von  X.     Wenn    daher   die   zu  integrirende  Gleichung   z"   nicht  enthält,   so 

wird  eine  der  willkürlichen  Functionen  in  dem  gesuchten  Integral  nur  von 
der  einen  Veränderlichen  x  abhängen. 

6)  Ist  m  =0,  M  =  00,  d.  h.  ist   ,      =  0  und  ,  -  .  ==  0,  so  werden 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a'  =  0  und  ß,  =  0 
annehmen;  mithin  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  y  und  ß  eine  will- 
kürliche Function  von  x.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung 
keine  andere  Ableitung  zweiter  Ordnung  als  z',  vorkommt,  so  wird  in  dem 
gesiichten  Integrale  die  eine  der  willkürlichen  Functionen  nur  von  x,  die 
andere  nur  von  y  abhängen. 

7)  Ist  m  =  0,  w  =  0,  d.  h.  ist  7^ —  =  0  und  :— -  =  0,  so  werden 

CZ„  GZ, 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a'  =  0  und  ß'  =  0 
annehmen,  mithin  sind  a  imd  ß  willkürliche  Functionen  der  einen  Veränder- 
lichen y.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung  keine  andere 
Ableitung  zweiter  Ordnung  als  s"  vorkommt,  so  werden  in  dem  gesuchten 
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Integral  die  beiden  willkürlichen  Functionen  von  der  einen  Veränderlichen 
y  abhängen. 

8)  Ist  m  =  oo,  n  =  oo,  d.  h.  ist  -^  =  0  und  ~  =  0,  so  werden 

die  Gleichungen,  welche  a  und  ß  bestimmen,  die  Form  a,  =  0  und  ß,  =  0 
annehmen;  mithin  sind  a  und  ß  willkürliche  Functionen  der  einen  Veränder- 
lichen X.  Wenn  daher  in  der  zu  integrirenden  Gleichung  keine  andere 
Ableitung  zweiter  Ordnung  als  s„  vorkommt,  so  werden  in  dem  gesuchten 
Integral  die  beiden  willkürlichen  Functionen  nur  von  der  einen  Veränder- 
lichen X  abhängen. 

41.  Bemerkung.  Es  ist  noch  zu  beachten,  dass  das  allgemeine 
endliche  Integral  ohne  partielle  Quadraturen  in  den  letzten  beiden  Fällen 
(7  und  8)  nur  unter  der  folgenden  Bedingung  möglich  ist:  nämlich  dass, 
wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  die  Ableitung  zweiter  Ordnung  s"  ent- 
hält, die  Ableitung  erster  Ordnung  0,  nicht  darin  vorkommt,  oder  dass, 
wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  die  Ableitung  zweiter  Ordnung  5',,  ent- 
hält, die  Ableitung  erster  Ordnung  s'  nicht  darin  vorkommt. 

Die  Gleichungen  nämlich,  welche  dieser  Bedingung  nicht  genügen, 
können  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  auf  eine  der  Formen  gebracht 
werden : 

^,  =  Fix,  y,  s,  s\  g"), 

z   =  F(x,  y^  ,s,  ä'„  z,^, 

indem  man  die  erste  als  aufgelöst  nach  z,,    die   zweite   als   aufgelöst   nach 
z'  annimmt. 

Untersuchen  wir  jetzt,  ob  wir  amiehmen  dürfen,  dass  z.  B,  die  erste 
von  diesen  Gleichungen  ein  endliches  allgemeines  Integral  ohne  partielle 
Quadraturen  besitze.  Die  beiden  willkürlichen  Functionen  eines  solchen 
Integrals  müssten  nach  dem  Vorhergehenden  nur  von  der  einen  Veränder- 
lichen y  abhängen.  Mithin  muss  a  eine  Function  von  y  und  umgekehrt 
y  eine  Function  f{a)  von  a  sein.  Führt  man  mit  Hülfe  dieser  letzteren 
Eelation  y  =  f{a)  an  Stelle  von  y  die  Veränderliche  a  ein,  so  findet  man 
infolge  der  Bemerkung  zu  §  4,  Nr,  31,  dass  die  aus  den  Gleichungen  des 
Integrals  gezogenen  Ausdrücke  von  z'  und  z"  mit  dem  Integrale  in  Bezug 
auf  a  gleichartig  sein  müssen,  während  der  Ausdruck 

8« 


/■'(«) 


nothwendig  vmgleichartig  mit  demselben  in  Bezug  auf  a  ist.  Mithin  ist  es 
unmöglich,  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  betrachtete  Gleichung 
diese  Gleichung   in   eine   Identität   zu  verwandeln,   da   die   linke  Seite    eine 
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willkürliche  Function  von  «  enthalten  müsste,  welche  auf  der  rechten  Seite 
nicht  vorkommen  kann. 

Vertauscht  man  die  Buchstaben  x  und  y  mit  einander,  so  kann  man 
in  genau  derselben  Weise  den  auf  die  Gleichung  z'  =  F{x.  y,  z,  z,,  z„) 
bezüglichen   analogen   Satz  beweisen. 

42.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Methode  für  die  Untersuchung  der 
Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  Integrals  findet  auch  ohne 
Schwierigkeit  Anwendung  auf  die  partiellen  Ditferentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung.  Wenn  man  die  Gleichförmigkeit  bei  der  für  diese  Untersuchung 
angewendeten  Verfahi-ungsweise  berücksichtigt,  so  genügt  es,  diese  Ver- 
allgemeinerung für  die  Gleichung  dritter  Ordnung  kurz  anzudeuten. 

Es  sei 

F{x,  y,  z,  z\  z„  z'\  <,  z,„  z"\  z,',  z\„  z,,:)  =  0 

die  gegebene  Gleichimg.     Differentiirt  man  dieselbe  n  —  3 -mal  nach  y,  so 

kommt : 

82«'  ,     8F    ,         ,     SF    „        ,     8F     ^„       .     r,  ,, 

81;;;  ^"  +  8:^^  ^-^  +  817  '^-'-  +  ^'  ^«-^  +  ^  ^  • 

Hier  kommen  die  Ableitungen  w*^^"  Ordnung  nur  linear  vor,  ihre 
Coefficienten  sind  gebildet  aus  Grössen,  welche  in  der  gegebenen  Gleichung 
auftreten,  und  das  Glied  R  enthält  überdies  die  Ableitungen  von  z  von 
den  niedrigeren  Ordnungen  als  der  n^^. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  eins  der  Argumente  der  willkürlichen 
Functionen  des  vorausgesetzten  Integrals  a  =  f{x,  y)  sei  und  führen  x 
und  a  an  Stelle  von  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  ein.  Wir 
erhalten  so  die  Gleichungen: 


8a; 

-„_!    -T-   -n  g^, 

8a; 

Zn-.    -\-  ^n-\   g^) 

8a; 

Zn-?,    ^   "»-2  g^: 

aus  denen  folgt 

4-1 

803 

^   

8a;  ^"' 

ö4- 

,0 

9y  S~^«-i    ,    ßy\\ 

8a;      8a;       ''  \8a;/     "' 

8a; 

!>!"    „ 

34;- 

-?, 

Sy  ^<--2     1     /5.V\2  8z„_^ 
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Substituirt  man  diese  Werthe,  so  nimmt  die  obige  Grieichung  die  Form  an: 

[ö^,,,  8^;,     ex  "^  8<  \8a;j  8^'"  V"8x  j  \^" 

'  "■      0^;,      ox     "■     c^;'   \    8a;  8a;      8jc    ) 

84'_,  81/   8.?^         /%\2  82^1   ^  ^ 

8a3  ( 8a;  /       8a;    J 


8a;  8x      8a; 

Da  die  Zahl  n  willkürlich  ist,  so  kann  man  sie  immer  derart  an- 
nehmen, dass  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  w*^^'  Ordnung  von  z  mit  dem 
Integral  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  sind.  In  diesem  Falle  kann  man, 
wenn  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  die  Ausdrücke  der  Functionen 
y  und  z  und  der  aus  den  Gleichungen  des  Integi'ales  sich  ergebenden 
partiellen  Ableitungen  von  z  substituirt,  derselben  nur  Genüge  leisten,  wenn 

man  die  in  Bezug  auf  ^  kubische  Gleichung  hat: 

Ott/ 


^F  8F    8(/ 


8^,„  iiz',,    8a; 


^/ e^\2  _  ^F_  /  8y \3  _ 

'     8<\  8a;  /  "üz"'  \  8x-  / 


deren  Wurzeln   m,  »,  p   mit   den   Argumenten   «,  ß,  y   der   willkürlichen 
Functionen  des  Integrals  durch  die  Gleichungen 

a'  +  mu,  =  0,     /3'  -f-  nß,  =  0,     y'  ^  py,  =  0 

verbunden   sind.      Mithin   können   alle   auf  die   Form   der   Argumente   sich 
beziehenden  Fragen  wie  im  vorhergehenden  Falle  erledigt  werden. 


2.  Kapitel. 

Integration  der  einfachsten  Formen  der  partiellen  Ditt'erential- 
gleiehnngen  zweiter  Ordnnng  mit  einer  abhängigen  und  zwei 


nnahhängigen  Veränderlichen. 


§7. 

43.  Die  Formen  der  betrachteten  Klasse  von  DiÖerentialgleichungen 
sind  hauptsächlich  characterisirt  durch  die  Form  der  Argumente  a,  ß  der 
willkürlichen  Functionen,  welche  in  den  allgemeinen  Integralen  dieser  Glei- 
chungen auftreten.  Demgemäss  werden  wir,  da  wir  uns  zunächst  mit  den 
einfachsten  Gleichungen,  auf  welche  sich  sodann  die  Gleichungen  von  com- 
plicirterer  Form  zurückführen  lassen,  beschäftigen  wollen,  mit  den  ein- 
fachsten Annahmen  bezüglich  der  Form  der  Argumente  a  und  ß  beginnen. 
Offenbar  entspricht  der  Fall,  in  welchem  diese  Argumente  gleich  sind  und 
sich  mittels  einer  einzigen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  aus- 
drücken, der  einfachsten  Annahme. 

Ist  z.  B.  a  =  ß  =  y,  so  kann  die  entsprechende  Differentialgleichung 
ein  allgemeines  Integral  von  endlicher  Form  nur  in  dem  Falle  besitzen 
(§  6,  Nr.  40  und  41),  wo  die  Gleichung  keine  andere  Ableitung  zweiter 
Ordnung  als  s"  und  keine  andere  Ableitung  ei-ster  Ordnung  als  0'  enthält, 
d.  h.  allein  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form  ist: 

F{x,  y,  z,  z\  z")  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  es  übrigens  leicht,  sich  hiervon  unmittelbar  zu 
überzeugen,  indem  man  sich  den  Übergang  von  dem  zwei  willkürliche 
Functionen  von  y  enthaltenden  allgemeinen  Integrale  zur  entsprechenden 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mittels  der  Elimination 
der  willkürlichen  Functionen  vergegenwärtigt.  Da  bei  der  Berechnung  der 
Ableitimgen  z'  und  z"  die  Grösse  y  als  constant  betrachtet  wird,  so  kann 
man  sich  auch  bei  der  Integration  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  auf 
diesen  Gesichtspunkt  stützen.     Man   wird  so  eine  gewöhnliche  Differential- 
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gleichung  zwischen  x  und  z  haben  und  durch  Integration  ihr  allgemeines 
Integral  mit  zwei  verschiedenen  willkürlichen  Constanten  erhalten.  Diese 
letzteren  brauchen  aber  nur  constant  zu  sein  in  Bezug  auf  x\  mithin  können 
sie  als  zwei  verschiedene  willküi'liche  Functionen  von  y  betrachtet  werden, 
und  wir  erhalten  so   das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

Für  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  giebt  es 
immer  zwei  Zwischenintegrale  erster  Ordnung,  deren  jedes  eine  einzige  will- 
kürliche Constante  enthält.  Verwandelt  man  also  diese  Constanten  in  will- 
kürliche Functionen  von  ?/,  so  erhält  man  immer  allgemeine  Zwischen- 
integrale der  ersten  Ordnung  für  die  gegebene  Gleichung. 

44.  Überhaupt  können  die  Gleichungen,  welche  ein  allgemeines  Inte- 
gral, in  welchem  a  =  ß  ist,  besitzen,  durch  eine  passende  Transformation 
auf  die  soeben  betrachtete  einfachste  Form  zurückgeführt  werden.  Dazu 
braucht  man  nur  in  die  gegebene  Gleichung  a  und  x  oder  a  und  y  an 
Stelle  von  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  einzuführen.  Wir  werden 
im  Cap.  IV  ausführlicher  die  allgemeinen  Methoden  zur  Ausführung  dieser 
Transformation  in  dem  Falle  auseinandersetzen,  wo  man  mit  Hülfe  der  ge- 
gebenen Gleichung  den  Ausdruck  von  a  als  Function  von  x,  y,  s,  s',  s, 
erhalten  kann;  gegenwärtig  beschränken  wir  uns  auf  den  weniger  allgemeinen 
Fall,  wo  man  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  den  Ausdruck  des  Argu- 
mentes a  als  Function  von  x  und  y  bilden  kann. 

45.  Wir  nehmen  an,  dass  die  gegebene  Gleichung  von  der  allgemeinen 
Form  sei: 

F{x,  y,  z,  z',  z„  ^)  =  0, 
wo 

(T  =  Rz"  +  2  >S'^;  -f  Tz„ 

ist  und  R,  S,   T  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Dem  oben  (§  6,  Nr.  40)  Bewiesenen  zufolge  können  die  Argumente 
«,  ß  des  allgemeinen  Integrals  der  gegebenen  Gleichung  nur  gleich  sein 
unter  der  Bedingung: 


Nun  hat  man: 


(^)    -  4  _,  _  =  0. 


ds"   dz., 


8^"    —    ^  8^'    8<  ~  '^^  8^    8.',,  ^    ej  ' 

somit  nimmt  die  vorstehende  Bedingung  die  Form  an: 

4  (^y  (S^-  —  BT)  =  0, 

8  V 
und  da  der  Factor  —  nicht  Null  sein  kann,  so  muss  sein: 

^'2  —  BT  =  0. 
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Setzt   man  diese  Bedingung  als  erfüllt  voraus,  so  hat  man: 
^  =  R{2"  +  2  m  z\  +  m%), 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

S 
m  =  j^- 

Um  das  Argument  a  zu  bestimmen,   hat  man  (Nr.  36)   die  pai-tielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

—  -t-  Wi   —  =  0, 

aus   welcher   folgt,   wenn  mit  ß  der  integi-irende  Factor  bezeichnet   wird: 

u  =  jjn{cli/  —  mdx)  =  f{x,  y). 

Mittels  der  durch  diese  letztere  Gleichung  dargestellten  Relation 
zwischen  x,  y,  a  kann  man  nunmehr  a  und  x  an  Stelle  von  x  und  y  als 
unabhängige  Veränderliche  einführen.  Betrachtet  man  so  die  beiden  Systeme 
von  unabhängigen  Veränderlichen,  so  muss  man  sich  der  oben  (Nr.  2) 
getroffenen  Festsetzung  erinnern,  nach  welcher  die  partiellen  Ableitungen 
irgend  einer  Function  nach  x  und  y  bezeichnet  werden  durch  oben  oder 
unten  angefügte  Striche  zur  Rechten  der  Function,  während  zur  Darstellung 
der  partiellen  Ableitungen  nach  x  und  a  die  gewöhnliche  Bezeichnung  an- 
gewendet wird. 

Hiernach  hat  man: 


,  (iz  cz    Ca  iiz    ca 

^  Sx  "^   8^  8^'     ^'  8«    8?/' 

somit: 

'  +  '''''  =  w 

Man  findet  ebenso: 

/  /    .  \/     I        /  /    1  \  c{z'-{-mz,) 

{z'  +  mzy  4-  in{z'  +  »»^r),  =  -^-g- — -, 

oder: 

"c^z 
z"  +  2mz',  +  m^-s,,  -\-{m'  -\-  mm)z,  =  r-:,. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

^  =  R(z"  +  2mz',  +  m%,)  =  r\^^^  —  (m'  +  mm,)^,], 


und 
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8^ 

ex  ' 


354      Anhang  IL  Imschenetsky,  Part.  Differentialgleichungen  IL  0.    [Nr.  46 — 47] 

Wenn  demnach  die  gegebene  Gleichung  ein  allgemeines  Integral  von  end- 
licher Form  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  des  Argumentes  a  =  f{x,  y) 
besitzt,  so  muss  sich,  wenn  man  die  vorstehenden  Werthe  von  ^  und  z* 
substituirt,  z,  infolge  der  Reductionen  von  selbst  daraus  wegheben.  In 
diesem  Falle  muss  man  also,  indem  man  an  Stelle  von  ^  und  z'  ihre  obigen 
Ausdrücke  betrachtet  und  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  partiell 
nach  z,  difierentiirt ,  ein  Resultat  erhalten,  das  identisch  gleich  Null  ist. 
Mithin  sind  die  beiden  Gleichungen 


"O" 


^  R{m'  +   mm,)   +   |^  m  —  g^  =  0,     S'^  -  RT  =  0 

die  hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen,  und  wenn  dieselben  erfüllt 
sind,  so  reducirt  sich  die  Integration  der  betrachteten  partiellen  Differential- 
gleichung auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Offenbar  erhält  man,   wenn    man  die  Rollen   von   x  und  y  vertauscht 

^    S_ 


und  zur  Abkürzung 


setzt,  die  zu  den  vorigen  analogen  beiden  Bedingungen: 

^T{n,  +   nn')   +  5^|  -^  -  |^  =  0,    S^~  -  BT  =  0. 

46.  Wir  wollen  das  Vorhergehende  durch  ein  einfaches  Beispiel  er- 
läutei'n.   Wir  nehmen  die  Gleichung 

/•[^  +  (1  +  ^  +  y)^,]  +  ^^  +  i^'  -\-x!/-  y)-,  —  -'  =  0, 

in  welcher 

^  =  ^''  +  2(^  +  y)^\  +  (^  +  vY^u 

ist  und  f  irgend  eine  gegebene  Function  bezeichnet.     Wir  haben  hier: 

m  =  x-\-y,     a  =je~''idy  —  (x  -\-  y)dx)  =     ^"^^     ^. 

Führt  man   x   und   a    an   Stelle   von   x  und  y  als   unabhängige  Ver- 
änderliche ein,  so  folgt: 
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Bei  der  Substitution   dieser  Wei*the  von  z*  und  C  >"  <iie  gegebene  Glei- 
chung fllUt  zugleich  z,  weg  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  Form: 


üx 


eine  gewöhnliche  Dift'erentialgleichung  zweiter  (Jnliiung,  die  nach  der 
Clair aufsehen  Regel  iutegrirbar  ist.  Führen  wir  in  das  vollständige  Inte- 
gi'al  dieser  (rleichung  an  Stelle  der  willkürlichen  Constanten  zwei  ver- 
schiedene willküiliche  Functionen  von  a  ein,  so  erhalten  wir  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  unter  der  Form: 

Es    ist    leicht    zu   bestätigen,    dass   in   diesem  Beispiele   die   erste  der 
Formeln  für  die  Integi-abilität  (Ni-.  45)  erfüllt  ist. 

47.    Ist  die  gegebene  Gleichung  von  der  besonderen  Form 

R^"  +  25'^;  +  T^„  +  U  =  0, 

wo  TJ  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z,  z',  z,  darstellt,  so  sind  die 
Integrabilitätsbedingungeu   der  vorstehenden  Methode  zufolge: 

S^-  —  BT  ==  0,     R(m'  +  mm,)  -f  |^  m  —  ^-^  =  0,     oder: 

S-^—  ItT==  0,     T  {n,  +  nn')   +   |^  i^  _  ^  =  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

U  =  qz,  +  Pz'  +  Nz   -   31, 

wo  31,  N,  P,  Q  gegebene  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  ver- 
wandelt sie  sich  in  die  lineare  Gleichung: 

Bz"  -h  2Sz',  +  Fz„  +  Qz,  +  Pz'  -\-  Nz  =:  M 
und  man  erhält  als  Bedingungen  der  Integrabilität  nach  der  vorigen  Methode: 


52 

oder: 


—  BT=0,     B  (m'  4-  mm,)  +  Pm  —  Q  =  0,     (m  =  ^ ) 
^2  _  RT=0,      T{n,  +   nn')   +   q>i  —  P  =  0,     \^n  =  ||. 


23* 
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48.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn  wir  die  symbolischen  Bezeichnungen 
V  und  Vj   einführen,  welche  deünirt  werden  durch  die  Gleichungen: 

Vv  =  v'  -\-  mv,,     V-v  =  Wv    =-.  (v'  +  mv,y  -\-  m{v'  -\-  mv,)„ 
Vif  =  V,  +   nv',     Vfv  =  Vi  Vit' =  {v,  +  nv'),  +   n{v,  -\-  nv')', 
wir  erhalten: 

\7z  ==  '"^^     V%  =  % 

6X  ox' 

0?/  ^  cj/- 

mithin  lassen  sich  die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von 
der  allgemeinen  Form 

F(x,   i/,  £,  V^,  V%)  ==  0  oder  F{x,  ij,  z,  \/^s,  Vf^)  =  0 

nach  der  vorstehenden  Methode  integriren,  und  umgekehrt  können  die  nach 
dieser  Methode  integrirbaren  Gleichungen  (d.  h.  diejenigen,  welche  den  oben 
gegebenen  Integrabilitätsbedingungen  genügen)  auf  eine  der  vorstehenden 
svmbolischeu  Formen  gebracht  werden. 


o^ 


49.  Nächst  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten  Glei- 
chungen sind  diejenigen  Gleichungen  von  einfachster  Form,  welche  der 
Annahme  entsprechen,  dass  eins  der  Argumente  der  Avillkürlichen  Functionen 
ihres  allgemeinen  Integrals  gleich  a;,  das  andere  gleich  y  sei.  In  diesem 
Falle  darf,  wie  wir  gesehen  haben  (Nr.  40,  6),  die  Diiferentialgleichung 
keine  andere  Ableitung  zweiter  Ordnung  als  s',  enthalten;  sie  ist  daher  von 
der  allgemeinen  Form: 


"^o^ 


F{x,  y,  z,  z',  z„  z',)  =  0. 

Die  Theorie  der  Integration  der  Gleichungen  von  dieser  Form  besitzt 
eine  besondere  Wichtigkeit,  weil  sich  alle  Gleichungen  der  von  uns  unter- 
suchten Klasse  offenbar  darauf  zurückführen  lassen,  sobald  man  darin  als 
unabhängige  Veränderliche  die  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  der 
zu  ihnen  gehörigen  allgemeinen  Integrale  einführt, 

50.  Ampfere  hat  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  die  vorstehende  Gleichung  ein  Integral  der  ersten  Ordnung  mit 
einer  einzigen  willkürlichen  Function  von  y  oder  von  x  besitzen  könne, 
in  folgender  Weise  festgestellt. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Gleichung 

f[x,  y,  z,  (p{x\  y){y)]  =  0, 
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in  der  (^j  und  (^»  willkürliche  Functionen  bezeichnen,  das  allgemeine  Integral 
darstelle.  ÜiÖ'erentiirt  man  dasselbe  nach  y  und  eliminirt  man  fp  {x)  aus 
der  dadurch  erhaltenen  und  der  gegebenen  Oleichung,  so  erhillt  man  ein 
Resultat  von  der  Form: 

/•,  r^,  y,  s,  z„  ip  (y),  ip'{y)\  =  o. 

Diese  letztere  Gleichung  kann  otteiibar  nur  daim  das  allgemeine  Inte- 
gral erster  Ordnung  dai-stelleii,  wenn  es  möglich  ist.  aus  dieser  Gleichung 
und  derjenigen,  welche  mau  durch  Differentiation  derselben  nach  x  erhält, 
alle  willkürlichen  Functionen  zu  eliminiven. 

Dazu  ist  es  nothwendig,  dass  tp(y)  und  ip'(y)  in  der  letzten  Gleichung 
nur  in  einer  abgesonderten  Gru^ipe  von  der  Form 

^ry,  ¥(:y).  v'(y)] 

vorkommen;  alsdann  wird  die  durch  diese  Gnippe  dargestellte  willkürliche 
Function  von  y  ohne  Änderung  auch  in  derjenigen  Gleichung  auftreten, 
welche  aus  der  Ditferentiation  der  vorigen  nach  x  entsteht,  und  somit  kann 
dieselbe  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt  werden.  Da  das 
Resultat  einer  solchen  Elimination  stets  unter  der  Foi'm  einer  in  Bezug  auf 
z'^  und  z'  linearen  Gleichung,  wie 

Gz',  -{-  Hz'  -{-  K  =  0, 

dargestellt  wei'den  kann,  wo  G,  H,  K  im  Allgemeinen  x,  y,  z,  z,  ent- 
halten können,  so  ist  diese  Form  der  Differentialgleichung  auch  eine  der 
Bedingungen  dafür,  dass  für  sie  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
mit  einer  einzigen  willkürlichen  Function  von  y  möglich  sei. 

51.  Die  erhaltene  Bedingung  ist  zwar  nothwendig,  aber  nicht  hin- 
reichend.    Bemei'kt  man  nämlich,  dass  man  hat: 


und  multiplicirt  man  vorstehende  Gleichung  mit  8i»,  so  folgt: 

(i'^z,  +  mz  +  K'^x  =  0. 

In  dieser  in  Bezug  auf  die  Ditferentiale  der  drei  Veränderlichen  x,  z,  z, 
linearen  Gleichung  kann  mau  ij  als  constant  betrachten.  Sie  besitzt  be- 
kanntlich ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Constanten  (welche  durch 
eine  willkürliche  Function  von  y  ersetzt  werden  kann)  nur  in  dem  Falle, 
wenn  die   Euler'sche  Bedingung 

erfüUt  ist. 
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Somit  bildet  die  Existenz  dieser  letzteren  Gleichlieit  verbunden  mit 
der  in  Bezug  auf  z',  und  z*  linearen  Form  der  vorgelegten  Gleichung  die 
nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  diese  letztere 
Gleichung  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen 
Fvmction  von  y  besitze. 

In  genau  derselben  Weise  findet  man  die  Bedingungen  für  die  Existenz 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  X. 

52.  Es  ist  z.  B.  leicht  auf  diese  Weise  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 

{X  +  2/^)  z\  -  yz,z'  +  fcl)  z,  =  0 

kein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x  be- 
sitzen kann,  wohl  aber  ein  solches  mit  einer  willkürlichen  Function  von 
y  besitzt.  Um  dieses  zu  erhalten,  niultipliciren  wir  die  beiden  ersten  Glieder 
der  linken  Seite  der  gegebenen  Gleichung  mit  o.r;    dies  giebt: 

{x  +  yz)'^z,  —  yz^s. 

Betrachtet  man  in  diesem  binomischen  Differentialausdruck  s,  und  z 
als  einzige  Veränderliche,  multiplicirt  den  Ausdruck  mit  —  -^  und  inte- 
grirt,  so  findet  man: 


1 


yz,'^z  —  {x  +  yz)Zz,    x  +  yz 


Führt  man  jetzt  an  Stelle  der  ursprünglichen  abhängigen  Veränderlichen  s 
eine  neue  Veränderliche  u  ein,  indem  man  setzt: 


x-\-  yx 


so  findet  man  hieraus  durch  Differentiation  nach  x: 

zXl  +  yzO-  ix'\-yz)z', 


ii' 


Addirt  man  diese  letztere  Gleichung  zu  der  mit  -,  multiplicirten  gegebenen 

zf 

Gleichung,  so  erhält  man: 

x-\-yz 


IC 


oder: 

I  ^  A 

x  +  y 
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Man  erhält  also  eine  Gleichung  erster  Ordnung;  da  darin  keine  Ab- 
leitung nach  ;/  vorkommt,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  dieselbe  wie  eine  ge- 
wöhnliche Ditl'erentialgleichung  zwischen  den  Veränderlichen  x  und  n  iute- 
grirt  und  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  durch  eine  willkürliche 
Function  von  y  ersetzt: 

=  v^(?/). 


x-^y 


Indem    mau    in   diese  Gleichung   für   n    seinen  Werth   einsetzt,   erhält 
man  das  Integi-al  erster  Ordnung  der  vorgelegten  Gleichung  in  der  Form: 

'        (a;  +  y) !/'(!/)  *       (^-\-y)ii>{y)' 


In  dieser  Gleichung  erster  Ordnung  kommt  keine  Ableitung  nach  x 
vor;  integi-irt  man  sie  also  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zwischen  den  beiden  Veränderlichen  y  und  ^  und  ersetzt  mau  die  willkür- 
liche Constante  des  Integrals  durch  eine  willkürliche  Function  von  x^  so 
findet   man   als   allgemeines   primitives   Integral   der    gegebenen   Gleichung: 


H  +  4^'''""""to^]- 


53.  Hat  man: 

G  =  l,  H  =  P,  K  =  Q/,  +  m  —  M, 

wo  M,  N,  P,  Q  gegebene  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  ist  die 
betrachtete  Gleichung  linear  in  Bezug  auf  s,  z',  z„  z\  und  von  der  Form: 

^;  +  Qs,  +  Pz'  +  ^s  =  -3^, 

und  die  Bedinguugeu  dafür,  dass  dieselbe  ein  allgemeines  lutegral  erster 
Ordnung  mit  willkürlichen  Functionen  von  x  allein  oder  von  y  allein  haben 
könne,  drücken  sich  respective  aus  durch  die  Gleichungen: 

?^  —  A^  +  p(>  =  0,  1^  —  A"  +  pq  =  0. 

ex  '    Sy 

Diese  Bedingungen  sind  auch  von  Euler  (Inst.  calc.  integr.  t.  III)  be- 
wiesen w^orden. 


360       Anhang  II.   Imsclienetsky,  Part.  Diiferentialgleichungen  IL  0.    [Nr.  54— 56] 

Die    gegebene   Gleicliung    kann    nämlich    unter    den   beiden    folgenden 
Formen  geschrieben  werden: 

ifet^'  +  efe  +  p.)  +  [n-  pq  -  g).  =  M, 

^itifel  +  P(^'  +  Qz)  +  [n-  pq  -  ^)^  =  M; 

und  wenn  die  eine  der  vorstehenden  Bedingungen  erfüllt  ist,  so  ergiebt 
sich,  wenn  man  an  Stelle  der  ursprünglichen  Veränderlichen  z  im  ersten 
Falle  die  Veränderliche 

im  zweiten  die  Veränderliche 

V  =  z'  -\-  Qz 

einführt,  eine  der  beiden  folgenden  Gleichungen  : 

u*  _}-  Qu  =  31,     V,  -\-  Pv  =  31, 


welche  die  allgemeinen  Integrale  der  ersten  Ordnung  liefern,  nämlich  die 
erste  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  von  ?/,  die  zweite  ein 
Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x. 


54.  Die  folgenden  Worte  Ampfere's,  die  auch  heute  noch  vollständig 
wahr  sind,  kennzeichnen  die  Wichtigkeit  und  den  Grad  der  Entwickelung 
der  Theorie  der  Integration  der  Gleichungen,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen zu  betrachten  begonnen  haben: 

„Die  partiellen  Diiferentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  nur 
die  Ableitung  s'^  von  dieser  Ordnung  enthalten,  müssen  mit  um  so  grösserer 
Sorgfalt  untersucht  werden,  als  es  sehr  oft  geschieht,  dass  sich  die  andern 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  man  integriren  soll, 
darauf   zurückführen   lassen.     Die   allgemeine  Integration  der  in  der  Form 


^o^ 


F{x,  y,  z,  s\  z„  ^;)  =  0 

enthaltenen  Gleichungen  kann  als  die  erste  der  zu  lösenden  Aufgaben 
betrachtet  werden,  wenn  man  zur  Integration  aller  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  crelanwen  will.  Indessen  scheint  sich  dieses  Problem  noch  lange 
den  Methoden  der  gegenwärtigen  Analysis  entziehen  zu  wollen;  man  kann 
diese  Gleichungen  nur  in  dem  soeben  besprochenen  Falle  (unter  der  Be- 
dingung {E)  Nr.  51)  integriren,  wo  dieselben  ein  Zwischenintegral  besitzen, 
und  in  dem  Falle    der    linearen  von  Laplace    integrirten   Gleichungen*)." 


*)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XVIII  cahiev,  p.  43. 
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Nach  diesen  Betrachtungen  zu  urtheilen,  niuss  jeder  wirkliche  Fort- 
schritt in  der  Entwickelung  und  Verallgemeinerung  der  Integrationsmethoden 
t'iir  die  <ileichungen  von  der  betrachteten  Form  für  die  ganze  Theorie 
der  partiellen  Diti'erentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  gi'osser  Be- 
deutung sein. 

55.  Die  von  Ampere  erwähnte  Laplace'sche  Methode  sucht  ver- 
mittelst einer  passenden  Veränderung  der  abhängigen  Veränderlichen  die 
Integration  einer  linearen  Gleichung 

-:  +  Q^,  + 1'^'  +  ^2  =  j/, 

welche  keiner  der  beiden  Integrabilitätsbedingungen 

genügt,  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  derselben  allgemeinen  Form 
zumckzuführen. 

Wenn  die  transformirte  Gleichung  den  Integi-abilitätsbedingungen  eben- 
falls nicht  genügt,  so  kann  man  auf  dieselbe  wiederum  die  nämliche  Trans - 
foraiationsmethode  anwenden.  Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt 
man  entweder  zu  einer  linearen  Gleichung,  welche  den  Integrabilitäts- 
bedingungen genügt  und  durch  deren  Integral  man  das  der  gegebenen  aus- 
drücken kann,  oder  mau  überzeugt  sich  von  der  Unmöglichkeit,  diese  letztere 
Gleichimg  in  endlicher  Form  zu  integriren. 

Demnach  gründet  sich  diese  Methode  auf  die  Möglichkeit,  das  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  mittels  des  Integrals  einer  andern  Gleichung 
von  derselben  allgemeinen  Form  auszudrücken,  die  aber  bestimmten  Be- 
dingiTngen  genügt,  denen  die  gegebene  Gleichung  nicht  Genüge  leistet. 
Man  kann  aber  zeigen,  dass  dieses  Verfahren  nicht  allein  auf  die  linearen 
Gleichungen,  auf  welche  Laplace  sich  beschränkt  hat,  sondern  auch  auf 
Gleichungen  von  der  allgemeineren  Form 

Gz',  -\-  Hz'  +  K  =  Ö (rt), 

in  welcher  Cr,  H,  K  als  Functionen  von  x,  y,  ^,  z,  sich  darstellen,  An- 
wendung findet.  Hat  man  diese  Verallgemeinerung  begründet,  so  erhält 
man  daraus  leicht  die  Laplace'sche  Methode  als  besonderen  Fall. 

56.  Wir  gehen  nun  über  zur  Integration  der  vorstehenden  Gleichung, 
wie  oben  angedeutet  wurde  (Nr.  51).  Wir  multipliciren  die  beiden  ersten 
Glieder  ihrer  linken  Seite  mit  c':^,  dies  giebt  den  Differentialausdruck 

(r^z,  +  R-bz. 


362      Anhang  II.   Imschenetsky,  Part.  Differentialgleichungen  II.  0.    [Nr.  56—58] 

Hierin  betrachten  wir  s,  und  z  als  einzige  Veränderliche,  bestimmen  den 
integrirenden  Factor  ß  und  integrireu  sodann.    Man  erhält  so  die  Gleichung: 

J//((xC^,  +  Rqz)  =  F{x,  11,  z,  ^,), 

deren  rechte  Seite  der  Werth  des  Integrals  auf  der  linken  ist.  Jetzt  führen 
wir  an  Stelle  von  z  die  neue  abhängige  Veränderliche  u  ein,  indem  wir 
setzen : 

u  =  Fi^x,  y,  z,  z). 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x  giebt: 

Mithin  erhält  man,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  mit  jLi  multiplicirt 
und  das  Product  von  der  vorstehenden  Gleichung  abzieht: 

ox         '^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  drückt  sich  in  bestimmter  Weise  mittels 
X,  y,  0,  z,  aus;  man  kann  daher  der  Einfachheit  wegen  setzen: 


u 


''  =  F^{x,  y,  z,  z,). 


Wenn  die  Functionen  F  und  F^   nicht  von  einander  verschieden  sind 
in  Bezug  auf  z  und  ^„  d.  h.  wenn  man,  indem  man  aus  den  Gleichungen 


u 


=  F{x,  y,  z,  z,),      W  =  F^{  X,  y,  z,  z,) 


eine  der  Grössen  z,  z,  eliminirt,  auch  zugleich  die  andere  mit  eliminirt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  n,  u',  aus  der  man,  wie  wir  oben 
(§  8)  gezeigt  haben,  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  y  ableiten  kann.  In  diesem  Falle  muss  man 
aber  bekanntlich  die  Identität  haben: 

8^    8ä,  (iz,     80  ' 

welche  auch  die  Bedingung  der  Existenz  des  in  Frage  kommenden  Integrals 
erster  Ordnung  ist  und  äquivalent  sein  muss  der  oben  gegebenen  Bedingung: 

G(f-m  +  Hm  -  f]  +  Ki'-^  _  f]  =  0. 

\  8a;  oz  I  \  cz,  ex  I  \  er  dz,  ] 
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In  der  Thai  veriticiii  man  leicht,  dass  diese  letztere  Bedingung  aus 
der  ersten  folgt*). 

57.  Wir  sind  nunmehr  /u  der  Frage  gelaugt,  welche  den  Gegenstand 
dieser  Untersuchung  bildet:  Wie  hat  man  zu  verfahren,  wenn  die 
vorstehenden  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind? 

Wir  bemerken,  dass  die  Gleichungen 

/,  =  F{x,  y,  z,  z,),     7t'  =  F^  {x,  ?/,  z,  z,) 

als  ilquivalent  zu  der  gegebenen  Gleichung  betrachtet  werden  können, 
Substituirt  man  nämlich  den  aus  der  ersten  folgenden  Werth  von  «  in  die 
zweite,  so  erhält  man  die  gegebene  Gleichung.  Löst  man  die  vorstehenden 
Gleichungen  algebraisch  nach  z  und  z,  auf,  so  erhält  man  zwei  andere 
Gleichungen  von  der  Form: 


'o^ 


^  =  f{x,  y,  »,   '('),     z,  =  fiix,  y,  n,  u'). 

die  äquivalent  sind  denen,  aus  welchen  sie  abgeleitet  sind,  und  somit  auch 
der  gegebenen  Gleichung.  Wenn  man  also  in  die  gegebene  Gleichung  die 
vorstehenden  Werthe  von  ^,  z,  und  die  durch  Difterentiation  der  vor- 
stehenden Gleichungen  nach  x  erhaltenen  Werthe  von  z\  z\  substituirt, 
so  muss  man  nothwendig  für  jeden  Werth  von  n  eine  Identität  erhalten. 
Nun  muss  die  Function  u  so  bestimmt  werden,  dass  die  Werthe  z  =  f  und 
s,  =  /"i  mit  einander  vei-träglich  sind,  und  dies  erfordert,  dass  die  Ab- 
leitung von  f  nach  y  gleich  /\  sei.  Drückt  man  diese  Bedingung  aus,  so 
hat  man  die  Gleichung: 

7\-f  7\f  J^/* 

g^,  <  +  £];"'  +  ijj  —  fii'"'  P'  '''  ''')  =  0   .     .     .     (a,). 

Bestimmt  man  das  Integral  dieser  und  substituirt  mau  den  Werth  dieses 
Integrals  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

z  =  f{x,  y,  II,  u% 

so  erhält  man  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

58.  Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung  (rt^),  betrachtet 
als  linear  in  Bezug  auf  ?<^  und  ?;„  kein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  x  haben  kann.  In  der  That,  multiplicirt  man  die 
beiden  ersten  Glieder  ihrer  linken  Seite  mit  cy  und  integrirt  man,  so  folgt: 


m  ^- 


+  ^  ?'wj  =  f{x,  y,  n,  n')  ==  v. 


^)  Vgl.  z.  B.  Boole,.  Treatise  on  Differential  Equations  p.  271. 
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Differentiix't  man  den  Werth  von  v  nach  y,  so  findet  man: 

S/-      ,     ,     S/'         ,      9/- 
''-    ^'  "'  +  Sl^  '''  +    S^' 

und  indem  man  dies  von  der  Gleichung  (a^)  abzieht,  erhält  man: 

■ü,     =     fy{X,      y,      II,      ?{')• 

Hier   sind  f  und  f\   offenbar  dieselben  Functionen,  die  wir  oben  hatten. 

Die  Gleichung  (a^)  würde  ein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  will- 
kürlichen Function  von  x  haben  können,  wenn  der  Ausdruck 

^K  _  ^  K 

hu   Sit'  S?('   Sw 

identisch  gleich  Null  wäre.     Aber  man  hat  infolge   eines  bekannten  Satzes 
über  die  Functionaldeterminanten  von  inversen  Functionen 


¥  e/; 

of    K 
Sil'   Sit 

1 

Su  Sit' 

dF  dF, 
8w    SV, 

hF  sf; 

Sr,    8y 

Die  Determinante,  welche  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vor- 
kommt, ist  nach  Voraussetzung  verschieden  von  Null.  Mithin  kann  die 
Determinante  auf  der  linken  Seite  weder  gleich  Null  noch  gleich  unend- 
lich sein. 

59.  Mithin  führt  die  Gleichung  (a^),  betrachtet  als  linear  in  Bezug 
auf  n',  und  M,,  nicht  zum  gewünschten-  Ziele.  Lidessen  bleibt  noch  die 
Möglichkeit ,  die  Frage  in  der  Weise ,  wie  wir  es  uns  vorgenommen ,  zu 
erledigen,  wenn  die  Gleichung  (a^)  gleichfalls  linear  ist  in  Bezug  auf  u 
ixnd  u'j  und  dazu  ist  nur  nöthig,  dass  die  Functionen  f  und  f^  vom  ersten 
Grade  seien  in  Bezug  auf  u'.  Wir  führen  diese  Bedingung  ein,  indem 
wir  setzen: 

^   =    f(x,   y,   n,   u')  =  Mh'  +  N 

wo  31,  N,  m,   II  Functionen    von  x,  y,  u  bezeichnen. 
Jetzt  nimmt  die  Gleichung  {a{)  die  Form  an: 


-.r  ,     ,     /e^l^  ,    0.1/  \     ,     ,     SAT  SiY 

'     '     \  S({       '     '     S^  /  o?t      '  Sy 


—  n  =  0, 


oder,   wenn  man  zur  Abkürzung 

Sil/  ,     cM  ,     dN         ,     hN  j 

•^'    Sit  t'?/  8w  8z/ 

setzt : 

!/h',  +  hii'  +  Z;  ==   0 («')• 


Integration  der  einfachston  Formen.  365 

Weuu  die  Gleichung  (a')  der  IntegrabilitUtsbedingung 

-^  \c!X  iiu)     '         \lu,  cxj     '         \0M  eil,) 

genügt,  welche  infolge  der  Gleichungen 

ig  U    SM 

8w  8w,  Sm 

die  Form  annimmt: 

/S/t  Sfc\     ,  ,  (ck  c(j\  ,, 

so  wird  dieselbe  ein  Integi"al  erster  Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  y  haben,  mit  dessen  Hülfe  man  das  primitive  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (a')  erhalten  kann;  sodann  erhält  man  das  Integral  der  Glei- 
chung (a)  durch  die  Formel: 

s  =  f{x,  y,  n,  u'). 

Genügt  die  Gleichung  («')  der  Bedingung  der  Integrabilität  nicht,  so 
kann  man  auf  sie  wiederum  die  Trausfoi-mationsmethode  anwenden,  die  man 
auf  die  Gleichung  (a)  angewandt  hat.  Fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man 
entweder  zu  einer  Gleichung,  welche  der  Inlegrabilitätsbedingung  genügt 
und  somit  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  liefert,  oder  man  über- 
zeugt sich   von    der   Unmöglichkeit,   diese   Autlösungsmethode   anzuwenden. 

60.  Wir  wollen  die  vorstehende  Theorie  durch  ein  sehr  einfaches  Bei- 
spiel erläutern.     Wir  nehmen  die  Gleichung: 


^•;   —   ^z'  =  (». 


Vergleicht  man  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung 

^^  +  Hz'  +  K  =  0, 

so  findet  man,  dass  die  Integrabilitätsbedingung  (E)  erfüllt  ist:  und  in  der 
That,  multiplicirt  man  die  gegebene  Gleichung  mit  ex,  so  folgt: 

^Z,    ^C£-   =    0, 

und  hieraus  erhält   man   durch   Integration   das   allgemeine   Integral   erster 
Ordnung: 

welches  eine  willkürliche  Fimction  von  y  enthält. 
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Da  man  aber  die  Gleichtingen  zwischen  zwei  Veränderlichen  s^  y  von 
der  Form  der  letzten  Gleichung  nicht  zu  integriren  weiss,  so  können  wir 
uns  derselben  nicht  bedienen,  um  daraus  das  ursprüngliche  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  abzuleiten.  Vergleichen  wir  daher  die 
gegebene  Gleichung  mit  der  andern  allgemeinen  Form 

Gz\  +  Ä?,  +  JT  =  0, 
so  haben  wir: 

Q  ===   \^  B  =  0,  K  =  —  2S' 

und,  wenn  man  bestätigen  will,  ob  die  Integrabilitätsbedingung 

erfüllt  ist,  so  findet  man,  dass  ihre  linke  Seite  nicht  gleich  Null,  sondern 
gleich  g'  ist.  Mithin  kann  die  gegebene  Gleichung  kein  Integral  erster 
Ordnung  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x   haben. 

Es  bleibt  uns  daher  nur  übrig,  auf  die  oben  auseinandergesetzte  all- 
gemeine Methode  zurückzugehen,  nach  welcher  man  zunächst  findet: 


a; 
ein,  indem  wir  setzen: 


Führen   wir   sodann   an   Stelle   von  s  die   neue   abhängige  Veränderliche  z' 


V  =  z , 

difierentiiren   sodann   diese   Gleichung   nach   y  und   addireu  sie  zu  der  ge- 
gebenen, so  folgt: 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 

^  =  — ,  .s^'  =  V. 

V 

Substituirt  man  in  die  gegebene  Gleichung  die  für  z  und  z'  erhalteneu 
Werthe,  sowie  den  Werth  von  z',  welchen  man  findet,  indem  man  die 
zweite  der  obigen  Gleichungen  nach  y  dilFerentiirt,  so  erhält  man  die 
Identität  v,  =  y,.  Damit  aber  die  Werthe  von  z  und  z'  mit  einander 
verträglich  seien,  muss  man  der  Bedingung  genügen: 


die  man  auch  so  schreiben  kann: 


2'-logü   
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Liouvillei)  h^f   ^jg   allgemeines  Integral  dieser  Gleichung   den   Aus- 
druck trefunden: 


o^ 


_  2<p'(.'-)y(.'/)e''^<'')-*-'''<y^ 
'^  ^  [l  _"e'/'('-)+'/C'/)]»~* 

-Mau  erhält  aus   ihm: 

log«;  =  log2  4-  logf/)'(x)  4-  loinp'iy)  +  (p{x) -{-  ipiy)  -  21og  [1  -  c'/'(^)+"(.'/)]. 

Ditierentiirt  man  schliesslich  diese  letztere  Gleichung  nach  y/,  so  erhält  mau 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen: 

dessen  Richtigkeit  leicht  zu  bestätigen  ist.    Dieses  Integral  muss  aber  auch 


der  Gleichung  genügen: 


^■.  -  i  ^•-'  =  '^(^). 


Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  so  ist: 
11   /dlog^p'  \2        .^/cHogv/  A  e''  + V  _£^;H^ 

T^'-Tl-^^  +  v^j  +Hz^r  +  '^]i:r>^~^^'^lTiv^/^'r 

und  indem  mau  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abzieht: 
1    ^2         d-\og'H>'{y)    .    ^.,,.  1    \d\og'ii,'{y) 


2  dy 


V^  +  rill)  -  \  ['-^1^  +  VW 


2 

1 


wobei  die  rechte  Seite  einer  willkürlichen  Function  ^{y)  gleichgesetzt 
wei'den  kann  wegen  der  vollständig  unbestimmten  Form  dieser  Function 
und  der  Function  \p  (?/). 

Bemerkung.  Auf  diese  Weise  erhält  man  unter  andern  das  Integral 
der  vorstehenden  Gleichung  zwischen  z  und  «/,  die  von  einer  ziemlich  com- 
plicirten  Form  ist.  Man  leitet  dieses  Integral  aus  dem  soeben  angegebenen 
Werthe  von  z  ab ,  indem  man  darin  bloss  (p  (x)  durch  eine  willkürliche 
Constante  ersetzt. 


^)  Monge,   Application  de  TAnalyse   ä  la  Geometrie  55  ed.,   corrigee  par 
LiouviUe,  Note  IV,  p.  597. 
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§  10. 

61.  Untersuchen  wir  jetzt,  wie  man  aus  der  vorstehenden  Verall- 
gemeinerung die  Laplace'schei)  Methode  für  die  Integration  der  linearen 
Gleichung 

-;  +  Pz'  +  Qz;  +  Ä'-  =  M 

in  dem  Falle  ableiten  kann,  wo  die  Ausdrücke 

N  —  PQ  —  P'  =  A,    N  —  PQ  —  Q,  ==  0 

nicht  gleich  Null  sind. 

Nach  der  allgemeinen  Methode  multiplicirt  man  die  beiden  ersten 
Glieder  der  gegebenen  Gleichung  mit  "dx,  betrachtet  in  dem  Producta  ^, 
und  s  als  einzige  Veränderliche  und  integrirt  sodann;  dies  giebt: 

J(c^,  +  P%^)  =  z,  +  Ps. 

Sodann  führt  man  an  Stelle  von  z  eine  neue  abhängige  Veränderliche  ein, 
indem  man  setzt: 

z,  +  Ps  ==  u. 

Ditferentiirt  man   diese   nach   x  und  subtrahirt   man   das  Resultat   von  der 
gegebenen  Gleichung,  so  kommt: 

Qp:,  -\-  {N  —  P')  s  =  M  —  u'. 
Löst  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  nach  g  und  s,  auf,  so  findet  man: 

z  =  \  {M—  Qu  —  n'),    g,  =  --  \{N  —  P')  n  +  Pu'  —  MP\. 

Jx  Jx 

Oöenbar  genügt  man  der  gegebenen  Gleichung,  indem  man  den  Werth 
von  z,  welcher  durch  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ge- 
liefert wird,  substituirt,  vorausgesetzt,  dass  der  Werth  von  £„  welchen  man 
daraus  erhält,  gleich  ist  demjenigen,  welchen  die  zweite  dieser  beiden  Glei- 
chungen giebt.  Demnach  muss  die  Function  u  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt werden: 

IM—  Qu  -  ?(/\  {N  —  P')u  +  Pu'  —  MP 


Entwickelt   man    dieselbe   und   ordnet   das   Resultat   nach   der   absteigenden 
Ordnung  der  Ableitungen  von  u,  so  findet  man  die  lineare  Gleichung: 

?{'  +  pti'  -\-  Q^i,  -{-  '>^i'  =  wi, 


Histoire  de  TAcademie  des  Sciences,  1773. 
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wo  gesetzt  ist: 

p  =   1>  -    ^  q   =.    Q 

w  =  .V  —  /-  -f-  <^,  —   (^   '^.      m  =  M,  —  M  ^'  +  MF. 

62.  Aus  dem  vorigen  l'aragraphen  wissen  wir  schon,  dass  die  trans- 
forniii-te  Gleichung  kein  lategral  erster  Ordnung  haben  kann  mit  einer 
willkürlichen  Function  von  x,  und  in  der  'fhat,  bildet  man  den  Ausdnick, 
welcher  verschwinden  muss,  wenn  ein  solches  Integral  erster  Ordnung 
existiren  soll,  so  findet  man  für  diese  Grösse: 

h  =  >i    —  2^(1  —  q,  =  N  —  PQ  —  P'  =  A, 

und  dies  ist  nach  Voraussetzung  verschieden  von  Null. 

Bilden  wir  sodann  den  Ausdruck,  welcber  gleich  Null  sein  muss,  wenn 
die  transformirte  Gleichung  ein  Integral  erster  Ordnung  mit  einer  willkür- 
lichen Function  von  y  besitzt,  so  folgt: 

B  ==  n  —  M  -  !>'  =  iY  -  P(i  -  P'  -h  {q,  -  P')  +  (^/)', 
oder  infolge  der  Gleichungen 

A  =  N  —  FQ  —  P',  a  =  N  —  Pq  —  Q, 
und  der  hieraus  folgenden: 


o^ 


A  —  a  =   Q,  —  P': 

63.  Man  sieht  hieraus,  dass  B  gleich  Null  sein  kann,  auch  wenn  es 
Ä  und  a  nicht  wären.  Ist  B  nicht  gleich  Null,  so  kann  man  auf  die 
transformirte  Gleichung  dasselbe  Transformationsverfahren  anwenden  wie 
auf  die  gegebene  Gleichung.  Es  ist  indessen  noch  einfacher,  anstatt  die 
transformirteu  Gleichungen  zu  bilden,  die  Reihe  der  zu  B  und  h  analogen 
Grössen  fortzusetzen,  von  deren  Werth  die  Integi-abilität  der  zu  ihnen  ge- 
hörigen Gleichungen  abhängt.  Diese  Reihe  kann  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden: 

I)        B  =  -^ \-2A  —  a,     b  =  A 

Mansion,  Part.  Dififerentialgleichungen.  24 
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Gelangt  man  bei  der  Fortsetzung  der  Reihe  A,  B,  C,  .  .  .  zu  einem 
Gliede,  welches  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Laplace'sche  Methode  anwendbar, 
und  der  Rang  des  Gliedes,  welches  verschwindet,  giebt  an,  nach  wieviel 
Transformationen  man  das  gesuchte  Integral  erhält. 

64.  In  der  vorstehenden  Untersuchung  kann  man  der  Veränderlichen  y 
die  Rolle  zuertheilen,  welche  x  hatte,  und  umgekehrt.  Man  gelangt  auf 
diese  Weise  zu  der  folgenden,  der  vorhergehenden  ähnlichen  Reihe: 


Dabei  muss  man   beachten,    dass   B,  C,  .  . .  .,  ö,  c,  ...  in   den  Formeln  I 
und  n  verschiedene  Bedeutungen  haben. 

65.  Wendet  man  diese  Methode  auf  die  Gleichung  an: 


ö 


in  welcher  P  =  xy,   Q  ^  0,   N  =  —  2?/,    M  =  0  ist,    so  findet  man 
nach  den  Formeln  (I): 

A  =  —  2y,  B  =  —  4i/,     C  =  —  hy, 

(i  ^  —  2y,  &  =  —  Sy,      c  ^  —  4y, 


Mithin  kann  die  Reihe  der  Grössen  A,  B,   C,  ...  nicht  mit  Null  endigen. 
Wendet  man  aber  die  Formeln  (II)  an,  so  folgt: 

a  =  —  2y,      h  =  —  y,     c  =  0 
A  =  -   Sy,     B  =  —  2y. 

Somit   erhält   man   auf  diese    Weise    nach   drei   Transformationen   das 
Integral  der  gegebenen  Gleichung.     In  der  That,  setzt  man: 

^'  =  u, 

differentiirt    diese   Gleichung   nach  y  und   subtrahirt  sie  dann  von  der  ge- 
gebenen, so  folgt: 

xy£'  —  2yz  =   —  u,, 
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und  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 

1  ,      «, 

S  ^=   -      XU  -I-    — -. 
*  2  '     2»/ 

Somit  muss   man   haben: 

odei*: 

»'  4-  xyu'  -—   ?/«  ^  0. 
Setzt  man: 

u'   =    0, 

differentiirt  dies  nach  y  und  subtrahirt  das  Resultat  von  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  hat  man: 

xyu'  —  yt  =  —  ^,- 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 


(', 


Somit  muss  sein: 


u  =  xo  4-    - 

y 


o:  +  xyv'  =  0. 
^  =  Vi:y)  +  N      '^  q){x)dx 

^/  =  w'{y) —uY    '^  ^^ (^) ^^^' 

u  =  x\p{y)  -f-  -^-^  +  a;  e      2   <p{x)dx  —    e      2  x(p{x)dx. 


oder: 

Hieraus  folgt 

und: 
folglich : 


Bestimmt   man   endlich   die  Ableitung    von    u  nach  y  und   substituirt 
man  für  u  und  u,  ihre  Werthe  in  die  Formel 

2z  =  XU  -\ -, 

U 

so  erhält  man  als  das  gesuchte  allgemeine  Integral 


r/2 


2z  =  xhp{y)  ^^^yj'(^)  +^(^+a;2 1  e-'%(x)dx-^  ^     ^"'^^ 


r         ]        '    '  y 


e     2  x(p{x)dx 


1  1*  _  i!!^ 
+  —  e     2   (a;y2  —  l)xcp{x)dx. 


24* 
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§  11. 
66.  Eine  lineare  Gleichung  von  der  allgemeinen  Form 

s"  +  sz\  +  ts„  +  qs,  +  pz'  +  Ns  =  M, 

in  welcher  alle  drei  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  vorkommen 
und  in  der  die  Coefficienten  M,  N,  XJ,  q,  s,  t  gegebene  Functionen  von 
X  und  y  bezeichnen,  kann  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  ein- 
fachere Form  zurückgeführt  werden,  wenn  man  sich  auf  die  oben  (§  6,  Cap.  I) 
auseinandergesetzten  allgemeinen  Principien  stützt.  Man  braucht  dazu  nur 
an  Stelle  von  x  und  i/  in  diese  Gleichung  als  unabhängige  Veränderliche 
die  Argumente  a  und  ß  der  willkürlichen  Functionen  ihres  allgemeinen 
Integrals  einzuführen.  Zur  Bestimmung  der  Argumente  a  und  ß  selbst 
muss  man,  wie  bekannt,  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
von  der  Form 

integriren,  in  denen  m  und  n  die  Wurzeln   der  Gleichung   zweiten  Grades 

^^2  —  si  +  t  =  0 

bezeichnen,  die  man  aus  der  allgemeinen  Formel 

^z"  ^  8^;    ^   ^   8ä" 

erhält,  wenn  man  für  F  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  nimmt. 
67.  Auf  diese  Weise  kann  man  jedoch  nicht  erkennen,  ob  die  vor- 
stehende Gleichimg  nach  der  Laplace'schen  Methode  integrirt  werden  kann, 
bevor  man  darin  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  eingeführt  hat, 
was  die  vorangegangene  Integration  der  beiden  Gleichungen 

dy  =  mdx,     dy  =  ndx 

zwischen  den  zwei  Veränderlichen  x  und  y  erfordert. 

Indessen  hat  Legendre  ein  Verfahren  angegeben,  um  auf  die  gegebene 
Gleichung,  ohne  darin  die  unabhängigen  Veränderlichen  zu  verändern,  eine 
analoge  Untersuchung  unmittelbar  anwenden  zu  können.  Er  sagt,  indem 
er  von  den  von  ihm  erhaltenen  Resultaten  spricht:  Sie  sind  die  Frucht 
einer  sehr  beschwerlichen  Rechnung,  deren  Einzelheiten  hier  anzugeben  ich 
wegen  ihrer  Länge  nicht  für  nützlich  halte. 

Man  kann  jedoch  diese  Untersuchung  unter  einer  Form  anstellen,  die 
ziemlich  einfach  ist  und  vollständig  übereinstimmt  mit  den  im  vorher- 
gehenden  Paragraphen  dargelegten  Untersuchungen. 
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68.    /u   dem  Zwecke    führen   wir   die   Bezeichnungeu    1   und  V   eiu, 
welche  definirt  werden  durch  die  Gleichungen: 

in  denen  m  und  n  irgend  zwei  gegebene  Functionen  von  x  und  ij  bezeichnen. 

Stellt  man  durch  ii,   v  Functionen  von  x  und  y  dar  und  wendet  man 

eine    der    Operationen    Q    und    V   aui"   die    zusammengesetzten    Functionen 

u  +  t\  ti  ■  V,  —  an,  so  findet  man  sehr  leicht: 

□(u  ±v)  =  D«  ±  D« 

Q(u  -v)      =  H  .  □«  +  V  •  Qm 

n  ü  =   c[]u  —  n\}v 

V  n- 

Ferner  hat  man  nach  der  Definition: 

[]«  ==  u'  +  mi(„  Vrt  =  n'  -f-  nu,, 
woraus  folgt: 

,,    []tt-^  Vtt  ,  m\/u  —  n\ju 

j»  —  n  in  —  n 

Wendet   man  jetzt   auf  n   die  Operationen   []    und  V  nach    einander    aber 
in  verschiedener  Reihenfolge  an,  so  erhält  man  die  verschiedenen  Resultate: 

Vn^  =  u"  +  (*^  +  *0^/  ~l"  **"^^^,  +  (Vm)«„ 

[]Vw  =  n"  +  (w*  4-  *^)w^  +  wmM„  +  (Dw)^^» 
mithin: 

»?  —  n  ' 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

,,  V>»  —  Qw 

IX,   —^ 

m  —  n 
setzt: 

VDm  —  DV«<  =  /«(Dm  —  Vm). 

69.  Wir  nehmen  nun  eine  partielle  Diöerentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung von  der  Form: 

DV^r  +  PD^  +  Q^ß  +  Ns  =  M, 

wo  M,   N,   P,    Q   gegebene   Functionen    von   x   und  y    bezeichnen.     Wir 
schreiben  sie  in  der  folgenden  Weise: 

D(V^  +  Pz)  +  Q{Vs  +  Pz)  +  {N  —  PQ  —  GP>  =  M 
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und  bemerken,  dass,  wenn  man  hat: 

N  —  PQ  —  UP  =  0, 

die  Gleichung  folgendermassen  integrirt  werden  kann. 

Setzt  mau: 

V^  4-  P^  =  «, 

so  erhält  man  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

\2u  +  Qn  =  31, 

deren  Integral  nach  der  oben  auseinandergesetzten  Methode  (§  7)  erhalten 
wird  und  in  seinem  Ausdrucke  eine  willkürliche  Function  von  x  und  y 
einschliesst.  Substituirt  man  seinen  Werth  in  die  vorige  Gleichung,  so 
erhält  man  eine  andere  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Integrirt  man  sie  genau  ebenso  wie  die  erste,  so  liefert  sie  das  allgemeine 
Integral   des  Problems  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  von  x  und  y. 

70.  Es  giebt  noch  ein  anderes  Mittel,   um  die  betrachtete  Gleichung 
zu  integriren.     Mittels  der  oben  (Nr.  68)  festgestellten  Gleichheit: 

nv^  =  VD^  +  A*(v^  —  D^) 

kann  man  VQ^  an  Stelle  von  QV^  einfübren,  wodurch  die  gegebene 
Gleichung  die  Form  annimmt: 

VD^  +  (^  +  ^)V^  +  (-P  —  '**)D'^  +  iV^  =  31, 
und  diese  kann  man  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

Wenn  daher  die  Gleichung  besteht: 

N  —  {P  —  iii){Q  +  ,m)  —  V  (^  +  ß)  =  0, 

so  kann  man  die  gegebene  Gleichung  genau  so  wie  im  vorigen  Falle  integriren. 

71.  Wenn  die  Ausdrücke 

N—PQ—  UP^A     N--{P—fX){Q  -\-  ß)^V{Q  +  ß)  =  a 

von  Null  verschieden  sind,  so  führen  wir  an  Stelle  von  s  eine  neue  ab- 
hängige Veränderliche  «  ein,  indem  wir  setzen: 

V5^  •+  Ps    =   U.     ■ 


Integration  der  einfachsten  Formen.  375 

Führen    wir   an    beiden  Seiten   dieser  Gleichung   die  Operation   []   aus   und 
subtrahiren  wir  das  Resultat  von  der  gegebenen  Gleichung,  so  folgt: 

QVz  +  {N—  []P)z  =  M  —  G", 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

M-Qu-U»  sj.  ^  {N-UP)\u  +  Pnu-MP 

A  '  A 

Substituirt  man  in  die  gegebene  Gleichung  die  vorstehenden  Werthe 
von  z  und  X'z  und  die  Werthe  von  Q^"  imd  []^s,  welche  man  aus  den 
vorstehenden  Gleichungen  erhält,  indem  man  an  jeder  derselben  die  Ope- 
ration □  ausführt,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  man  auf  diese  Weise 
der  gegebenen  Gleichung  genügt.  Damit  aber  die  Werthe  von  V^  und 
D  Vä^,  welche  durch  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  geliefert  werden, 
gleich  seien  denen,  welche  mau  in  gleicher  Weise  aus  der  ersten  erhalten 
kann,  muss  nothwendig  die  folgende  Bedingung  erfüllt  sein: 

^IM-Qu-Uu_\   ^  {X-[]P)u-^Pn'^-MP 

Führt  man  auf  der  linken  Seite  die  Operation  V  aus,  so  kann  das  Resultat 
durch  die  Gleichung  dargestellt  werden: 

Um  dasselbe  aber  auf  eine  allgemeine  Form  zu  bringen,  die  mit  derjenigen 
der  gegebenen  Gleichung  vollständig  identisch  ist,  führen  wir  QVw  an 
Stelle  von  VQw  ein,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an- 
nimmt : 

GVif  -\-  pUi(  +  ffV«  +  '^u  =  l, 
wo  gesetzt  ist: 

p  =  P  -\-  fl ^,  q  =   Q  —  ß 

r  =  N  —  UP  +  ^Q-Q^,        l  =  \JM  —  q'2A  ^  MP. 

A  A 

72.  Um  ein  Urtheil  daiüber  zu  gewinnen,  ob  die  transformirte 
Gleichung  nach  der  soeben  auseinandergesetzten  Methode  integrirt  werden 
kann,  bilden  wir  die  Ausdrücke: 


n 


—  pq  —  Up  =  £<    .  »2  —  (2>  —  m)  ia  +  Li)  —  ,y(g  +  ^)  =  &. 
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Setzt  man  für  n,  p,  q  ihre  Werthe,  so  hat  man,  wie  man  leicht  sieht: 

^  =  D  ^  +  2^  —  «  -  A*  ^  +  /i,         h  ==  A, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Hiernach  ist  h  verschieden  von  Null,  dagegen  kann  B  gleich  Null  sein. 
Ist  auch  B  von  Null  verschieden,  so  kann  man  auf  die  transformirte 
Gleichung  dieselbe  Transformationsweise  anwenden  wie  auf  die  gegebene 
Gleichung.  Es  ist  jedoch  noch  einfacher,  anstatt  die  transformirte  Gleichung 
zu  bilden,  die  Reihe  der  zu  B  nud  h  analogen  Grössen,  von  deren  Werth 
die  Integrabilität  der  zu  ihnen  gehörigen  Gleichungen  abhängt,  weiter  fort- 
zusetzen.    Diese  Reihe  wird  in  folgender  Weise  gebildet: 

^^N—FQ-  UP,  a^N-iP-ß){Q+iLi)-V{Q+ß\ 

5=  0^  +  2.4-«-;^^  +  Ä,  h  =  A 


Die  Möglichkeit,  diese  Integrationsmethode  anzuwenden,  ist  dadurch  bedingt, 
dass  die  Reihe  Ä,  B,  C,  .  .  .  mit  Null  endigt.  Die  Ordnung  des  Gliedes, 
welches  zuerst  verschwindet,  giebt  an,  nach  wieviel  Transformationen  man 
das  gesuchte  Integral  erhalten  kann. 

Die  vorhergehende  Untersuchung  kann  man  unter  anderer  Form  dar- 
stellen, indem  man  sie  anwendet  auf  die  gegebene  Gleichung,  die  man  in 
der  Form  schreibt: 

VD^  +  {Q  +  m)  V5  +  (p  —  f^)Us  +  m  =  M. 

Man  hätte  aber  dann  nur  die  ganze  obige  Rechnung  zu  wiederholen,  indem 

man  überall  die  Zeichen 

P,  Q,  A,     a,      U,    V 

respective  durch 

4>  +  /*,     P  —  fJL,     a,     A,     V,     D 

ersetzt. 

73.  Um  zu  zeigen,  wie  die  vorstehenden  Resultate  auf  die  Gleichung 

2"  +  ss',  +  t^,>  +  '1^'  +  P^'  +  ^-  =  ^I 
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Anwendung    finden,    brauchen    wir    nur    für    m    und    n    die  Wurzeln    der 
Gleichung 

i'  -  'i^  +  '  =  0 

zu  nehmen,  wodurch  wir  den  oben  gegebenen  Fonueln  zufolge  die  Gleichung 
erhalten : 

□  V5  —  \s"  +  SP',  +  tz„  +  (Dw)^^]  =  0, 

und  indem  wir  diese  zur  gegebenen  Gleichung  addiren,  folgt: 

U^s  -\-{q  —  Un)z,  +  pz'  +  Nr.  =  M. 

Substituirt  man  die  Werthe 

^t  mVz  —  n\jz      ^    []z  —  \7z 

VI  —  n  '  m  —  n 

so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an: 

^  in  —  n         •-'       •  fii. —  ^i 

auf  welche  die  oben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  anwendbar  ist. 
74.    Um   diese  Methode    zu    erläutern,    wenden  wir   sie  auf  die  Glei- 
chung an: 

für  welche  die  Bedingung    der   Integrabilität   unter    endlicher  Form  schon 
von  Euler*)  festgestellt  worden  ist. 

Setzt  man: 

O^r  =  -er'  -j-  as,,     Vs  =  z*  —  az,^ 
so  hat  man: 

UVz  =  VUz  =  rj"  —  al-:,,, 

und  es  nimmt  daher  die  gegebene  Gleichung  die  Form  an: 


Hier  hat  man: 


P=0,  (?=0,  N=^,  Jf=0,  nP=0,  V(2  =  0,,«=0,  ^=^,  a  =  |-, 

folglich : 

^      ~  x''     A    ~         x'    ^    A     ~   x-' 


')  Miscellanea  Taurinensia,  T.  III,  p.  60. 


378      Anhang  II.  Imschenetsky,  Part.  DiiFerentialgleichungen  ILO.    [Nr.  74— 75] 
Hiernach  erhält  man  die  folgenden  Reihen: 
b  h_ 

c  =  -|,      r  =  |,     7c,  =  2ik,  +  l)-h 
d  =  ^,     D  =  ^_,     l-,  =  2(k,  +  l)-l; 


Fährt  man  so  fort  und  geht  man  bis  zum  n -\- 2^^^  Gliede,  so  folgt: 

**  =  ~3'i      ^  ^  ~^)     '"'h+i  ==  2(A-„  +  1)  —  /"'«-i- 
Die  Coefficienten  Je  genügen  somit  der  endlichen  Diffei'enzengleichung: 

die  man    unter   Einführung    des  Zeichens  A   für  die  endlichen  Differenzen 
auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

Durch  Integration  findet  man: 

Jc^_^  =  n{n  —  l)  +  Cn  +  C 
oder: 

Ic^  ==  n{n-{-  1)  +  <^(>^+  l)  +  <^'. 

Um    die   willkürlichen  Constanten    zu    bestimmen,    setze    man  w  =  1   und 
n  =  2,  dann  wird: 

fc  =  26'  4-  C,     &  =  3(7  +  (7^ 
also   C  =  0,  C"  =  &,  und  daher: 

fc„  =  ">^(^^  +  !)  +  &: 

Hieraus  erbält  man  die  Euler'sche  Bedingung:  Für  eine  gegebene 
Constante  h  ist  die  betrachtete  Gleichung  in  endlicher  Form  integrirbar, 
wenn  es  möglich  ist,  der  Bedingung  zu  genügen: 

w  (w  +  1)  +  fc  =  0, 

für  irgend    einen    ganzen   und  positiven  Werth  von  n.     Betrachtet  man  h 
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als  eine  unbestimmte  Constante  und  setzt  man  h  =  —   «  ()i  -\-  1),  si>  er- 
hält man  iu 

II  O  »»(»4-1)  A 

eine  Form  von  Gleichungen,    welche    in  endlicher  Weise    integrirbar    sind. 
Setzt  man  der  Reihe  nach 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  in  eine  der  folgenden  Fonuen  über:. 

,    2(n  +  l)     ,  ,^ 


9 


» 


l»     _    02^.      _    -l    ^.<    ==    0 


X 


Mithin  kann  die  Gleichung 


für  jeden  geraden  positiven  oder  negativen  Werth  der  Zahl  b  in  endlicher 
Form  integrirt  werden. 

75.  Bemerkung.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Laplace'sche  Methode 
auch  auf  gewisse  Gleichungen  anwendbar  ist,  die  gleichzeitig  endliche 
Differenzen  und  Differentialquotienten  enthalten.  Wir  könnten  auch  zeigen, 
dass  die  Grundidee  dieser  Methode  in  gleicher  AVeise  auf  mehrere  gewöhn- 
liche lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

anwendbar  ist ;  indessen  dürfte  hier  nicht  der  Ort  sein,  um  näher  auf  diese ' 
Einzelheiten  einzugehen. 


3.  Kapitel. 

Integration    coinplicirter  Formen  von  partiellen   Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  einer  abhängigen  und  zwei 

unabhängigen  Veränderlichen. 


76.  Die  Gleichung 

Rc"  -h  2Ä-^;  +  Lz;  +  Jf  +  N(^'%,  —  z':^  =  0    .     .     (1), 

iu  welcher  die  Coefficienten  H^  K,  X,  M,  N  als  irgendwelche  Functionen 
von  X,  y,  ^,  s',  z,  voi'ausgesetzt  werden,  stellt  die  allgemeinste  Form  der 
Gleichungen,  die  wir  betrachten,  dar,  für  welche  es  ganz  allgemeine  Methoden 
oder  eine  Theorie  ihrer  Integration  giebt. 

Monge ^)  hat  zuerst  eine  allgemeine  Methode  für  die  Integration  der 
Gleichungen  von  dieser  Form  2)  gegeben ;  aber  die  von  ihm  dargelegte 
^lethode  erschöpft  nicht  alle  die  Fälle,  die  bei  der  Integration  der  Glei- 
chungen, auf  welche  die  betrachtete  Aufgabe  führt,  eintreten  können.  Die 
vollständigste  Entwickelung  der  Theorie  dieser  Aufgabe  hat  Ampöre'^) 
gegeben.  Unter  den  neueren  Autoren,  welche  sich  mit  derselben  all- 
gemeinen Aufgabe  beschäftigt  haben,  kennen  wir  nur  die  beiden  englischen 
Mathematiker  Boole*)  und  De  Morgan.^) 


^)  Memoire  sur  le  calcul  integral  des  equations  aux  difterences  partielles. 
(Histoire  de  FAcad.  d.  Sciences  1784.) 

-)  Er  betrachtet  besonders  den  Fall  iV=  0;  jedoch  ist  diese  Beschränkung 
nicht  nothwendig. 

*)  Memoire  contenant  rapplication  de  la  theorie  exposee  dans  le  XVII§  cahier 
du  Journal  de  PEcole  Polytechnique.     (Journ.  de  TEc.  polyt.  t.  XL     1820.) 

^)  a)  Über  die  partielle  Ditferentialgleichung  zweiter  Ordnung 
Rr  -^Bs-^-Tt^  V{f  —  rt)  =  V 
(Crelle's  Journ.  Bd.  61,  1863).  —  b)  Treatise  on  Differential  Equations.  Supple- 
mentary  Volume  1865,  Ch.  XXVIII.  —  c)  In  der  Abhandlung:  Considerations  sur 
la  recherche  des  integrales  premieres  des  ^equations  difterentielles  partielles  du 
second  ordre,  vonBoldt,  im  Bulletin  de  l'Acad.  d.  Sciences  de  St.  Petersbourg, 
t.  IV.  1862.  Der  Titel  enthält  nach  Todhunt  er  bezüglich  des  Namens  des 
Verfassers  einen  Druckfehler.     Diese  Abhandlung  soll  Boole  gehören. 

')  Die  Untersuchungen  dieses  Autors  in  den  Cambridge  Phil.  Trans.  Vol.  IX, 
Part.  IV  sind  mir  nur  durch  den  Hinweis  bekannt,  den  Boole  darauf  gemacht, 
indem  er  zugleich  auf  die  Ähnlichkeit  ihrer  beiderseitigen  Methoden  aufmerksam 
macht. 
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Die  vou  diesen  beiden  Gelehrten  eingeschhigenen  Wege  sind,  obwohl 
sie  eine  weniger  allgemeine  und  weniger  vollstUndige  Untei-suchung  dar- 
bieten als  die  Arbeit  von  Ampere,  doch  nicht  weniger  bemerkenswerth 
wegen  der  neuen  Art  und  Weise,  mit  welcher  sie  das  Problem  angegriflen 
haben,  indem  sie  die  Integi'ation  der  betrachteten  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zurückführen  auf  die  Integration  zweier  simul- 
tanen partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Mit  Hülfe  dieser 
Reduction,  die  man  übrigens,  wie  Bour')  bemerkt  hat,  ausführen  kann, 
ohne  sich  von  den  fundamentalen  Theorien  Ampere's  zu  entfernen,  be- 
gründet man  sehr  einfach  die  verechiedenen  Bedingungen  zwischen  den 
Coefficienten  i/,  Ä,  .  .  .,  N,  durch  deren  Existenz  oder  Nichtexistenz  sich 
alle  möglichen  Fälle  offenbaren,  für  welche  Ampere  die  Theorie  der 
Integi'ation  gegeben  hat. 

77.  Die  Gleichungen,  auf  deren  Integration  die  betrachtete  Aufgabe 
zurückführt,  erhält  man  nach  der  Ampere 'sehen  Methode  folgendermassen. 
An  Stelle  der  ursprünglichen  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  führen  wir 
die  neuen  Veränderlichen  x,  a  ein,  indem  wir  die  Existenz  einer  gewissen  Ab- 
hängigkeit zwischen  x,  y  und  a  voraussetzen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir 
unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen,  die  wir  für  die  partiellen  Ableitungen 
in  diesen  beiden  Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  angenommen 
haben : 

3x  ■     "*"  '^'   ex'      ^x   ~  -"'  "T"  ""  b.r'       '(«  '"  \a     '     ^  '- 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

%z, 

Ott 

'""  ~  TU 

sodann  giebt  die  vorletzte: 

^/  __    SS/   St/       Ott 

'  Sa-  ex      oy 


(3), 


o 


(3) 


und  schliesslich  die  erste: 

er'  8y    S^, 


8a 


8^, 


8a;  Gx    ^x  "^  l^c^r )    cji_ (^^• 

Ca 

78.  Um  diese  Wertbe  in  die  Gleichung  (1)  zu  substituii'en,  bemerken 
wir  zunächst,  dass  man  hat: 

82,  /^\  2 

-"z    =1^  —  ^   ^''\  ^  4-  ('AYI  ^ 
"     "         \  8.r  hx    8a;  j  ^  ~^  \cx )  \  hy 

OK  ^8 


*)  Journal  de  rEcole  Polyt.  t.  XXII.     Sur  l'integration  des  equations  diffe- 
rentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre. 
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'^'  \S.r;/  '^   (ix    8x    S^    "•      \8«j      \    ci>/ 

Subtrahii-t  man  also  die  zweite  Gleichheit  von  der  ersten,  so  zerstören  sich 
die  Glieder  zweiten  Grades  in  — —  und  man  erhält: 


8« 


^u^     „">    _    /1^'V'    O-   /—  4-  ^   ^\.^ 

'^'     ~  [(jx)     '^  [hx  '^  ^x    8a;/ V 

Sa 
Hiernach  nimmt  das  Resultat  der  Substitution  die  Form  an: 

^-^^17,  =  ^ (4)' 

8a 

worin  gesetzt  ist: 

79.  Die  Werthe  der  Function  ^  und  ihrer  partiellen  Ableitungen, 
welche  man  aus  dem  zur  Gleichung  (1)  gehörigen  allgemeinen  Integrale 
erhält,  müssen  dieser  Gleichung  (1)  genügen.  Ebenso  werden  wir,  wenn 
wir  die  Function  ^  und  ihre  partiellen  Ableitungen  mittels  der  Veränder- 
lichen X  und  a  ausdrücken,  durch  diese  Ausdrücke  dem  Resultat  derselben 
Transformation  ausgeführt  an  der  Gleichung  (1),  d.  h.  der  Gleichung  (4) 
genügen. 

Bisher  ist  die  Wahl  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  a 
willkürlich  geblieben.  Setzen  wir  aber  voraus,  dass  a  das  Argument  einer 
der  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  in  dem  allgemeinen  Integrale 
vorkommen,  darstelle,  so  werden  wir  aus  den  vorhergehenden  Schlüssen 
sehr  wichtige  Folgerungen  ziehen  können.  Denn  bei  dieser  Wahl  der  neuen 
Veränderlichen  werden  dem  oben  Bewiesenen  zufolge  (Kap.  I,  §  4)  die  Aus- 
drücke der  partiellen  Ableitungen  der  Function  z  mit  dem  Integrale  in 
Bezug  auf  a  entweder  gleichartig  oder  ungleichartig  sein  können,  und  in 
diesem  letzteren  Falle  werden  die  Ausdrücke  der  partiellen  Ableitungen 
von  2  jeder  Ordnung  solche  willkürliche  Functionen  von  a  enthalten,  welche 
weder  in  dem  Integrale  noch  in  den  Ausdrücken  der  Ableitungen  der 
vorhergehenden  Ordnungen   vorkommen.     Nimmt   man   daher   an,    dass  die 
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Ableitungen  zweiter  Ordnung  xr",  s',,  s„  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf 
n  ungleichartig  seien,  so  muss  man  in  dem  Ausdrucke 

?a 

^   ~   ^" 

das  Vorhandensein  einer  willkürlichen  Function  von  a  annehmen,  welche 
weder  in  dem  allgemeinen  Integrale  noch  in  den  Ausdrücken  von  y,  ^',  .er, 

noch  in  ihren   partiellen  Ditlerentialquotienten  ?p,     ~  ,  7p  vorkommt,   denn 

bei  der  Differentiation  nach  x  wird  a  als  eine  Constante  betrachtet.  Mithin 
kann  die  in  Frage  kommende  Function  von  a  weder  in  P  noch  in  Q  vor- 
kommen, imd  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  kann  sich  nur  dann  auf 
Null  reduciren,  wenn  man  gleichzeitig  die  beiden  Gleichungen  hat: 

P==0,     (>=0 (5). 

80.  Umgekehrt,  wenn  man  beurtheileu  will,  ob  die  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  a",  5^,  ^r„  in  der  Gleichung  (1)  ungleichartig  mit  dem  Integral 
in  Bezug  auf  a  sind,  braucht  man  nur  die  Gleichungen  (5)  zu  nehmen 
und,  indem  man  damit  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  verbindet,  zwischen 

diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Ableitrmgen  ^r-,  7.—'.  ir-  zu  elimiuiren,    Ist 

°  ^       iix^   ax    Zx 

das  Eliminationsresultat  identisch  mit  der  gegebenen  Gleichung  (1),  so  werden 
die  Gleichungen  (5)  ihr  äquivalent  sein  und  die  Annahme,  dass  die  Ab- 
leitungen z",  zf„  z„  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  seien, 
ist  gerechtfertigt.  Dagegen  wird  diese  Annahme  falsch  sein,  wenn  man 
als  Eliminationsresultat  eine  von  (1)  verschiedene  Gleichung  zwischen 
X,  y,  z,  z',  z,,  z",  z'„  z„  erhielte. 

81.  Man  kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dass  für  die 
Gleichung   (1)   immer   der   erste   Fall   stattfindet.     Substituirt    man 

nämlich  in  die  Gleichungen  (5)  für  — ,   -^  ihre  "Werthe 

^  '-''  -bx       '^'  ^  ""  8a;' 
so  findet  man: 
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oder : 
Hz"  +  2Kz\  +  M-  NC"  +  2{K-Nz';)z„  |  -  (i?+  Nz,;)z„  (^|)'  ==  0 

L  +  Nz"  -2{K-  Nz^)  ^  +  iH+  Nz,,)  (g)'  =  0, 

und  um  ,;—  zu  eliminiren,  braucht  man  offenbar  nur  die  zweite  von  diesen 
öx  ' 

beiden    Gleichungen    mit    ^„    zu   multipliciren    und    sodann    zur    ersten    zu 
addiren,  wodurch  man  zu  der  gegebenen  Gleichung  kommt: 

Hz"  +  2Kz:  +  Lz„  -i-  M  i-  N{z"z„  —  <2)  =  o. 

82.  Die  Gleichungen  (5),  auf  welche  so  die  Integration  der  gegebenen 
Differentialgleichung  zurückgeführt  ist,  sind  von  der  ersten  Ordnung  aber 
nicht  vom  ersten  Grade,  und  in  dieser  letzteren  Beziehung  sind  sie  einer 
neuen  Vereinfachung  fähig.  Zu  diesem  Zwecke  lösen  wir  die  Gleichung 
(>  =  0  oder  die  mit  ihr  äquivalente  Gleichung 


nach  V-  auf: 

ax 


8^  ^  K—Nz',  +  i{K—Nz',)-  —  (ir+  Nz„)  (L  -j-Nz") 
ba;  ■S-\-Nz„ 


^   K  —  Nz',  ±  Vg^—  HL  —  N[Hz"+2Kz',+Lz„-{-N{2'%,—zi^)] 
—  H+Nz„ 

oder  infolge  der  Gleichung  (1): 

b^  ^^  K—Nz',  +  JK^—HL  +MN 

^x  JI  +  Nz„ 

83.  Man  erhält  auf  diese  Weise  für  -^^  zwei  Werthe,  was  sein  muss, 

CiX 

da  ja  die  unabhängige  Veränderliche  ö,  die  wir  in  Verbindung  mit  x  an- 
wenden, eins  der  beiden  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des  all- 
gemeinen Integrals  darstellt.    Bezeichnet  man  diese  Argumente  mit  a  und  ß, 

so  werden  die  beiden  verschiedenen  Werthe  von  A  den  beiden  verschiedenen 

6X 

Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  a;,  a  und  x,  ß  entsprechen.  In 
der  That  wurde  oben  (Kap.  I,  §  6)  bewiesen,  dass  die  verschiedenen  Werthe 

von  -~-,  welche  den  Argumenten  a  und  ß  entsprechen,  erhalten  werden  als 


Wurzeln  der  Gleichung 

hz„ 

SF  -611 

Iz',  ?iX 

^  ^z"  V^x] 
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Bezeichnet  man  jetzt  mit  F  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  so  findet  man: 


mithin    sind    die    beiden    Gleichungen    zweiten    Grades    in      •'    vollständisr 

bx  ° 

ideutiscli. 

84.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

A'2  —  HL  -{-  3IN  ==  G, 
so  hat  man  an  Stelle  von  (^  =  0  die  Gleichung: 


{H  -f  Nz„)  g  _  /i-  +  ivv  +  Vg^  =  0. 


8.V 
Femer  kann    die    Gleichung  F  ^  0    folgendermassen    geschrieben   werden: 

und  diese  nimmt  infolge  der  vorigen  Gleichung  die  Form  au: 

Die  verschiedenen  Vorzeichen  von  VG  entspi'echen  den  verschiedenen 
Systemen  von  unabhängigen  Veränderlichen  x,  a  und  x,  ß.  Das  Vorhanden- 
sein der  zweiten  unabhängigen  Verändei'lichen  a  oder  ß  tritt  nicht  zu  Tage, 
da  die  Gleichungen  nur  die  partiellen  Ableitungen  der  Functionen  y,  z',  z, 
nach  X  allein  enthalten,  während  a  und  ß  auch  in  den  Coefficienten  nicht 
explicit  auftreten.  Um  anzudeuten,  welche  der  beiden  Grössen  a,  ß  man 
gleichzeitig  mit  x  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  wendet  Ampfer e 
in  diesem  Falle  und  allgemein  in  analogen  Fällen  die  folgende  Bezeichnung 
für  die  partiellen  Ableitungen  an: 


^ 


0//        oz         oZf        01/        cz'        oz, 


bx{a    e.r(o;'    ar(a'    oa;{ß'    8a; (ß'    8a; (/3 


85.  Hiernach  kann  man,  wenn  man  vor  V6r  das  obere  Zeichen  bei- 
behält, falls  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  «,  und  das  untere  Zeichen, 
falls  sie  x,  ß  sind,  die  Gleichungen,  auf  welche  schliesslich  die  Integi'ation 
von  (1)  zurückgeführt  ist,  folgendermassen  schreiben: 

^^  +  iv^^  — A  — V^  =  0       ,  , 

8a;(a  8a;(a  (       .      .      .      {A.), 

H^  -\-  (K  —  \G)  pr-    +  M  =  0. 
^x{a         ^  '  8a;(a 

Mansion,  Pai-t.  Differentialgleichungen.  25 
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^Ä  +  ^Ä  -  ^  +  V^  =  0     1 
^i^?  +  (^  +  *'«)^^  +  ^^=o( 

Zu  jedem  dieser  beiden  Systeme  kann  man  noch  die  Gleichung 

ix  ~  -^    ^  ■■''   dx         ^^^ 

hinzufügen,  in  welcher  zusammen  mit  x  als  zweite  unabhängige  Veränder- 
liche entweder  a  oder  ß  auftritt,  je  nachdem  man  die  Gleichung  (C)  mit 
(-4)  oder  [B)  zusammennimmt. 

86.  Es  ist  hier  der  Ort,  auch  die  andern  am  Anfange  dieses  Kapitels 
erwähnten  Methoden  anzugeben,  mittels  deren  man  die  Integration  der 
Gleichung  (1)  auf  andere  den  Ampöre'schen  Gleichungen  (Ä),  (B),  {€) 
analoge  Gleichungen  zurückgeführt  hat.  Monge  hat  die  allgemeine  Form 
der  in  Bezug  auf  5",  ^',  s„  nur  linearen  Gleichungen  betrachtet,  aber  seine 
Methode  kann  leicht  ausgedehnt  werden  auf  die  Gleichungen,  welche  auch 
noch  in  Bezug  auf  z"s„  —  z'^^  linear  sind,  d.  h.  auf  die  allgemeine 
Gleichung: 

Hz"  +  2Kz',  +  Lz„  +  11  +  N{z"z„  —  z'/)  =  0. 

Er  beginnt  mit  der  Bemerkung,  dass  die  gegebene  Gleichung,  da  sie 
nur  eine  einzige  Relation  zwischen  den  drei  Grössen  z",  z\^  z„  darstellt, 
nicht  hinreichend  sein  kann  für  die  Bestimmung  der  Werthe  einer  jeden 
derselben  mit  Hülfe  von  a;,  y^  z,  z',  z,.  Wenn  man  daher  mit  ihr  die 
beiden  Gleichungen  verbindet: 

dz*  =  z"dx  -j-  z',dy,     dz,  =  z',dx  -\-  z„dy, 

welche  nur  die  Definitionen  der  partiellen  Ableitungen  z",  z\^  z„  darstellen 
und  daher  keine  neuen  Relationen  zwischen  ihnen  geben  („nichts  Neues 
aussagen")  können,  und  wenn  man  mittels  derselben  aus  der  gegebenen 
Gleichung  irgend  zwei  der  Grössen  z'\  z\,  z„  eliminirt,  so  erhält  man  auf 
diese  Weise  Gleichungen  von  der  Form: 


"O^ 


P  +  Qz„  ==  0,     i?  +  8z"  =  0,     T  +  Z7^;  =  0, 

welche  die  Werthe  von  z,,^  z",  z\  nicht  bestimmen  dürfen.  Da  somit  die  vor- 
stehenden Gleichungen  unabhängig  von  den  Werthen  der  Grössen  z,,,  z",  z\ 
stattfinden,  so  müssen  sie  sich  respective  auf  die  folgenden  reduciren: 

p=0,    (2=0;     7?  =  0,    Ä=0;      T=0,     ^7=0. 
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Es  ist  aber  leicht  zu   sehen,   dass  von   diesen   sechs  Gleichungen   nur 
zwei  nothwendig  sind,  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

V  =  0,     V   =   0, 

indem  die  andern  entweder  identisch  oder  äquivalent   mit  diesen  sind.     In 
der  That  führt  man  die  in  Rede  stehende  Elimination  aus,  so  findet  man: 

P  =  H{dxdz'  —  (lydz,)  +  IKdxdz,  +  Mdx^  —  Ndz'f   =  0 

R  =  L{dydz,  —  dxdz')  -\-  2Kdydz'  +  Mdy'  —  Ndz'^  =  0 

T  =  Hdydz'    +  Ldxdz,  -}-  Mdxdy  +  Ndz'dz,  =  0, 
und 

Q=S=  —  U=Hdy^  —  2Kdxdy  +  Ldx^  +  N{dxdz'  +  dydz,)  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  nimmt  aber  wegen 

dxdz'  +  dxjdz,  =  z"dx-  -f  1z',dxdy  +  z„dy- 
die  Form  an: 

{U-\-  Nz,yhß  —  2{K—Nz')dxdy  +  {L  -\-  Nz'yix'^  =  0. 

(1)1  dcc 

Löst  man  diese  auf,  einmal  nach  -,-,  sodann  nach  -,  ,  so  tiudet  man 

'  aaj'  dy 

mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Gleichung: 

(^y  =  TT  .  \t    —  dx,      dx  = ■-- ,    ,,   ' —  dy, 

worin 

G  :=  K^  —  HL  -\-  MN 

ist.     Schafft  mau  die  Nenner  weg,  bringt  alles  auf  eine  Seite  und  berück- 
sichtigt die  Gleichungen 

ds*  =  3"dx  4-  Kdy,     dz^  =  z'ßx  -f-  ^„dy, 

^         .        .  . 

so  kann  man  die  obigen  Gleichungen  in  folgender  Weise  schreiben: 

Hdy  ^^dz,  —  (K±i'Gr)dx  =  ^ (a) 

Ldx  4-  mz'  —  {K±iG)dy=:0 {af). 

Femer  geht  die  Gleichung  P  =  0,  in  der  Form  geschrieben: 
Hdxdz'  +  {2Edx  —  Hdy  —  Ndz^dz,  +  Mdx'^  =  0 
zufolge  der  Gleichung  (a)  über  in: 

Hdz'  +  (iC  =F  >^^)  dz,  +  Mdx  =  0       ....(&). 

25* 
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Auf  diese  Weise  sind  die  Gleichungen  P  =  0,  ^  =  0  ersetzt  durch  (a) 
und  (h). 

Sodann  nimmt  die  Gleichung  B  =  0,  wenn  mau  sie  so  schreibt: 

Ldyds,  +  {2Kdy  —  Ldx  —  Ndz')ds'  +  Md^ß  =  0 

zufolge  der  Gleichung  {a')  die  Form  an: 

Lds,  +  {K^1a)dz'  +  Mdy  =  0 {h'). 

Mithin  können  die  Gleichungen  5'  =  0  und  i?  =  0    ersetzt  werden  durch 
die  Gleichungen  [a')  und  (&').    Nun  ist  aber  die  Gleichung  (a')  äquivalent 
zu  (a)  und  (&')  erhält  man  durch  Elimination  von  dx  zwischen  (a)  und  (&). 
Endlich  geht  die  Gleichung  T  =  0,  in  der  Form  geschrieben: 

dz, {Ldx  +  Ndz')  +  {Hdz'  +  Mdx)dij  =  0 
zufolge  der  Gleichung  {a')  über  in: 

Hdz'  +  Mdx  +  (if  +  Vä)  dz,  =  0       ....     (6). 

Mithin  reducireu  sich  die  Gleichungen  T  =  0,    JJ  =  0  und  P  =  0,  jR  =  0 
auf  dieselben  Gleichungen  (a)  und  (ö). 

87.  Demnach  ist  nach  der  Monge'schen  Methode  die  Integration  der 
Gleichung  (1)  zurückgeführt  auf  die  Integration  des  Systems  von  Gleichungen: 

Hdy  +  Ndz,  —  (K  ±  VÖ)  dx  =  0 

Hdz'  +  (KT  V^)  dz,  +  3Idx  =  0, 

mit  denen  man  noch  die  Gleichung 

dz  =  z'dx  -\-  z,dy 
verbinden  kann. 

Die  Gleichungen  Ampfer e's  (^),  (P),  (C)  werden  durch  Multiplication 
mit  dx  der  Form  nach  identisch  mit  den  vorstehenden,  indessen  unter- 
scheiden sich  diese  beiden  Systeme  von  Gleichungen  wesentlich  dadurch, 
dass  das  eine  die  Differentiale  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  und 
die  totalen  Differentiale  der  abhängigen  Veränderlichen  enthält,  während 
in  dem  andern  das  Differential  nur  einer  einzigen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zugleich  mit  den  partiellen  Differentialen  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen nach  dieser  unabhängigen  Veränderlichen  auftritt. 

88.  Wir  betrachten  nun  auch  die  Methode  von  Boole.  Sie  gründet 
sich  auf  die  Annahme  der  Existenz  eines  Zwischenintegrals  oder  eines  In- 
tegrals erster  Ordnung  für  die  Gleichung  (1).    Der  Autor  der  Methode  setzt 
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diese  tiindanientale  Idee    unter  zwei  verschiedeneu  Formen  auseinander,   um 
einen  und  denselben  Zweck  zu  erreichen.     Da  jedoch  die  Grundlage  dieser 
Methode  der   nöthigen   Allgemeinheit    entbehrt,    so    wird    es  genügen,    mir 
eine  einzige  von  diesen  Formen  zu   betrachten. 
Es  sei 

F  =  0 

das  vorausgesetzte  Integral  erster  Ordnung  der  Gleichung  (1).  In  seiner 
Zusammensetzung  kommen  ausser  den  Veränderlichen  x,  y,  z  auch  die  Grössen 
i'  und  z,  vor;  difl'erentiirt  man  dasselbe  also  nach  x  und  ?/,  so  folgt: 

_  /oF        ELF      \   _  oF  ^  ÖF  ^ 

\  cy    "^     82    "'/  02'     "'    ^    82,  ""' 

Diese  beiden  Gleichungen  können  zu  demselben  Zwecke  dienen,  zu  welchem 
nach  der  Methode  von  Monge  die  Gleichungen 

dz'  =  z"dx  4-  Kdy,     dz,  =  z'ßx  +  z„dy 

benutzt  wurden.  Man  würde  aber  auf  diese  Weise  zur  Wiederholung  alles 
dessen  geführt  werden,  was  bei  der  Darlegung  der  Monge 'scheu  Methode 
entwickelt  wurde;  nur  hätte  man  an  Stelle  von 

dx^     dp,     dz',     dz, 
respective  anzuwenden: 


s"    82,'  \^x  "^  82   ^  j'  ydy'^lz^']- 


^F    hF 

8, 


Man  kann  daher  die  Gleichungen,  auf  welche  sich  die  Integration  von  (1) 
reducii-t,  direct  hinschreiben: 

Mithin  muss  von  den  beiden  für  die  partiellen  Ditferentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  möglichen  Integralen  erster  Ordnung  das 
eine   den    vorstehenden   simultanen   pai'tiellen   Differentialgleichungen   erster 

Ordnung,  in  denen  man  VG-  mit  den  oberen  Zeichen  (oder  unteren)  nimmt, 
genügen;  und  das  andere  muss  denselben  Gleichungen  genügen,  wenn  man 

Vö-  mit  den  unteren  (oder  oberen)  Zeichen  nimmt. 
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89.  Vergleicht  mau  diese  drei  Methoden,  so  kann  man  nicht  umhin, 
der  von  Ampfere  angegebenen  den  Vorzug  zuzuerkennen;  erstens  wegen 
der  Allgemeinheit  des  Verfahrens,  welches  sich  nur  auf  die  Annahme  der 
Existenz  eines  endlichen  Integrals  der  Gleichung  (1)  stützt  und  hierin  den 
Vorzug  hat  vor  der  Methode  von  Boole,  welche  die  Existenz  eines  all- 
gemeinen Integrals  erster  Ordnung  voraussetzt,  während  doch  ein  solches 
Integral,  selbst  wenn  das  endliche  Integral  existirt,  nicht  immer  möglich 
ist;  —  zweitens  wegen  ihrer  grösseren  Durchsichtigkeit  im  Vergleich  zu 
dem  analogen  Theile  der  Monge'schen  Methode,  in  welchem  die  trans- 
formirte  Gleichung  (1)  in  zwei  zerfällt,  —  endlich  wegen  der  Form  der 
Gleichungen,  auf  welche  sich  die  Integration  der  Gleichung  (1)  reducirt. 
Man  wird  auf  einem  natürlichen  Wege  zu  den  Ampere'schen  Integralen 
mit  Hülfe  der  willkürlichen  Functionen  der  Argumente  a  oder  ß,  welche 
für  die  Allgemeinheit  dieser  Integrale  erforderlich  sind,  geführt;  denn  sie 
enthalten  nur  die  partiellen  Ableitungen  oder  die  Differentiale  nach  einer 
einzigen  x  der  unabhängigen  Veränderlichen. 

Bezüglich  des  zweiten  der  vorstehend  erwähnten  Punkte  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  Ampere,  nachdem  er  den  Grund,  weshalb  die  transformirte 
Gleichung  (1)  in  zwei  zerlegt  werden  kann,  mit  Schärfe  und  Genauigkeit 
angegeben  hat,  zu  gleicher  Zeit  klarlegte,  wovon  die  Möglichkeit  oder  Un- 
möglichkeit der  Anwendung  dieser  selben  Methode  auf  andere  von  (1)  ver- 
schiedene Gleichungen  abhängt. 

90.  Wir    nehmen    hierzu    die    partielle    Differentialgleichung    zweiter 

Ordnung: 

F{x,  y,  z,  z\  z„  s",  ^,  g,;)  =  0, 

von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  wenigstens  in  Bezug  auf  s",  5"',  z„  ganz 
und  rational  und  der  Form  nach  von  (1)  verschieden  sei. 

Nimmt  man  für  diese  Gleichung  die  Existenz  eines  allgemeinen  endlichen 
Inteerrals  an  und  nimmt  man  das  Argument  a  der  einen  der  beiden  willkür- 
liehen  Fvmctionen  als  unabhängige  Veränderliche  zugleich  mit  x,  so  erhält 
man  für  z",  z',^  z„  die  Ausdrücke  (3)  (Nr.  77).  Substituii't  man  dieselben 
in  die  gegebene  Gleichung  und  ordnet  das  Resultat  nach  steigenden  Potenzen 

von  -^  :  -if~.    so   erhält   man   eine  transformirte  Gleichung   von    der  Form : 


P+Q'f  +  R 


■  Sa-' 


Ebenso  wie  die  gegebene  Gleichung  erfüllt  wird  durch  die  Werthe  von 
z^  z\  z,,  z'\  0',  z„,  welche  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  \ind  y  seien,  aus  dem  allgemeinen  Integrale  ab- 
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geleitet  hat,  so  wird  auch  die  transformirte  Gleichung  befriedigt  werden 
durch  die  Wert  he  von  y,  z,  z\  z„  welche  aus  denselben  Integralgleichungen 
unter  Voraussetzung  von  x  und  a  als  unabhängigen  Veränderlichen  abge- 
leitet sind.  Die  transformirte  Gleichung  kann  sich  aber  auf  zweierlei  Weise 
in  eine  Identität  verwandeln,  je  nachdem  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung 
je",  z',,  z „  mit  dem  Integrale  in  Bezug  auf  a  ungleichartig  oder  gleichartig 

sind.     Im    ersten  Falle    enthält    das   Verhältniss   -^  :  -~   eine    willkürliche 

Function  von  a,  welche  in  den  Coefficienten  nicht  vorkommt,  und  diese 
letzteren   reduciren   sich   von    selbst   auf  Null.     Im    zweiten    Falle   kommen 

dieselben    willkürlichen  Functionen  sowohl  in   dem  Verhältniss   -^  :  ~   als 

Cor      Ca 

auch  in  den  Coefficienten  vor;  somit  kann  sich  die  linke  Seite  der  trans- 
formirten  Gleichung  auf  Null  reduciren,  ohne  dass  man  die  Identitäten 
P  =  0,  §  =  0,  .  .  .  hätte.  Um  über  die  Möglichkeit  des  ersten  Falles 
zu  urtheilen,  muss  man  die  Gleichungen  aufstellen: 

i>  =  0,     ^c^  =  0,     i^  =  0,  .  .  . 

82'  Sz 

und  sodann  darin  —  und   -r— '  durch  ihre  respectiven  Werthe 

^    ^  -'  3a;'      •"'  ^  ■^"  8x 


ersetzen,  wonach  sie  nur  noch 
enthalten  werden. 


8y 


3y 


91.  Wenn  man  sodann,    als  Resultate   der  Elimination  von  ^,  unter 

einander  und  mit  der  gegebenen  Gleichung  F  =  0  äquivalente  Gleichungen 
erhält,  so  ist  die  Annahme,  dass  s'\  z*,,  z„  mit  dem  Integrale  in  Bezug 
auf  a  (welches  der  beiden  Argumente  man  auch  durch  a  darstellen  möge) 
ungleichartig  seien,  gerechtfertigt;  im  andern  Falle  ist  sie  es  nicht.  Bei 
dieser  Elimination  kann  man  im  Allgemeinen  aus  jeder  der  Gleichungen 

P  =  0,     <?  =  0,     R  =  0,  .  .  . 

Werthe  von  -^  ableiten  und  dieselben  in  die  andern  substituiren.    Um  sich 
Sa; 

indessen  auf  die  alleinige  Betrachtung  derjenigen  unter  ihnen  zu  beschränken, 
welche  wirklich  den  beiden  Argumenten  a  und  ß  der  willkürlichen  Functionen 
des  Integrals  entsprechen,  die  nach  einander  neben  x  als  unabhängige  Ver- 

änderliche  genommen  wurden,  muss  man  sie  den  Werthen  von  ■—  gleich- 
setzen, welche  man  als  Lösungen  der  quadratischen  Gleichung 


8a; 


8F 

8* 


?;  _  8F  8^         8F  /  8y  \2  ^ 
^z',    8a-  "^  Iz"  \  8a;  / 
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erhält,  oder  man  kann  auch,    wenn  dies  in  dem  gegebenen  Falle  einfacher 
ist,  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  nehmen  und  sie  in  die  Gleichungen 

P  =  0,     ^  =  0,     R  =   0,  .  .  . 
substituiren. 

92.    Um  das  Vorhergehende  zu  erläutern,  wollen  wir  z.  B.  die  Glei- 
chung betrachten: 

Substituirt  man  darin  die  Werthe  (3)  für  s",  ^^,  z,,^  so  folgt: 


^(sr+[i-m!)ii 


.+ 


8^, 
Sa 


T^Z, 


+ 


8.'     S^8^ 
'  Sa;  "^  9a;  8a; 


t]        8a;J   ^y 


LSaJ 


=  0. 


Setzt   man    die    Coefficienten    der   verschiedenen  Potenzen  des  Verhältnisses 

—  :  —  gleich  Null,  so  hat  man  die  Gleichungen : 
8a      8a 

P  =  ^  =  0 


ox- 


Q  =  -. 


0^ 

8a; 


1  -  2:.  |l^  (^  +  ?^   ^^\^  =   0 


8a;  \.8x 


8a;   8a; 


)]  = 


'  8x         8a;   8a; 


8^ 

8a; 


=   0. 


Zufolge  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  ist  auch  die  zweite  erfüllt, 
und  die  dritte  vereinfacht  sich,  so  dass  wir  nur  die  beiden  Gleichungen 
zu  betrachten  brauchen: 


^  =  0. 


X 


m 


dy 


8a;  "'      "  \^xl  8a; 

und  diese  nehmen  durch  Substitution  der  Werthe 


=  0, 


8a; 


8a;'      8a; 


die  Form  an: 


^'  +  ""8^  ■"  ^'       ^[^     ^  -'Sa;] 


8a; 


=  0. 


Substituirt    man    aber    in   die  zweite  von   diesen  Gleichungen  den  aus  der 
ersten  sich  ergebenden  Werth 


8a; 


so  geht  sie  über  in: 


„      7 
"■II 


X 


^/f  J  ''II 
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und  diese  ist  äquivalent  mit  der  gegebenen.     Mithin  kann  der  Werth 


t)x(a  e„ 

in  dem  vorausgesetzten  endlichen  Integrale  einer  willkürlichen  Function 
eines  Argumentes  a  entsprechen,  in  Bezug  auf  welches  die  zweiten  Ab- 
leitungen z",  £^,  z,,  mit  dem  Integrale   ungleichartig  sind. 

Iberdies  muss  mau  auch  bestätigen  können,  dass  dieser  Werth  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung  ist: 

8F   _  8F  ö)/  \iF   rayVi  

^z„  8zJ   bx   "^    'HZ"   Vöx)    ~"     ' 

welche  im  gegenwärtigen  Falle  die  Form  hat: 

2xz„{z"z„  -  z;2)  \^-  {Axz\ {z"z„-z:^ - z„] ^^  +  2xz„ {z"z„-z',^)=0. 

Dividirt  man  hierzu  die  linke  Seite  derselben  durch   ;:  -  -| ' ,  so  er- 

ox     '    z„ ' 

hält  man  als  Quotienten: 

2xz„iz"z„  -  z^^  ^^  +  2xz',(z'%,  -  z',^)  -  z„ 

und  als  Rest: 

^\x{z"z„-z':^^-\-z',z,;\. 

Dieser  letztere  ist  gleich  Null  zufolge   der  gegebenen  Gleichung;    demnach 

ist  der  Werth  -—  = '-  in  der  That  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung 

vx  z,, 

zweiten  Grades.    Ihre  andere  Wurzel  erhält  man,  wenn  man  den  Quotienten 

gleich  Null    setzt    und    die    so    erhaltene    Gleichung    nach   ^—  auflöst.     Es 

^x 

folgt  SO: 


'■o 


öt/  1  z', 


^x{ß  2x{z'%,  -  z',')  z,; 

Dieser  Wei-th  entspricht  ofienbar  dem  Argumente  /?,  welches  unter 
dem  Zeichen  einer  willkürlichen  Function  in  dem  vorausgesetzten  endlichen 
allgemeinen  Integral  der  Art  vorkommt,  dass  sämmtliche  Ableitungen  z\  z,^ 
z'\  ^,  z„  mit  jenem  in  Bezug  auf  ß  homogen  sind. 

§  13. 

93.  Im  vorhergehenden  Paragraijhen  haben  wir  gesehen,  dass  das 
Problem  der  Integration  der  Gleichung 

Hz"  +  2  Kz',  +  Lz„  +  M  -f  N{z"z„  —  z\^)  =  ii    .     .      (1) 
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sich  reducirt  auf  die  Integration  eines  Systems  von  mehreren  Gleichungen, 
das  wir  zur  Abkürzung  so  schreiben  können: 

Hdy  +  Nds,  —  {K  +  i~G)  dx  =  0\ 
Hdz'  +  (iC  T  V  G)  dz,  +  Mdx  =0        ....     (2). 
dz  —  z'dx  —  zßy  ==  0) 

Bezüglich  dieses  Systems  untersuchen  wir  zunächst  die  folgende  Frage: 

Unter  welchen  Bedingungen  kann  es  für  die  Gleichungen  (2) 

Integrale    von    der    Form  u  =  const,    wo    u    als   eine    Function 

von   X,  y,  z,  s\  z,  vorausgesetzt  wird,  geben  ixnd  wie  viele  solche 

Integrale  kann  es  geben? 

In  den  Gleichungen  (2)  muss   man    überall  entweder   die  oberen  oder 

die  unteren  Zeichen  von  VG-  nehmen;  man  hat  daher  zwei  unvollständige 
Systeme  simultaner  Gleichungen,  da  die  Anzahl  der  in  jeder  von  ihnen  vor- 
kommenden Veränderlichen  x,  y,  z,  z\  z,  um  zwei  Einheiten  grösser  ist  als  die 
Anzahl  der  Gleichungen.  Man  kann  Integral  dieser  Systeme  von  Differential- 
gleichungen jede  Function  u  der  Veränderlichen  x,  y,  z,  z',  z,  nennen,  deren 
Differential  infolge  der  Gleichungen  (2)  identisch  Null  ist.  Nun  findet  man, 
indem  man  die  Gleichungen  (2)  nach  dz,  dz\  dz,  auflöst: 

dz  =  z'dx  +  ^t'^y 

dz'  =  —  ~dx-] ^ —  dy 

,  K  +iG    ,  H     . 

dz,  =  —=, —  dx  —  ^  dy, 

und  substituirt  man  diese  Werthe  von  dz,  dz',  dz,  in  den  Ausdruck  von  dtt, 

so  folgt: 

/Sm     .       ,   bw  i    8»      ,  K  +  ^G    du\    ^ 

\^x    '  ^z  N  (IS       '  N         dz,) 

Idti  ou  K  +  JG  ^  H    8m\     , 

+   (Si/  +  -'  ^z    "^  N         dz'  N    dz,j   ^y- 

Mithin  reducirt  sich  du  auf  Null  und  u  =  const  ist  ein  Integral  der 
Gleichungen  (2),  wenn  die  Function  u  den  in  Bezug  auf  die  Ableitungen 
erster  Ordnung  linearen  und  homogenen  Gleichungen  genügt: 

du        ^,  du  i^   ÖM  K  ±  JG    8w   „I 

,^  i   •    •    •    \y}' 

du  du     .     JT  +  yg    du    H    8m  „ 

dy^^'  dz    "^  N  8?   ~   :^    8^,  ~ 
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94.  Über  die  Theorie  der  Integration  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ist  erst  in  neuerer  Zeit,  Dank  den  Arbeiten 
von  .Tacohi,  Bour  und  Boole^),  Licht  verbreitet  worden,  und  die  Frage, 
die  uns  beschilftigt,  bietet  uns  Gelegenheit  zur  Anwendung  dieser  Theorie. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  S3'steme  von 
Operationen 

8     ,      ,   8  X     8      ,    K±Sg    8 


8a:  ^       8z            N    82'  ^ 

N        8z; 

8          ^     ci          A'+Vö    8 
8j/         "'  8z     '          N        8z, 

H    8 

N  8z, 

respective  durch  die  Symbole  Vj  und  ...  dar,  vermittelst  deren  die  Glei- 
chungen (3)  die  Form  annehmen: 

Vi?f  =  0,     V^v  =  0. 

Die  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  diese  beiden  (Ueichungen  ein  ge- 
meinschaftliches Integral  besitzen  können,  besteht  bekanntlich  darin,  dass 
das  Resultat  der  Operation  V^,  ausgeführt  an  der  Function  V.^u,  gleich 
ist  dem  Resultat  der  Operation  V,,  ausgeführt  an  der  Function  ^\-^u,  d.  h. 
dass  man  hat: 

Führt  man  nun  die  angedeuteten  Operationen  aus,  so  findet  mau: 

V1V2W  —  VoVi« 

Hieraus  erheilt,  dass  diese  nothwendige  Bedingung  auf  zweierlei  Weise 
erfüllt  werden  kann:    1)  wenn    sich    in    dem   vorstehenden  Ausdruck  jeder 

f\  r\  r\ 

der  Coefficienten  von  -^,   -— ,   -r^   auf  Null   reducirt,    2)   wenn    wir,    falls 

CZ        CZ        Oiitf 

diese  Coefficienten  von  Null  verschieden  sind,  mit  den  beiden  Gleichungen 
Vj2<  =  0,  V,«  ==  0  eine  dritte  verbinden: 

VjV,«  —  VaVjW  =  0, 

welche  augenscheinlich   von   den    beiden    ersten  algebraisch  verschieden  ist, 

da  sie  die  Ableitungen   -z—,  7—-  nicht  erhält. 

°        8a;     8?/ 


^)  Eine  Skizze  dieser  Theorie  habe  ich  gegeben  in  meiner  Abhandlung: 
,.Sm'  rintegration  des  equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre". 
Grunert's  Archiv  d.  Math,  und  Physik.     Bd.  50,  S.  393—416,  §§  23—25. 
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95.  Jeder  dieser  beiden  Fälle  muss  für  sich  untersucht  werden.  Be- 
schäftigen wir  uns  zunächst  mit  dem  ersten,  in  welchem  nach  Voraussetzung 
die  Gleichungen  stattfinden: 

K±W         K  +  rG_       ^  K  +  ^G      ^    L_  H  K±fG_ 

oder: 

so  nehmen  die  betrachteten  simultanen  Gleichungen  die  Form  an: 

,_,  8m      ,       ,   8m  i     8m     i     iC    8m 

^^'^  =    8^-  +  "   -87   -  -^    8^  +  -F    8^  =  *^ 

^       3m    j^         8m  ä"     8m  H     du    

-"  ~  "87  "^  ~ '  "ei"  +  17  "8F  "~  1^  877  "^    • 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 

Vi«  =  0,  V,«  =  0 
drei  gemeinschaftliche  Integrale  von  der  Form 

u^  =  const,      11.2  =  const,     ii.,  =  const 

haben,  und  zugleich  zu  zeigen,  wie  diese  Integrale  gefunden  werden. 

Dazu  seien  v.  v^,  v^  die  verschiedenen  Integrale  der  Gleichung  V^w  =  0, 
deren  Anzahl  gleich  drei  sein  muss.  Wir  bestimmen  ferner  eine  Function 
i^(2/,  V,  f^,  y.,)  dieser  drei  Integrale  und  der  Veränderlichen  y,  welche  der 
zweiten  der  betrachteten  Gleichungen  V.,i^  =  0  genügt.  Es  ergiebt  sich, 
indem  man  sie  entwickelt: 

-^  V,y  +  —  V.3.  +  ^  V.,..,  +  s^  V.^.;,  =  0. 

Hier  hat  man  augenscheinlich  VgJ/  =  1?  '^^^  ^^  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
sich  die  Grössen  VoV,  Vjfi,  VgV.j  ^^^  Hülfe  von  v,  v^,  v.^  allein  ausdrücken. 
In  der  That,  man  hat  identisch  für  irgend  eine  Function  u: 

setzt  mau  also    der  Reihe  nach  u  =  v,  Vj^,  v.y,  so  erhält  mau  die  Identitäten: 

Vi(V2«;)  =  V2(Vi'y)  =  VgO  =  0 
\7^{V.2V\)  =  V2(Viüi)  =  V.3O  =  0 
Vi(V,v.2)  =  VgCViV,)  =  V,0  =  0, 


^)  Diese  Bedingungen  sind  von  B  oole  aufgestellt  worden.  Vgl.  Philosophical 
Transactions  1862,  T.  CLII,  Part.  I,  p.  452. 
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und  diese  l)pweisen,  dass  V^r,  Vj^j,  Vjt'j  Integrale  sind  der  Gleichung 
VjM  =  0.  Es  stellen  aber  v,  r, ,  j;.,  alle  verschiedenen  Integrale  der 
Gleichung  V,«  =^  0  dar;  mithin  müssen  sich  v._,i",  7.,r, .  V^f.,  mit  Hülfe 
von  r.   r,,   v\   ausdrücken   lassen,   und   wenn   diese  Ausdrücke  sind: 

Vjt'  ^  f(r,  t\,  i'j),     Vor,  =  /"i  [v,  v^,  v^),     V^v.,  =  f., (v,  Vj,  Vj), 

so   hat   man   die  (ileichung: 

8.V    ^    hr  '  ^  Sr,  ^1  +  »r,  '=  —  ^  ' 

Für  diese  Gleichung  tindet  man  nach  den  bekannten  Methoden  drei  ver- 
schiedene Integi'ale  von  der  Form: 

«1  =  Fi{y,v,t\,Vo)  =  const,u^  =  Fo{y,v,Vi,V2,)  =  coiist,u.,^  =  F3{y  ^v,Vi,Vc,)  =  const, 

die  oflenbar  gemeinschaftliche  Integi'ale  der  Gleichungen 

V,?t  =   0,      S7^,ti  =   0 
sein  müssen. 

96.  Bei  der  vorstehenden  Auseinandersetzung  der  Methode  der  simul- 
tanen Integration  der  Gleichungen  Vj«<  =  0,  V^?*  =  0  kann  man  schliess- 
lich auch  die  Rollen  dieser  beiden  Gleichungen  mit  einander  vertauschen: 
in  allen  Fällen  muss  man  aber  zunächst  drei  verschiedene  Integi-ale  der 
einen  von  ihnen  bestimmen.  Dazu  kann  man  sich  neben  den  gewöhnlichen 
Methoden  auch  des  Verfahrens  bedienen,  welches  Poisson  für  die  Glei- 
chungen der  Dynamik  entdeckt  hat.     Denn  zufolge  der  Identität 

Vi(V2«)  =   V2(ViM) 

muss  die  Substitution  eines  Integrals  irgend  einer  der  Gleichungen 

V^«  =  0,  V^tt  =  0 
in  die  linke  Seite  der  andern    ein  Integral    der   ersten   geben.     Der  Erfolg 
dieser  Methode  hängt  schliesslich   von    der  Bedingung   ab,  dass  diese  Sub- 
stitution Integrale  ergiebt.  die  von  den  sabstituirten  verschieden  sind. 

97.  Wir  wollen  jetzt  angeben,  wie  man  aus  den  drei  oben  erhaltenen 
Integi'alen 

tt^  =  a,     n.2  =  h,     «o  ^  c (4), 

in  denen  a,  h,  c  willkürliche  Constauten  sind,  zunächst  ein  particuläres 
Integral  und  sodann  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  ableiten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  erhält  man  für  z.  z',  z,  Ausdrücke  von  der 
Form: 

z  =  o){x,  y,  a,  b,  c),  z'  =  oj^  {x.  y,  a,  h,  r),  z,  =  w,  (a;,  ?/,  a,  h,  c)    (-5). 
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Schon  aus  der  Methode  der  Berechnung  der  Integrale  (4)  der  Gleichungen  (3) 
kann  man  schliessen,  dass  die  Ausdrücke  (5)  von  ^,  z%  s,  den  Gleichungen  (2) 
genügen  müssen.  Löst  man  diese  auf  nach  ds,  dz\  dz,  und  führt  man 
die  Bedingvmg   (?  =  0  ein,  so   bringt  man  sie  auf  die  Form: 

dz  =  z'dx  +  z,dy  \ 

T  T^  i 

^^'  =  —  j^  ^^  +  ^  %  l        (6). 

f^-,  =  ^  f?^  —  jY  (ly- 

Dieser  Schluss  ist  indessen  so  wichtig,  dass  wir  versuchen  wollen, 
einen  directen  Beweis  desselben  zu  geben.  Dazu  bemerken  wir,  dass  eine 
vollständig  willkürliche  Function  von  Uy,  t<2)  %»  welche  wir  mit  (pi^xi  ^2  %) 
bezeichnen,  den  Gleichungen  (3)  genügen  muss,  wenn  man  sie  für  u  sub- 
stituirt,  da 

^^^  ~  ^x   ^  "    "S^  AT    S2'     "+"    AT    8^, 

SMj       ^   ^  0M2        ^   -         0M3      ^  ^ 

r—,         8qp    j^  öqp     j^    Ä     ög)  H     ^cp 

^2^  =^  ^y    ~^  ^'  ~li   +   N  Tz'   ~  N  ^, 

= t  ^^"^  +  £  ^^"^ + 1  ^^"^ 

ist  und  die  Grössen 

^lU^,       VjMg,       V1M3 
V2W1,        V2M2,        V2% 

gleich  Null  sind.  Nimmt  man  das  Differential  von  q)  und  substituirt  man 
in  seinen  Ausdruck  die  aus  den  Gleichungen  Vj93  =  0,  Vg^?  =  0  ab- 
geleiteten Werthe  von  -^  und  ~,  so  hat  man  die  Gleichung: 

d(p{u^,u^,Ho)=^-^^{dz-z'dx-z,dy)-\-  ^^{dz'-\--^dx-~^y)-\-^^{dz-  ^dx+^tj)  (7), 
worin 


89 

82 

89J 
8«^ 

8Mj 

02 

+ 

8qp 
8m2 

8i<, 

8^ 

+ 

8qp 

8«3 

8W3 

80 

8qp 

80' 

8q? 
8Mj 

8», 
82' 

+ 

8g> 

8?/, 

8  m, 

8s' 

8qp 

8M3 

8^3 

8s' 

89 

8^, 

8qp 
8m, 

8»! 

80, 

+ 

8qp 

Sm, 

8m, 

8«, 

+ 

8qp 
8M3 

8M3 

8s, 

ist. 
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Ersetzt  man  jetzt  z,  Z'^  z,  durch  ihre  Werthe  (5),  so  reducirt  sich  die 
linke  Seit«  der  CJleichung  (7)  auf  Null,  da  »j  ,  u.,  n.^,  fp(u^,  u.,,  w.,)  sich 
resp.  in  a,  b,  c,  (p{a,  b,  c)  verwandeln;  mithin  niuss  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (7)  ebenfalls  gleich  Null  sein.     Es  ist  aber  leicht  zu  bemerken, 

r>  i~^  #1 

dass  die  Ableitungen  -^,  ^^,  -r^    nicht   identisch    Null   sein    können,    und 

VCD 

dies  braucht  man  nur  für  eine  dieser  Ableitungen,  z.  B.   für   /^  ausführlicher 
zu  zeigen. 

In  der  That,  die  drei  Ableitungen  -r-*,  ^--  -^  können  nicht  sämmt- 
lieh  Null  sein,  da  man,  wenn  sie  es  wären,  aus  den  Gleichungen  (4)  nicht 
die   Werthe  (5)    ableiten    könnte.      Ihre    Multiplicatoren    ,— ,   ~.  ^   ver- 

^    '  *^  OM,       3m,       ÖM3 

wandeln   sich  durch  die  Substitution  der  Werthe  (5)  von  ^,  z„  z'  in  will- 
kürliche Constanten.    Mithin  kann  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7) 
nur  dadurch  auf  Null  reducireu,    dass  sich   die  Gleichungen  (6)  durch  die 
Substitution  der  Werthe  von  z,  z\  z,  in  Identitäten  verwandeln. 
98.  Hiernach  hat  man  die  Gleichung: 

doj  =  Cü^dx  -f-  co.^di/, 

infolge  deren  die  Gleichungen  (5)  ersetzt  werden  können  durch  die  folgenden: 


z  =  oj{£,  >j,  a,  b,  c),     z'  =^   _-,  z, 


3oo  Oüi 

Substituirt    man    diese   Werthe    von   z,  z',  z,  in    die    beiden    letzten    Glei- 
chungen (6),  so  hat  man  die  Gleichheiten: 

,8(0  L   T      ,    K  ,         ,c)cu  Kl  Hl 

welche  weiter  zu  den  folgenden  drei  Gleichungen  führen: 


N^-K=  0 


(8). 


tLx8y 

Jetzt  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  das  den  vorstehenden  drei  Glei- 
chungen genügende  Integral  z  ^  oj{x,  y,  a,  b,  c)  noth wendig  auch  der 
Gleichung  (1)  genügen  muss.  Dazu  genügt  es  zu  bemerken,  dass  infolge 
der  Bedingung  G  ^=  K^  —  HL  ^  3IN  =  0  die  Gleichung  (1)  folgender- 
massen  geschrieben  werden  kann: 
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99.  Somit  habeu  wir  bereits  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (1) 
mit  drei  willkürlichen  Coustanten  a,  &,  c;  wir  suchen  daraus  das  allgemeine 
Integral  derselben  Gleichung  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  abzuleiten. 

Dazu  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  Argumente  a  und  ß  der  beiden 
willkürlichen  Functionen  des  gesuchten  allgemeinen  Integrals  gleich  sein 
müssen;  denn  man  hat  allgemein  für  die  Gleichung  (1): 

da  8^ 

^  8//     K  —  Nz',  +  JG       _8£  Zy_  K  —  Nz',  —  JG 

oa  ^öc[a  H+Ns„       '  c/J  ^xijß  H -{-  Nz„       ' 

dl/  Qij 

Nun   ist  im  gegenwärtigen  Falle   G  =  0,  mithin  hat  man: 

8a     8/3  80;     8ß  „         ,  o 

~~  — ~  =  0  und  a  =  p. 

ox     01/  vy     ex 

100.  Wir  beweisen  nunmehr  den  folgenden  Satz.  Es  seien  95  und  yj 
willkürliche  Functionen;  substituireu  wir  a,  (p{a),  'ipip)  an  Stelle  von 
a,  h,  c  in  dem  Integrale  z  =  co(a;,  «/,  a,  h,  c)  und  bestimmen  wir  die 
Function  a  durch  die  Bedingung,  dass  die  Ableitung  der  Function  co  in 
Bezug  auf  a  gleich  Null  sein  soll,  so  stellen  die  beiden  so  erhaltenen 
Gleichungen 

s  =  coix,  y,  a,  (p{a),  \p{a)l  -^^"-  =  0 


Ca 


das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  dar. 

Diflferentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (9)  nach  x  und  y,  so  folgt: 


z'  = 


So) 

Ci*2 

0-0) 

8a 

8.r' 

dadx 

8a; 

8(B 

8-(B 

r  *) 

O'ö) 

8a 

e.'/' 

dady 

ea- 

8// 

Diäerentiirt  man  die  Werthe  von  5'  und  z,   nochmals   nach  x  und  y, 
so   erhält  man: 


/i  -'CO 

(ix 


'CO      1^    C'co     €a  o-fö  oco    /c)a\- 

Yx^  ~^  dxda    dx  'W-  8^  \dx)   ' 


^,  8-0)      1^    8^co     8a  8-0)      ^^    d^co     See  8*o)  8-cr)    8a    8a 

'^'  dxdy         8x8a   cy  dydx         8i/8a   dx  dxhy  da"    ex    dy ' 

ö'co      1^    C'CO     Ca  öo)  d'co    I  odc  \- 

^"  IP"  "*"  8^    dy  Tp  8^  \  8// j   ' 

Um  sich   von    der   Richtigkeit   des   ausgesprochenen   Satzes   zu   überzeugen, 
braucht  man  nur  zu  beweisen,  dass  durch  die  Substitution  der  vorstehenden 
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Werthe  von  z,  z\  z,,  z",  «^,  z„  der  Gleichung  (1)  genügt  wird.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung 

Ö*flo    8«     ,  t)a     . 

Scf'  Öx  '         0// 

und  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  Oleichung  (1)  mit  F{z",  ^^,  z„)^ 
so  nimmt  das  Resultat  dieser  Substitution  nach  dem  Taylnr'schen  Satze 
die  folgende  Form  an: 

_l_WS'-^';4    1    O     "'■'-^'      IV    I    ^'■^J.-72   I    O     '^'^      7  9,0   ,    o     S'-P'     ,7,   ,     o'F.A     , 

+  .J  ^^r.'*    +2.-7,7,— /i'^/-fä-J7^-^^+2ä    ,7^''^^^+2?— ^T-iÄ/^+r :;/'  U^. 

J  \  009  Ofi)     Ota;  OOO;  OOi    0€0„  0C0„0(O,  0(0,,-        /^ 

Nun  hat  man  aber: 

F{co'\  w;,  oj„)  =  (Noj"  +  L)  (Noj„  +  H)  —  {Noj\  —  Kf, 

^  =  NiNoj„  +  //),   II  =  2i^(^  -  A^c.;),    ;^-  =  NiL  +  i^o^); 

mithin  reducirt  sich  das  erste  und  zweite  Glied  der  vorstehenden  Ent- 
wickelung  auf  Null  zufolge  der  Gleichungen  (8),  welche  stattfinden  müssen 
unabhängig  von  den  Werthen  von  a,  b,  c. 

Der  Factor  von  q^  verschwindet  ebenfalls,  denn  alle  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  von  F  sind  gleich  Null  mit  Ausnahme  von 

ir-F  =  —  2A-  und  — ^^^ —  =  N^, 
OOO,  oa"Cco„  ' 

welche  gleiche  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  ergeben. 

Nachdem  somit  der  Satz  bewiesen  ist,  haben  wir  nunmehr  eine  voll- 
ständig reguläre  Methode  für  die  Integration  der  Gleichung  (1)  unter  den 
Bedingungen: 

^  =  0,     V,f  +  V,|=0,     V,|4-V,f=0     .     .     .     (10). 

101.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  diese  theoretische  Auseinandersetzung 
durch  ein  besonderes  Beispiel  zu  erläutern.    Wir  nehmen  dazu  die  Gleichung: 

/^   4_   ^     .     ^^\   (i     .    ^M  —  (l  _  J!l? 
\^x   "^    %y    "T"    Src-j    \     "•"  82/V  \  8«8j//  ' 

oder  mit  anderer  Bezeichnung: 

(z'  +  z,-\-  z")  (1  +  ^„)  =  (1  -  Kr- 
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Hier  sind  die  Bedingungen  (10)  offenbar  erfüllt.    Wir  bilden  die  beiden 
simultanen  Gleichungen 

^2^=8F  +  ^'87+   8?   -8^  =  ^ 

und  suchen  alle  drei  verschiedenen  Integrale  der  zweiten   von  diesen  Glei- 
chungen.    Nimmt  man  dazu  das  Gleichungssystem 

dy  =  ~  =  ds'  =  —  dz, , 

SO  findet  man  die  drei  verschiedenen  Integrale: 

V  =  s'  +  s„     i\  =  y  —  z',     V.,  =  z  -\-  -^. 

Wir  suchen  jetzt  eine  Function  F {x^  v,  v^,  V2),  welche  der  Gleichung 
V^i^  =  0  genügt.     Entwickelt  man  diese,  so  findet  man: 

SF  ,      8J^  V7  I      3"^   A  I      Ö^  V7  A 

^  V,^  +  -^  V,v  +  ^  A,v,  +  ^  V.t;,  =  0. 

Nun  ist  aber: 

Vjic  =  1,     V^i?  =  1  —  V,     V^Vj^  =  V,     V1V2  =  v; 

mithin  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an: 

8F    ,    U\.  .    ,    /8F    ,    8F\  „ 

Ihre  drei   verschiedenen   Integrale   erhält   man   durch  Integration  der  Glei- 
chungen: 

,     dv      (Zt\  dVo 

1  —  V  V  v' 

sie  sind  demnach  von  der  Form 

(1  —  v)  e-'"  =  a,     Vj^  —  -Vo  =  ft,     i^i  +  ^  —  X  =  c, 

wo  a,   &,  c  willkürliche  Constanten  bezeichnen.    Substituirt  man  die  Werthe 
von  v,  v^,  ^2,  so  folgt: 

{1  —  z'  —  z,)  e'' =- a,     y  —  z  —  z'  —  ~-^  =  h,     y  —  x  -]-  z,  =  c, 
und  hieraus  erhält  man: 

s,  ==  c  -{-  X  —  y 

s'  =  1  —  ae~-''  ^  X  -\-  y  —  c 

z  =  h  -{-  ae—'  -{-x  +  c  —  -^{c-^x  —  yY, 

wo  für  —  h  —   1   wiederum  einfach  h  gesetzt  ist. 
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Diese  letztere  Gleichung  stellt  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen 
Gleichung  dar.     Sie  giebt  nilmlieh  durch  Differentiation: 

-g-  =  1  -  ae-'  -x  +  y-c,    -  -  =  c  +  rr  -  y 
— ,  _  oe-    _  1,    ^  —    1,         — ,  _  —  1. 

Man  sieht  hieraus  zunächst,  dass  die  für  z"  und   ^,  ebenso  die  für  ^,  und 

-  gefundenen  Werthe  identisch  sind;  fei-ner  veduciren  sich  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  der  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  von  z 
die  Ausdrücke 

auf  Null,  und  somit  wird  die  gegebene  Gleichung  befriedigt.  Hieraus  er- 
giebt  sich  dem  oben  Bewiesenen  zufolge,  dass,  wenn  man  in  dem  vorigen 
particulären  Integrale  zwei  der  Constanten  a,  h,  r  als  Mrillkürliche  Functionen 
der  dritten  betrachtet  und  die  partielle  Ableitung  von  s  nach  dieser  dritten 
Constanten  gleich  Null  setzt,  die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  das  all- 
gemeine Integi-al  der  gegebenen  Gleichung  bilden  werden.  Macht  man  z.  B. : 

r  =  «,     h  =  (p  (a),     a  =  ip  (a), 

so  wird  das  allgemeine  Integral  dargestellt  unter  der  Form  der  beiden 
Gleichungen : 

s:  =  (p (a)  -\-  yj {ä)e-^  -\-  X  -{-  a  —  ^{n  -[-  X  —  yf 

0  =  (p\a)  -f  \p'{a)  e—'  —  u  —  x  +  y  -{-  \. 

Es  ist  übrigens  leicht,  das  vorstehende  Resultat  zu  verificiren,  indem 
man  zeigt,  dass  man  durch  Elimination  der  Grössen  a,  (p{a),  ip{ä)  aus  den 
vorstehenden  beiden  Gleichungen  die  gegebene  Gleichung  erhält.  Aus  der 
zweiten  von  diesen  Gleichungen  folgt: 

8«^^  1-f  T/>'(a)e~-^  8a —1 

8^  g)"(a) -f  i/>"(a) e"''  -  1    '      S»/  ~  ^'(a) +  ,/,"(„) e"'' —  1  ' 

daher: 

8a 

1^  =  -  [1  +  ip'(a)e-^-]. 
8«/ 
Düferentiirt  man  die  erste  Gleichung  des  Integi-als,  so  kommt: 

-  =  1  —  yj(a)e-^  —  x  +  y  —  a,     -  ==  x  —  y  -^  a 
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und  hieraus: 

8.    ,     8.         8^ 
8a  _    8-'^  8«  _  8-2         .  ^,n'(n\p-'l  _^^  ~  ^V         8^;- 

dxdij 
Hiernach  nimmt  die  dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Form  an: 


oder 


8-.          ^ 
8a;8^ 

82    ,82         8-2 
8a;  "^  8?/    •"  8a;- 

'^  +  1 

'''     1 

^>r  ^ 

dxdy 

IJ!l  _  1 V  =  p  4.  ^  .  ^\  f°'~  _L  1^ 

\8a;82/  /  \8a;    ""  8/y  "i    8a;- j  [df   """      j' 


und  diese  letztere  Gleichung  ist  identisch  mit  der  gegebenen. 
102.    Bemerkung  I.     Die  Bedingungen 

Vif  +  v^l^o,    v.,|  +  v,|=  0, 

welche  im  Verein  mit  der  Bedingung  6r  ==  0  den  Erfolg  der  Integration 
der  Gleichung  (1)  nach  der  vorstehenden  Methode  sichern,  köunen  sehr 
einfach  ausgedrückt  werden.  Dazu  bemerken  wir,  dass  wegen  6r  =  0  die 
Anwendung  der  vorigen  Methode  noch  der  Bedingung  unterliegt,  dass  für 
die  drei  Gleichungen 

."  +  ^  =  0,    .;  -  I  =  0,    .„  +  1=0 

ein  einziges  gemeinschaftliches  particuläres  Integral  möglich  ist,  was  be- 
züglich der  Coefficienten  H,  K^  i,  N  zwei  Bedingungen  erfordert,  die  noth- 
weudig  den  vorigen  äquivalent  sein  müssen.  In  der  That  geben  diese 
Gleichungen : 

.,_MzD  =  M|)  ...    M-l)    MI) 

8»/  8a;     '     ""  8a;  8.?/     ' 

Wir  deuten  hier  durch  einen  hinter  das  Zeichen  S  gesetzten  Punkt 
an,  dass  man  nach  x  und  y  diff'erentiiren  muss  nicht  allein,  insofern  diese 
Veränderlichen  explicit  vorkommen,  sondern  auch  insofern  sie  durch  Ver- 
mittlung von  z,  z\  s,  auftreten.  Führt  man  diese  Operationen  aus  und 
ersetzt  man  s",  s',  s„  durch  ihre  Werthe,  so  folgt: 

^  K  ^K  ^K  ^K  ^K 

N  N  ]^   ^^  L   _N^     ,     R   __N_  ^     K 

~8^  1^'^1F^~^1F~*"^^  ^   N' 
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ebenso 

-jjj  Vj  ^,     ^j    —  ^'i  ^^     Sx    "     '  N' 

Mithin  kann  man  die  Bt'dini,ningen  (10)  einfacher  folgendermassen  darstellen: 

« =  "■  -ä#  +  ^  =  "•  V  +  IT  =  "• 

103.  Bemerkung  II.  Es  ist  oben  bewiesen  worden,  dass  die  Glei- 
chung (1)  unter  den  Bedingungen  (10)  ein  allgemeines  Integral  von  der 
Form  besitzt: 

s  =  CO  \x,  y.  a.  rp  (a),  yj  (a)],     -^  =  0. 

Der  umgekehrte  Satz  ist  gleichfalls  richtig,  nämlich,  dass 
jedem  Integrale  von  der  vorstehenden  Form  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  (1)  entspricht,  welche  den  Bedingungen 
(10)  genügt.  In  der  That,  difierentiirt  man  die  erste  der  vorstehenden 
Gleichungen  und  berücksichtigt  man  die  zweite,  so  folgt: 

,  Sco      1^  S  .  ß)  8a  8<B      ^    Zio  ^^  8  .  cu  8a  8ü) 

^    "^  Tx~    '    ~J^   bx-  bx'     ^'  ^        ^ö"  dl/  8?7' 

., 8"cii     1^       8a;  8a 

'dx^  "^  "8^  3x' 

o  8ü)  J^  ^'*' 

,     3-üj   j^     '  8x   8a  o'-'üj      1^     *  8«/    8a 

t'  8?/8a;  8a      8y  8x8//  8a      8x' 

Hier  ist  es  zweckmässig,  die  Transformation  der  vorstehenden  Aus- 
drücke von  s",  2',  s„  einzuführen,  die  wir  schon  oben,  aber  ohne  nähere 
Entwickelung  angewandt  haben.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des  hinter 
dem  Zeichen  S  stehenden  Punktes  hat  man: 

8 .  a>  8«      ,       8co       i  /  X     ,      8fi>       j ,    . 

-^  =   -8^  +  -8^  ^  («)  +  -^  ^(«) 

rv     8ü> 

'8a  8'-«      .      8-0»       ,/   V     ,      S^ca       .,   , 

^^  =   8^  +  8^  '^  («)  +  i^^  («) 

rs     8W 

-^  =  8-^  +  8^  ''^  («)  +  81^8^^  («)' 


öi/ 

-r 

8a     i 

9Z/  ■ 

8 -CO 

dir 

+ 

8a 

8a 

^y 
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und  indem  man  die  zweite  der  Gleichungen  des  Integrals  nach  x  differentiirt, 
hat  man: 

'  8a  8".a)   Sa 


mithin : 


Ebenso  findet  man: 


Hiemach  hat  man: 


8a;  8a-    8a;' 


c,  8©  o  8  .  Ol 

'  8a;  8a  S'-oa    8a 


8 


8a  8a;  8a-    8a;' 

8üO  rs     8   .    0) 

'  8?/  8a  8'.ü>  8a 


8a  81/  8a^    8?/' 


^„ 8^_8^«/8a\2      ^    ?>  _^!if?/^«\-     ^,  ^  ^^  _  81©  8a  8a 

^  8a;2         8a-    \8a;/  '    ~"        8/-         8a-   \8t/j  '  ^' ~~  8a;8y         8a-   8a;  8«/" 

•  Cc^       Ott 

Eliminirt    man    zwischen    diesen    Gleichungen    7—,   ^r-.    so  findet    man    die 

Gleichung: 

\"  8a;^JV  ''  Sri   "   l'  8a;82/j  * 

Schliesslich  können  wir  a,  (p  (a),  yj  (a)  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

,  Soa  8(a 

durch  ic,  2/,  ^,  •2'',  ^,  ausdrücken  und  diese  Werthe  in  die  Functionen 

So  cvO  CjO 

(o      O'oa       0  (o 

"8^'    "8^'    8«8^ 

substituiren,  wonach  diese  letzteren  eine  Form  annehmen,  die  wir  darstellen 

können  durch 

_   L      _  H       K 

und  die  vorige  Gleichung  geht  über  in: 

(^"  +  i)  (--  +  f )  =  (--  -  -1)'. 

d.  h.  wir  erhalten  eine  Gleichung  von  der  Form  (1).     Man  sieht,  dass  sie 

T  TT     1^ 

der    Bedingtmg   (10)   genügt,    weil   die    Coefficienten  —   ~,  —  ^'    tu"  ^^' 

folge  ihrer  Entstehung  die  Gleichungen  befriedigen  müssen: 
8r/  8a;      '8a;  8«/     ' 
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die  sich,  wie  obeu  bewiesen  wurde,  auf  die  folgenden  reducireu: 

^.  X'  +  ^^  ^  =  «■  ^=  ^  +  ^.  f  =  »• 

Die  Gleichung  G  =  0  ergiebt  sich  schon  aus  der  Form  der  Gleichung  selbst. 
Unter  geometrischem  Gesichtspunkte  betrachtet,  stellen,   wenn  x,  y,  z 
die  Coordinaten  der  Punkt«  einer  Fläche  sind,  die  beiden  Gleichungen  des 
allgemeinen  Integrals 

z  =  co[z,  y,  a,  (p{a),  tp{a)l    -'^  =  0 

eine  Fläche  dar,  welche  eine  Schaar  von  Flächen  einhüllt,  die  durch  die 
particuläre  Integralgleichung 

z  =  oj{x,  y,  a,  h,  c) 

gegeben  sind,  wenn  man  darin  die  durch  die  beiden  willkürlichen  Relationen 

h  =  fp{n),     c  =  y){a) 

verbundenen  drei  Parameter  a,  b,  c  in  stetiger  Weise  variiren  lässt.  Somit 
stellt  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (10)  die  gemeinschaftliche 
Differentialgleichimg  dieser  einhüllenden  Flächen  dar. 


§  14. 

104.    Nachdem  wir   gezeigt   haben,    wie    man    die  Gleichung  (1)    des 
vorigen  Paragraphen  integrirt,  wenn  die  drei  Grössen 

^1  JV"   ^        2  jyr  —  ^:        V,    ^r   i"    ^1  "j^^ V,        +  -J^    =   B 

sich  auf  Null  reduciren,  gehen  wir  jetzt  zur  Beti-achtung  der  andern  Fälle, 
welche  eintreten  können,  über. 

Wenn  P,   Q,  R  von  Null  verschieden  sind,  so  können  die  beiden  Glei- 
chungen: 

1  Ix  ^  ^  ^z  N   ^z'  ^        N        dz,  ~  "' 

^       _  Sm  OM  K  +  ^G   Zu  H   5m  ^ 

nur  in  dem  Falle  ein  gemeinschaftliches  Integral   besitzen,    wo  gleichzeitig 
die  dritte  Gleichung  stattfindet: 

ÖÄ  cz  oz, 
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Nimmt  mau  die  Existenz  dieser  Gleichung  an,  so  untersuchen  wir, 
unter  welchen  Bedingungen  und  in  welcher  Anzahl  es  Integrale  geben  kann, 
die  gleichzeitig  den  drei  vorstehenden  Gleichungen  genügen.  Um  diese 
Fragen  möglichst  einfach  zu  lösen,  bringen  wir  die  partiellen  Ableitungen 
in  jeder  Gleichung  auf  die  kleinstmögliche  Anzahl.  Dazu  eliminiren  wir 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  mit  Hülfe  der  dritten  eine  der  Ab- 
leitungen 7—,  ^r-i)  -i^-     Nimmt  man  R  verschieden   von  Null   an   und  eli- 

^       82      8r     ^z, 

minirt  man  daher  ^r-,  so  bringt  man  die  betrachteten  drei  Gleichungen  auf 
die  Form: 

^"  =  ^  +  ^8?   +^^  =  ^ 

V"^  =  |"   +6'-j4  +  Z)4^  =  0 

8y/  8^     '  80, 

8^;      '  82'  8^,  ' 

wo  die  neu  eingeführten  Symbole  V,  V",  V"  bestimmt  werden  durch  die 
Formeln: 

s  z'  \ 

\jt  \7     ^  \7         \j"  —   V     — -  \7        \J"'  —  —  V 

V     —    ^1   —    2^    ^-3)        •      —    ^'2  2j    ^3»      ^'      —   2j    ^35 

und  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  A^  B.  .  .  .,  F  mittels  der  Coefficienten 
der  vorhergehenden  Gleichungen  leicht  zu  erhalten  sind.  Die  nothwendigen 
Bedingungen  dafür,  dass  den  drei  Gleichungen  \/'u  =  0,  \/"ii  =  0,  V"u  =  0 
ein  gemeinschaftliches  Integral  zugehört,  bestehen  darin,  dass  die  Resultate 
der  Operationen 

V'V"«,     V'V"%     \7"V"'u 

resp.  gleich  sein  müssen  den  folgenden: 

V"V'w,     V'"V'««,     V"'V"m. 
Nun  ist  jeder  der  Ausdi'ücke 


von  der  Form: 


80'     '  8z,' 


d.  h.   er   ist    linear   und   homogen    in   Bezug    auf    die    beiden   Ableitungen 

--    und  ;:^  allein.     Demnach  können   diese  Ausdrücke   auf  folgende  Weise 
oz'  dz, 

gleich  Null  sein: 

Sit  Zu 

1)  Erstens  weil  die  Coefficienten  von  -— -  und  ^—   in    den    drei   Aus- 

^  Or  (iZ, 

drücken  für  sich  verschwinden; 
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2)  Zweitens  dadurch,  dass  mau,   wenn  die  Coetticienten  von  ^-.  und    — 

in  den  drei  Ausdrücken  nicht  Null  sind.  Ausdrücke  der  Null  gleichsetzt, 
welche  nicht  au  und  für  sich  veröchwindeu,  und  dass  man  somit  /u  den 
drei   gegebenen  Gleichungen    neue   hinz-utugt,    welche    von    den    gegebenen 

Gleichungen  algebraisch  verschieden  sind,  da  sie  die  Ableitungen  ^  >  o  >  ö~ 

nicht  enthalten. 

105.  Betrachten  wir  jeden  dieser  beiden  Fälle  für  sich  und  beschäftigen 
wir  uns  zunächst  mit  dem  ersten,  in  welchem  man  nach  Voraussetzung  die 
drei  Gleichungen  hat: 

V'V'm  =  V'Vw,     V'V'"/(  =  V'V'm,     V"V'"m  =  V"V"u, 

so  sieht  man  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  drei  simultanen  Gleichungen 

SJ'u  =  0,     Vit  =  0,     V"'u  =  I) 

zwei  gemeinschaftliche  Integrale  haben  müssen. 

Hiernach  findet  man,  indem  man  eine  von  ihnen,  z.  B.  die  erste 

vollständig  integrirt,  nur  zwei  verschiedene  Integi-ale  dieser  Gleichung 

v  =  const,     Vy  =  const. 
Sodann  führt  die  Aufsuchung  des  Integrals 

F{y,  V,  Vi)  =  const, 
welches  den  beiden  ersten  Gleichungen  genügt,  zu  der  Gleichung 

v'..-=f  w+^fv-^  +  f  V"»,=  0, 

in  der  V'y  ==  1  ist  und  die  Grössen  V"v  und  V'v^  sich  mittels  der 
Veränderlichen  v,  v^   allein  ausdrücken,  da  den  Identitäten 

V'V'v  =  V'V'v  =  V''0  =  0,     \7'W\  =  S7"\/\  =  V"0  =  0 

zufolge  V"t?  und  ^/''v^  Integrale  sind  der  Gleichungen  ^'ii  =  0.  Setzt 
man  also 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  F  die  Gleichung: 
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deren  vollständige  Integration  die  beiden  verschiedenen  Integrale  liefert: 
w  =  F{y,  V,  v^)  =  const,     w\  =  F^{y,  v,  'V^)  =  const. 
Endlich  führt  die  Aufsuchung  des  Integrals 

(p{z,  tv,  w^)  =  const, 
welches  gleichzeitig  den  drei  gegebenen  Gleichungen  genügt,  zu  der  Gleichung 

m  welcher  V"z  ==  1   ist  und  die  Grössen  V"'w  und  V'w-^    sich   mittels 
w  und  Wj   ausdrücken,  da  den  Identitäten 

\7"V"w  =  V"\7"w  =  V'"0  =  0,    \I"\J"'u\  =  \J"'V"w^  =  V'O  =  0 

zufolge  V'"w  und  y'w^  Integrale  der   Gleichung  V"«  =  0  sind.     Setzt 
man  also 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Function  (p  die  Gleichung: 

deren  vollständige  Integration  die  beiden  verschiedenen  Integrale 

u^  =  ^i(^,  et7,  M/'j)  ^  const,     n.y  =  ^-li^i  ^j  %)  =  const 

liefert,  welche  den  drei  simultanen  Gleichungen 

S/'ii  =  0,     V'u  =  0,     V"'u  =  0 
Genüge  leisten. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diese  beiden  Integrale  auch  den  drei 
Gleichungen 

S7^u  =  0,     V^u  =  0,     V3M  =  0 
genügen,  da  man 

VgW  =  RVy,     V^u  =  V"«  +  z,V"u,     ViW  =  V'm  +  z'SJ'"ii 

hat  und  die  rechten  Seiten  dieser  letzteren  Gleichungen  verschwinden,  wenn 
man  darin  u  durch  u-^   oder  %  ersetzt. 

106.  Somit  muss  man,  wenn  man  die  beiden  Integfale  bestimmen  will, 
welche  den  drei  simultanen  Gleichungen  V'm  =  0,  V'u  =  0,  V'"m  ^  0 
genügen,    zunächst   eine   der   drei  Gleichungen  vollständig  integinren,    d.  h. 
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zwei  verschiedene  Integrale  dieser  Gleichung  bestimmen.  Indessen  kann 
man  sich  bisweilen  auf  die  Bestimmung  eines  einzigen  von  diesen  beiden 
Integralen  beschränken,  denn  die  Substitution  eines  Integrals  der  einen  von 
diesen  drei  Gleichungen  V«  =  0,  '\7"u  ^  0,  '7"'u  =  0  in  die  linken 
Seiten  der  beiden  andern  muss  Integrale  der  ersten  geben.    In  der  That,  ist 

V  =  const  ein  Integral  der  Gleichung  V»  =  0,  so  zeigen  die  Identitäten 

W"v  =  \7"Vv  =  0,  \7'V"v  =  V'Vv  =  0, 

dass  V"v  =  const  und  V'"t'  =  const  ebenfalls  Integrale  der  Gleichung 
V't«  =  0    sind,    und    es   braucht   nur   eins   von    ihnen   von   dem   Integrale 

V  =  const  verschieden  zu  sein,  damit  diese  Methode  die  Lösung  des 
Problems  der  simultanen  Integration  der  Gleichungen 

V'm  =  0,     V"»  =  0,     \/"'n  =  0 
vereinfachen  könne. 

107.  Nach  dem,  was  wir  gesehen  haben,  sind  dafür,  dass  man  nach  der 
vorstehenden  Methode  zwei  den  drei  simultanen  Gleichungen 

V'?f  =  0,     V"2i  =  0,     V"u  =  0 

genügende  Integrale  finden  könne,  drei  Bedingungen  nothwendig,  welche 
ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen: 

\7'\7"u  —  V"\7'u  =  0,  V\/"'u  —  V'"V'«  =  0,  V"V'"m  —  V" Vh  =  0, 

die  für  jede  Function  u  stattfinden  müssen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  zwei  von  diesen  Bedingungen  hinreichend  sind,  da  die  dritte  infolge 
einer  sehr  einfachen  zwischen  den  linken  Seiten  dieser  Bedingungsgleichungen 
bestehenden  Relation  eine  Folge  der  beiden  andern  ist.  Diese  Beziehung 
wird  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 

(VV/'m  —  V'V'i/.)  +^/V'V'"m  —  V'"V'?t)  —  s'(V"V"tt  — V'"V"««)  =  0, 

welche  stattfindet  für  jede  Function  ti. 

Da  diese  Gleichung  nur  von  den  Eigenschaften  der  Symbole  V,  V",  V" 
abhängt  und  vollständig  unabhängig  von  dem  Werthe  der  durch  den  Buch- 
staben u  dargestellten  Function  u  ist,  so  kann  man  von  diesem  abstrahiren. 
und  es  stellt  sich  alsdann  der  zu  beweisende  Satz  symbolisch  in  folgender 
Weise  dar: 

(V'V  —  V'VO  +  ^,(V'V'"  —  V"V)  —  ^'(V"V'"  -  V'"V")  =  0. 

Um  ihn  zu  beweisen,  erinnern  wir  uns,  dass  sich  V,  V",  V"  mittels 
Vi,  V,,  Vg  folgendermassen  ausdrücken: 

^'  =  ^1  -  J  ^3.     V''  =  V,  -  ^  V3 ,     V-  =  1  V3, 
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und  äass  überdies 

V3  =  V^V,  —  V2V1 

ist.  Zufolge  dieser  Definitionen  erhält  man  leicht  folgende  symbolische 
Gleichungen  (die  man  übrigens  leicht  in  gewöhnliche  Gleichungen  verwandeln 
kann,  wenn  man  untefr  den  Operationszeichen  die  Function  m,  die  man  weg- 
gelassen, wiederherstellt) : 


V'V"— V"V'  = 


''  (Vi  V3  -  V3VJ  +  I  (V.Vg  -  V3V.,). 


V3 


V'V'"— V"'V'  = 


R 


+  4  (V1V3  -  V3V,) 


V3 


(^•^y-M^4)+M''^l)]''^+^(^^'''^-''^''^^ 


Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  nachdem  man  die  zweite  mit  ^,,  die 
dritte  mit  —  s'  multiplicirt  hat,  vmd  führt  man  die  leicht  ersichtlichen 
Vereinfachungen  aus,  so  folgt: 

(VV— V"VO+^,(V'V'"— VV)— ^'(V"V'"— V'"V")=^^^-^^i^^'. 
Nun  ist: 

R  =  -^-,   Vi.,  —      ^    ,   v.3^  —      j^     ' 

mithin: 

B  —  V^s,  -\-  V,j'  =  0 
und  somit: 

(V'V"  —  VV)  +  z,{V'V"'  —  V"W)  -  .e'(V''V'"  —  V'"V")    =    0, 

was  zu  beweisen  war. 

108.  Wir  gehen  nunmehr  zu  den  andern  Fällen  über,  welche  sich  bei 
der  Integration  der  Gleichungen 

\7'u  =  0,    y"u  =  0,    v"h  =  0 

darbieten  können. 

Dieser  Fälle  giebt  es  zwei: 

a)  Wenn  keiner  der  Ausdrücke 

sich  identisch  auf  Null  reducirt. 

b)  Wenn  einer  von  diesen  Ausdrücken  sich  identisch  auf  Null  reducirt. 
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Da  in  jedem  dieser  Fülle  diese  drei  Ausdrücke  gleich  Null  sein  müssen, 
wenn  die  drei  Gleichungen  '^'it  =  0,  V"m  =  0,  '^"'n  =^  0  ein  gemein- 
schaftliches Integi-al  besitzen  sollen,  so  braucht  man  im  Falle  (o)  dem  eben 
bewiesenen  Satze  zufolge  nur  zwei  von  ihnen  gleich  Null  zu  setzen.  Auf 
diese  Weise  fügt  man  zu  den  drei  gegebenen  Gleichungen  noch  die  folgenden 
beiden  hinzu: 

OF  CZ,  '     02  ^     CZ, 

Wenn  diese  letzteren  algebraisch  verschieden  sind,  so  hat  man  zu 
gleicher  Zeit  mit  den   gegebenen  Gleichungen  fünf  in  Bezug   auf  die  fünf 

Ableitungen  -r-,  -r-,  ;r-.   ^-,,  tt    lineare  und  homogene  Gleichungen.     Aus 
®       ?x     8y    dz     oz'     dz,  °  ° 

diesen  Gleichungen  kann  man  nur  den  einzigen  Schluss  ziehen,  dass 
8m    „        3u     ^       3m     ^       8m    „        8m    „ 


8a;              '      8»/  '       dz              '      dz'             '      dz, 

ist,  was  beweist,  dass  man  den  gegebenen  drei  Gleichungen  und  somit  auch 
den  Gleichungen 

Vi«  =  0,     VoM  =  0,     V3«  =  0 


■"o^ 


nur  genügen  kann  durch  Substitution  einer  constanten  Grösse  für  u. 
Sind  die  Gleichungen 

^    du  du  da  du 

nicht  algebraisch  verschieden,  so  braucht  man  nur  eine  von  ihnen  mit  den 
gegebenen  Gleichungen  zu  verbinden.  Die  dann  anzustellende  Untersuchung 
ist  identisch  mit  dem,  was  wir  jetzt  für  den  Fall  (ft)  entwickeln  werden. 
109.  In  diesem  letzten  Falle  reducirt  sich  nach  Voraussetzung  einer 
der  drei  Ausdrücke 


V'V'm  —  V"V'«,     V'V'"«  —  V'V'm,     V"V'^(  —  V"V" 


n 

identisch  auf  Null.  Nach  dem  bewiesenen  Satze  (Nr.  107)  hat  man  also 
nur  einen  der  beiden  Ausdrücke,  welche  nicht  verschwinden,  der  Null  gleich 
zu  setzen.     Man  erhält  so  ein  System  von  Gleichungen  von  der  Form: 

V.  Sm     ,      .  8m     ,     ^,  8h  ^ 

"=  aJ  +  ^SF  +  ^s-jy^O 

S7""u  =  sp^  +  t"^  =  ^, 

dz'  dz, 
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und  diese  verwandeln  sich,  wenn  man  eine  der  Ableitungen  j^-,   r—  aus  den 
drei  ersten  Gleichungen  mit  Hülfe  der  letzten  wegschafft,  in  die  folgenden: 

■^  8^'  8^, 

A  ^"         I  7    <^"  A 


wobei 


Ai=V'— -~V"",  A2=V"— ^V"",  A3=V'"— fv"",  A4=4^'"' 


gesetzt  ist  und  a,  &,  c,  c?  sich  in  bekannter  Weise  mittels  der  Coefficienten 
der  vorigen  Gleichungen  ausdrücken  lassen. 

Das  letzte  System  von  Gleichungen  besitzt  nur  in  dem  Falle  ein  ge- 
meinschaftliches Integral,  wenn  man  identisch  hat  die  Gleichungen 

AiAkU  =  Aä-AjM 

für  jede  Function  u  und  für  alle  verschiedenen  Werthe  von  i  und  Je  aus 
der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,   3,  4. 

Im  andern  Falle  ist  es  offenbar  unmöglich,  den  vier  betrachteten 
Gleichungen  oder  den  Gleichungen,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind,  simultan 
zu  genügen.  Nun  haben  alle  diese  Gleichungen  die  beiden  ursprünglichen 
Gleichungen  VjM  =  0,  V2^*  =  0  als  gemeinschaftlichen  Ursprung;  mithin 
lassen  diese  in  diesem  Falle  kein  gemeinschaftliches  Integral  zu. 

Ist  die  Bedingung  A,AaW  ==  A/^AiU  erfüllt,  wie  oben  verlangt,  so 
ist  die  Methode    für  die  Bestimmung    eines  einzigen  den  vier  Gleichungen 

AjM  ==  0,     A^ti  =  0,     A3M  =  0,     A^u  =  0 

gemeinschaftlichen  Integrals  vollständig  dieselbe  wie  die,  welche  wir  bei 
Gelegenheit  der  Integration  der  vorhergehenden  Systeme  ausführlich  aus- 
einandergesetzt haben.  Es  genügt  uns  daher ,  kurz  die  Anwendung  zu 
zeigen. 

110,  Wir  bestimmen  zunächst  das  Integral  der  einen  von  den  vor- 
stehenden Gleichungen,  z.  B,  der  ersten.     Mit  Hülfe  der  Gleichung 

adx  —  dz^  =  0 
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zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  r,  erhält  man  dasselbe:    es  sei 
{•  :^  const  dieses  Integral.     Sucht  man  das  Integral 

w  ^  /'(y,   V)  =  const, 

welches  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  genügt,  so  gelangt  man  zu  einer 
Gleichimg  von  der  Form: 

AoW'  =   .      +    .     f{v)  =  t>, 

wo  f{v)  eine  bekannte  Function  ist.    Mithin  erhält  man  das  gesuchte  Integral 
durch  eine  Quadratur: 

w  =  II  —    hr^  ^  const. 

Um  das  Integral 

t  =   0(^,  w)  =  const 

zu  finden,  welches  den  drei  ersten  Gleichungen  genügt,  wird  man  zu  einer 
Gleichung  geführt  von  der  Form: 

^3'  =  -1  +  ^  vi«)  =  0. 

wo  (p{w)  eine  bekannte  Function  ist,  und  das  gesuchte  Integi'al  drückt  sich 
aus  durch  eine  Quadratur: 

t  =  z  —      — ^,  =  const. 
J  W^) 

Schliesslich  führt  die  Bestimmung  des  Integrals 

u^  ==    W{z\  t)  =  const, 

welches  den  vier  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügt,    zu   der  Gleichung: 

^.''.  = '";  + 1  VW  =  0, 

wo  ip  {t)  eine  bekannte  Function  ist,  und  das  gesuchte  Integral  drückt  sich 
ebenfalls  mit  Hülfe  einer  Quadratur  aus: 

r  dt 

const. 


f  dt 


Dieses    letztere    Integral    genügt    gleichfalls    den    beiden    simultanen 
Gleichungen: 

Vi?<  =  0,     VgM  =  0, 
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da  man  hat: 

V^u  =  V'u  +  s'V"'i(,     V,u  =  V"u  +  s,V"'u, 
und 
V'u  =  Ai«  +  AA^u,    V'u  =  A^u  +  CA^u,    V"'u  =  AgW  +  EA^u, 

und  sich  die  Werthe  von  A^u,  A.jU,  A^ic,  A^u  auf  Null  reduciren  müssen, 
wenn  man  u^   an  die  Stelle  von  u  setzt. 

§  15. 

111.  In  den  beiden  vorhergehenden  Paragi-aphen  haben  wir  eine 
Methode  auseinandergesetzt  zur  Bestimmung  aller  möglichen  Integrale  der 
beiden  unvollständigen  Gleichungss3^steme: 

Hdy  +  N(h,  —  (K  ±  ]/G)  clx  =  0 

Hdz'  +  {K+  ia)  ch,  +  Mdx  =  0 
dz  —  z'dx  —  s,dy  =  0, 

deren  eines    den    oberen,    deren  anderes    den    unteren  Zeichen  der  Wurzel- 

grösse  V(t  entspricht. 

Bei  der  Auseinandersetzung  dieser  Methode  haben  wir  weniger  die 
allgemeinen  Formeln  als  vielmehr  den  allgemeinen  Gang  für  eine  solche 
Untersuchung  im  Auge  gehabt.  Infolge  dessen  haben  wir  auch  nicht  die 
Fälle  erwähnt,  in  denen  z.  B.  die  Coefficienten  JV,  R,  .  .  .,  welche  in  den 
Nennern  in  unseren  Gleichungen  vorkommen,  sich  auf  Null  reduciren ;  in  der 
That  spielen  die  Veränderlichen  x,  y,  ^,  s',  z,  in  diesen  Gleichungen  identische 
Rollen,  und  man  kann  immer  eine  von  ihnen  an  Stelle  der  andern  nehmen, 
um  diese  in  Rede  stehenden  Schwierigkeiten  zu  vermeiden. 

112.  Nachdem  wir  uns  auf  diese  Weise  überzeugt  haben,  dass  die 
Anzahl  der  Integrale  eines  jeden  der  beiden  obigen  Systeme  von  Gleichungen 
von  drei  bis  Null  einschliesslich  variiren  kann,  werden  wir  jetzt  annehmen, 
dass  verschiedene  Combinationen  dieser  Anzahlen  von  Integralen  zugleich 
für  das  eine  und  das  andere  Gleichungssystem  möglich  sind,  und  wollen 
untersuchen,  wie  man  in  jedem  Falle  das  endliche  allgemeine  Integral  der 
Gleichung 

Hz"  +  ^Kz',  +  Lz„  +  il/  +  W^.  —  ^?)  =  0     .     .     (1) 
erhalten  kann. 

Der  einfachste  dieser  Fälle,  nämlich  der,  wo  die  beiden  Gleichungs- 
systeme drei  gemeinschaftliche  Integrale  haben  und  in  dem  V  6r  =  0  ist,  ist 
bereits  vollständig  im  vorigen  Paragraphen  untersucht  worden;  wir  gehen 
daher  sogleich  zur  TJntersachung  der  übrigen  Fälle  über.  Jedoch  ist  es 
jetzt   am   Platze,    die    obige  Bemerkung   zu    vervollständigen,    dass  in  den 
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betrachteten  zwei  Gleichungssysteraen  die  Veränderlicheu  x,  y,  z^  z,,  2' 
identische  KoUen  spielen.  Dazu  werden  wir  beweisen,  dass  man  in  die 
Gleichung  (1)  selbst  an  Stelle  der  unabhängigen  Veränderlichen  a;,  y  der 
Reihe  nach  e'  und  z,,  x  und  z,,  y  und  z"  einführen  und  jedesmal  die 
abhängige  Veränderliche  derart  wühlen  kann,  dass  der  allgemeine  Typus 
der  transformirten  Gleichung  nicht  geändert  wird. 

113.  Die  erste  dieser  Transformationen,  welche  von  Legendre^)  an- 
gegeben ist.  lässt  sich  folgendermassen  darstellen:  Wir  nehmen  an,  dass  die 
Ausdrücke  von  r,  z",  z,  als  Functionen  von  x  und  y  seien: 

z  =  fix.  y\     z'  =  cp[x,  y),     z,  =  \p{x.  y). 

wo  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  den  Bedingungen  genügen  müssen: 

8/*  if 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  z'  '^  (p,  z,  =  \p  kann  man  z'  und  z,  an 
Stelle  von  x  und  y  als  neue  unabhängige  Veränderliche  einführen.  Femer 
führen  wir  an  Stelle  der  abhängigen  Veränderlichen  z  die  Veränderliche  w 
ein,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

u-  =  xz'  -j-  yz,  —  z. 

Diflferentiirt  man  iv  der  Reihe  nach  nach  den  unabhängigen  Veränder- 
lichen z\  z,,  so  folgt: 

8«-    _i_  {  '  'oz  \  ox     ^^  /  ^z\  oy 

—  _  a:  +  ^5    _  — j  —  -I-  1^^,  —  _j  — 


)z,  ^  ^  \  8a;j  dz,  ^  V'         dy  j  8z/ 


Infolge  der  Gleichungen  -^  =  ^,    ^  =  yi  verschwinden  die  Coeffi- 

cienten  von  -7—,   ^,,   -7—,   ^   auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  und 
82'     82"    8z/    8z,  ° 

man  hat  einfach: 

8w'   Sm-   

8?   ~"  ^'      87,  ~  ^• 

Differentiirt  man  ferner  die  Gleichungen  z'  =  (p^  z,  =  y)  nach  z'  und  z„ 
so  folgt: 

..    89    8a;  j^   og>    8?/       „   8i/>   8a;     ^^  81/»   hy 

8^8?""'""8?/8?'  8«87~'~8y8? 

„    8qp    dx     ^^    oqp    8//        -    8t^    8a;     ^^  81^    8y 

^^e^'8z^~'~8y8z,'  ^^  Yx  Jz,  '^  Zy    Zz,' 


*)  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences  1787.     Memoire  sur  Tintegration  de 
quelques  equations  aux  differences  partielles,  par  Le  Gendre,  p.  314. 
Mansion,  Part.  Differentialgleichungen.  27 
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Mit  Rücksicht  aber  auf  die  Relationen 

^  _  ^    «  _  ^Jl    ^ »     ^  _  .-  _  3^      öl/,  _  ^ 


'it 


kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  unter  der  Form  schreiben: 

f.  ,,    "d'w  ,    8'w  _    ^   -iiHv  8'ig 

und  hieraus  folgt: 


8'w    ^^  ^>,  8^M?     ^        —  ^;  8*m;  z'* 

^z'*  z"z„  —  z'^''      dz'Zz,    ~   z"z„  —  z',''      8^*  ~    ^"2,-z',' 

Ö*w     8'i«;  /  8*?ü  \2  1 

8? 


T^'^zf    ~    V82'8^,  j 


Ersetzt  man  daher  in  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1) 


respective  durch 


8m?       8m7         ,  8«c    ,         8w 

y'  I        r 4/1 

82"       82,'      '^    82'  ^  "''  82, 


und  dividirt  man  dieselbe  durch  2"^,,  —  *''^,  so  nimmt  sie  infolge  der  vor- 
stehenden Gleichungen  die  Form  an: 


^8?^-"^^8?8j;  +  ^w  +  ^+^^L8i^8iF-  Iä;) 


=  0. 


Hat  man  durch  Integi'ation  dieser  Gleichung  den  Werth  von  w  als  Function 
von  s'  und  z,  gefunden,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 

8w  8?r  ,    , 

die  Ausdrücke  von  z\  z,,  2  mittels  der  Veränderlichen  x  und  y  ausdrücken. 

114.  Ampfere^)  hat  die  Möglichkeit  zweier  andern  der  Legendre'scheu 
analogen  Transformationen  bewiesen.  Für  die  erste  Transformation  kann 
man  annehmen,  dass  man  mittels  der  drei  Gleichungen 

z  =  fix,  y),     z'  =  (p{x,  y),     z,  =  (p{x,  y) 


')  .Tournal  de  l'Ecole  Polyt.,  18.  cahier,  p.  90. 
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4Ut 


y  ah  Function  von  x  und  von  e,  dargestellt  habe.  Ferner  führen  wir  au 
Stelle  von  z  die  abhängige  Veränderliche  *'  ein,  welche  bestimmt  ist  durch 
die  Gleichung: 

0  =  z  —  z,y. 


Diflereutiirt  mau  v  nacheinander  nach  den  unabhängigen  Veränderlichen 
X  und  2,^  so  folgt: 

8x 


^^   _   .'  J_  i^'  _   .\  ^       »1  =   Pl  _   A    ^y-  —   u 


0/ 


»// 


'6y 


Zufolge  der  Bedingung    -  =  xp  verschwinden  die  Coefticienten  von        und  - 
auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  und  es  folgt: 


bl- 


au 


Diäerentiirt  man  ferner  die  Gleichungen  z'  =  f/),  z,  =  ip  nach  x  und  z„ 
so  hat  man: 

8a;  Öx  "•"   8«   8a:'  8^  "^  8»/   8x'  8.y    82,' 


8j/   8a; 
8*tj 


oder: 

^  =   ~"  _   .-   

8x-«  "^  ''  8x82/ 

Hieraus  erhält  man: 

1         8»r 


0   = 


82* 


8x8.i, 


dy   8x' 

'^"  8x82; 

8^ 
8x- 


8^ 


Ersetzt  man  daher  in  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1) 


respective  durch 


8j^ 

8^; 


8ü     8y 
^'  8?.'  8x 


und  dividirt  man  durch  z,,^  so  nimmt  die  Gleichung  (1)  den  vorstehenden 
Gleichungen  zufolge  die  Form  an: 


.8»v 


8»»- 


^-:;r,  +  2i:^  -  itf  ^.  +  X 


8a: 


8x82, 


82;^ 


\Vv  Vg_  _  /  8'o  \2 
[8a;-  82,^         ^8a;82j 


==  0. 


Hat    man    durch    Integration    dieser  Gleichtmg   den  Werth  von  v  als 
Function  von  x  und  z,  gefunden,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 


8t;    

82,    ~  ~  ^' 


y  +  s,y 


die  Ausdrücke  von  z,  und  z  mittels  der  Veränderlichen  x  und  y  ableiten. 
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115.  Die  dritte  Transformation  endlicli  ist  vollständig  analog  der 
vorigen.  Mit  Hülfe  der  zweiten  der  Gleichungen  z  =  f,  z'  =  (p,  z^  ==  %p 
kann  man  x  als  Function  von  y  und  z'  ausdrücken.  Führt  man  femer 
an  Stelle  von  z  die  abhängige  Veränderliche 


n 


•x 


ein.  so  erhält  man  wie  bei  der  vorigen  Transformation: 


Sit 
Vy 


OM 


X. 


8-^M 


'  ^V' 


r-u 


z"        '  ^ißz' 


zj_    i3^ 

7"  ^z'- 


Ersetzt   man  also  in  den  Coefficienten  der  Grleichung  (1) 


resp.  durch 


X,  z,  z^ 

8m  ^  8jf     8?i 

"~  8?'  ^'~^    8?'    8^' 


und    dividirt    man    durch  z",    so    nimmt    dieselbe   infolge    der  soeben  auf- 
gestellten Gleichungen  die  Form  an: 


89  <i  O  <~  •» 

m/-  cyoz  ^^- 


^z'-' 


-u  (j-i( /  8^M  y 

7"  8?^         \82/8?/ 


^ 
% 


=  0. 


Hat   man    durch    Integration    dieser   Gleichimg  den  Werth  von  2i  als 
Function  von  y  und  z'  erhalten,  so  kann  man  aus  den  Gleichungen 


8m 

8?" 


n  -\-  z'x 


die  Ausdrücke  von  z'  und  z  mittels  der  Veränderlichen  x  und  y  ableiten. 

116.  Man  sieht  leicht,  dass  die  Ausdrücke,  welche  aus  den  Coeffi- 
cienten der  transformirten  Gleichungen  nach  demselben  Gesetz  gebildet  sind, 
wie  dasjenige  ist,  welches  zur  Bildimg  des  Ausdruckes  G  =^K^ — HL-{-MN 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  gedient  hat,  Werthe  haben;  die 
mit  diesem  letzteren  identisch  sind. 

Legen dre  und  Ampere  haben,  nachdem  sie  die  Möglichkeit  dieser 
allgemeinen  Transformationen  der  Gleichung  (1)  entdeckt  hatten,  zugleich 
sehr  wichtige  Anwendungen  derselben  gegeben.  Man  findet  ferner  ein 
schönes  Beispiel  der  Legendre'schen  Transformation  in  den  Untersuchungen 
von  Fuchs  über  die  Integration  der  Gleichung 


(1  +zj)z"  =  (1  -}-^'%, 


Integration  uoiuplicirter  Formen.  421 

deren  Losung  von  Hoppe*)  vervollständigt  und  vereinfacht  worden  ist. 
Wir  halt^'n  uns  indessen  hier  nicht  bei  diesen  speciellen  Beispielen  auf,  da 
wir  ani  Schlüsse  dieser  Abhandlung  (Kap.  IV)  beweisen  werden,  dass  es 
eine  mibeschrilnkte  Anzahl  von  Methoden  giebt.  um  Transformationen  der 
Gleichung  (1),  und  nicht  nur  Transformationen,  die  denen  von  Legendre  und 
Ampöre  analog  sind,  zu  finden,  infolge  deren  die  transformii-te  Gleichung 
den  ursprünglichen  'l'yP'is  bewahrt,  sondern  auch  solche  Transformationen, 
infolge  deren  man  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  eine  einfachere  transfonnirte 
Gleichung,  nämlich  eine  transfoi'mirte  Gleichung  von  in  Bezug  auf  die  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  linearer  Form  erhält.  Zugleich  werden  wir 
Anwendungen  dieser  Arten  von  Transformationen  geben. 

117.    Wir    kehren  jetzt    zur  Betrachtung   der   Methoden    für   die  In- 
tegration der  Gleichung 

Hz"  +  2ir<  +  Lz„  +  M-{-  N{z"z„  -  z';^)  =  0     .     .     (1) 

in  den  Fällen  zurück,  wo  jedes  der  Systeme 

Hdy  -f  Ndz,  —  {K  -\-  iGr)dx  =  0  i 
Hds'  +  {K  —  iG)  dz,  +  Mdx  =  0  >         ...      {Ä), 
dz  —  z'dx  —  s,dy  ==  0  I 

Hdy  4-  Ndz,  —  (K  —  \'G)  dx  =  0  \ 
Hdz*  +  (iC  +  yG)dz,  +  Mdx  =  <>  ...       (B) 

dz  —  z-'dx  —  z,dy  =  0  j 

weniger  als  drei  verschiedene  Integrale  besitzt.     Wir  nehmen  an,  dass  wir 
zwei  verschiedene  Integrale 

Uj^  =,  const,     %  =  const 


■'o* 


des  Systems  (Ä)  keimen.  Dem  oben  Bewiesenen  zufolge  genügen  die 
Functionen  Wj   und  «.,   für  u  gesetzt,  den  beiden  Gleichungen 

VjW  =    0,     VjM  =  0, 

in  denen  man  V6r  mit  dem  oberen  Zeichen  nehmen  muss.  Eine  willkürliche 
Function  (p{tii^  %)  ^^^  ^i  ^^"^  "2  gß'iügt  ihnen  ebenfalls;  mithin  wird  die 
Gleichung 

0{u^,  u,)  =  0 (2) 


»)  Crelle'8  Journal  1861,  Bd.  58,  S.  80  und  369. 
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ein  Integral  des  Systems  (Ä)  sein  und  demnach  muss  es  auch  ein  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  (1)  sein,  und  zwar  ist  es,  da  es  Ableitungen  erster 
Ordnung  und  eine  willkürliche  Function  enthält,  ein  allgemeines  Integral 
erster  Ordnung. 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  zwei  Integrale  des  Systems  (^B)  nimmt: 
v^  =  const,     Vo  =  const, 
ein  anderes  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 

•^(t-i,  ^..)  =  0 (3). 

118.  Die  von  Monge  vorgeschlagene  Methode,  das  primitive  Integral 
der  Gleichung  (1)  zu  finden,  beruht  auf  der  vorausgehenden  Bestimmung 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  dieser  Gleichung,  und  ist  ein 
solches  bekannt,  so  bleibt  nach  dieser  Methode  nur  noch  übrig,  dasselbe 
zu  integriren  wie  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  Er- 
hält man  ein  allgemeines  Integral,  so  wird  in  dem  Ausdrucke  desselben 
eine  willkürliche  Function  vorkommen,  die  verschieden  ist  von  derjenigen, 
die  bereits  in  der  zu  integi'irenden  Gleichung  enthalten  war;  somit  wird 
dieses  Integral,  da  es  zwei  willkürliche  Functionen  enthält,  das  primitive 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  sein.  Erhält  man  ein  vollständiges 
Integral,  so  werden  in  seinem  Ausdruck  zwei  willkürliche  Constanten  vor- 
kommen. Nimmt  man  eine  von  ihnen  als  willkürliche  Function  der  andern 
an  und  verbindet  man  mit  der  Integralgleichung  ihre  Ableitung  nach  der 
übrigbleibenden  willkürlichen  Constanten,  so  erhält  man  das  jirimitive  all- 
gemeine Integral  der  Gleichung  (1)  und  der  Bedingung  für  die  Bestimmung 
des  Arguments  der  einen  der  beiden  dainn  vorkommenden  willkürlichen 
Functionen. 

Kann  man  zu  zwei  allgemeinen  Integralen  erster  Ordnung  (2)  und  (3) 
gelangen,  so  erhält  man,  wenn  man  zwischen  ihnen  eine  der  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  z',  z,  eliminirt,  eine  Gleichung,  welche  integi-irt 
werden  kann  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden 
Veränderlichen  z  und  x  oder  z  und  y.  Das  Integral  muss  nothwendiger- 
weise  die  beiden  willkürlichen  Functionen  enthalten,  welche  in  der  zu 
integrirenden  Function  vorkamen.  Wenn  man  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
nach  z'  und  z,  auflösen  kann,  so  kann  man  nach  Substitution  dieser  Werthe 
die  Gleichung 

dz  — •  z'dx  —  zßy  =  0 


■'o 


integriren,  da  die  Integrabilitätsbedingung 


8$ 

8^^ 


^\  8«  "^87  ~  ]      87l  8^  +  82  ~  j  "*~  8^A  Sy        3^  ^7       "^A  ^V        3^  ~7 
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erfüllt  ist,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kauu.  wenn  man  die  Gleichungen 

v,0  =  0,    v,0  =  0,     :  1^=  0,    .\,*p  =  0 

berücksichtigt. 

119.  Wie  man  indessen  au.s  der  Abhandlung  ersieht,  in  welcher  Monge 
seine  Methode  auseinandergesetzt  hat^),  ist  hinsichtlich  des  Punktes  der 
Allgemeinheit  bereits  ein  gewichtiger  Einwand  erhoben  worden,  der  sich 
darauf"  gründet,  dass  es  Gleichungen  von  der  Form  (1)  giebt,  die  zwar  ein 
endliches  ]>rimitives  Integral,  aber  kein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
besitzen,  z.  B.  die  Gleichung 

z"  —  s =  0 

X 

deren  endliches  allgemeines  Integi'al 

s  ^  (p{x  -\-  y)  -\-  y){x  —  y)  —  x[q)'(x  +  y)  4-  Y{x  —  y)] 

schon  von  Euler  gefunden  worden  ist.     (Vgl.  §   11.) 

Indem  Monge  eine  derartige  Thatsache  nicht  zulassen  wollte,  bemühte 
er  sich  die  allgemeinen  Integrale  erster  Ordnung  der  vorstehenden  Gleichung 
unter  der  Form  darzustellen: 

z'-\-z,  =  <p'(x  -\-y)  —  2xcp"{x  +  y)  +  j[|  +  9^"  (^  +  2/)]  {dx  -  dy) 
z'  —  z,^  xp-{x  -y)-  2xxp"{x  -  y)  +  j[|  +  xp"{x  —  y)]  {dx  +  dy), 

indem  er  zur  Bestimmung   der  überflüssigen   Functionen   die  Bedingungen 
hinzufügt: 

y)"{x  —  y)  =  ^^  +  (p"{x  +  y) 
(p"[x  +  y)=  l,  +  y^"ix  —  y). 


X 


In  diesen  Ausdrücken  ist  jedoch,  wde  man  mit  Recht  bemerkt  hat, 
von  dem  Zeichen  J  ein  unrichtiger  Gebrauch  gemacht  worden. 2)  Man  kann 
ausserdem  noch  hinzufügen,  dass,  \venn  man  die  Existenz  eines  der  Integrale 
von  dieser  Form  zugelassen  hat,  kein  Grund  vorhanden  ist,  das  andere  zu 
verwerfen:  in  diesem  Falle  würden  aber  die  vorstehenden  Bedingungen  für 
die  Bestimmung  der  übei-flüssigen  willkürlichen  Functionen,  da  sie  gleich- 
zeitig stattfinden,  z'  =  0  ergeben,  d.  h.  sie  würden  z  in  eine  Function  von 
y  allein  verwandeln. 


')  Histoire  de  rAcademie  des  Sciences,  1773. 

^)  „On  a  reproche  que  ces  expressions  etaient  abusives."     Ibid.  p.  137. 
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120.  Nimmt  man  daher  für  die  Integrale  erster  Ordnung  nur  die 
Form  (2)  oder  (3)  an,  so  kann  man  immer  untersuchen,  ob  die  Gleichung  (1) 
solche  Integrale  zulässt;  denn  diese  Aufgabe  reducirt  sich  auf  folgende 
andere:  Haben  die  Gleichungssysteme  (A)  und  (B)  ein  jedes  zwei  verschiedene 
Integrale?  und  die  Lösung  dieser  letzteren  Frage  ist  in  einem  der  vorher- 
gehenden Paragraphen  in   aller   Ausführlichkeit   auseinandergesetzt  worden. 

Nachdem  Ampere  in  dieser  Weise  auf  die  Nothwendigkeit  hingewiesen 
hatte,  die  Anwendung  der  Monge' sehen  Methode  allein  auf  die  Fälle  zu 
beschränken,  in  denen  die  zu  integrirende  Gleichung  ein  allgemeines  Integral 
erster  Ordnung  besitzt,  hat  er  auch  die  Schwierigkeit  hervorgehoben,  welche 
die  Anwendung  der  gewöhnlichen  Integrationsmethoden  auf  das  allgemeine 
Integral  erster  Ordnung  infolge  des  Vorhandenseins  einer  willkürlichen 
Function  in  diesem  Integral  verursacht.  Indessen  beseitigt  die  Ampfer e'sche 
Methode  selbst,  da  sie  sich  ebenfalls  auf  die  vorausgegangene  Bestimmung 
eines  allgemeinen  Integrals  erster  Ordnung  gründet,  die  Schwierigkeit  nicht, 
die  er  selbst  bemerkt  hatte,  und  der  man  offenbar  nur  dann  aus  dem  Wege 
gehen  kann,  wenn  man  anstatt  allgemeiner  Integrale  particuläre  Integrale 
der  Gleichung  (1)  benutzt,  wie  wir  solches  später  sehen  werden. 

121.  Wir  verfolgen  nun  unsere  Untersuchung  der  Ampfer e'schen 
Methode  weiter  und  lenken  gegenwärtig  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  andere 
Bemerkung  dieses  Geometers,  welche  darin  besteht,  dass  das  Hülfssystem 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  auf  welche  die  Integration  der 
Gleichung  (2)  zurückkommt,  die  Gleichung  (B)  liefert,  und  ebenso,  dass 
das  System  der  Gleichungen,  auf  welche  die  Integration  der  Gleichung  (3) 
zurückkommt,  die  Gleichungen  (Ä)  liefert.  Man  kann  sich  von  der  Richtig- 
keit dieser  Bemerkung  in  folgender  Weise  überzeugen: 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordmmg 

0(u^,  u.-,)  =  0 

führt  bekanntlich  auf  das  System  von  simultanen  Gleichungen: 

dx  dy  dz  —  dz'  —  dz,  ^  .s 

"ö¥  "^  "9$    "^    b^     ,     ■      8^  ü^  8$  ~  M  4_  -^  . 

"87  8^  'W^    "^  "8^  ^'  8a;   "^  8^'  ^  Sy   "^    8^   ^' 

Infolge  der  Gleichung  VgCP  =  0  oder: 

8*    ,     8$    .    H  ^   _   K—JG    8$ 

"ejT  ~*~  17  "'  N  8^,  N        8ä' 

können  aber  die  Gleichungen,  welche  mittels  des  ersten,  zweiten  und  letzten 
Bruches  gebildet  werden,  folgendermassen  geschrieben  werden: 

dx  dy    "■^' 

eF        ei"        ^  M  g  —  }/g  8$  ' 

87  8^7  ^  8i7  N         -dz' 


Integration  coniplicirter  Fonnen.  425 

Multiplicirt.  man  ZühU-r  und  Nenner  des  eixten  dieser  limche  mit  —  (A'  —  l  G), 
die  des  zweiten  mit  II  und  die  des  dritten  mit  N  und  setzt  man  den 
dritten  Bruch  dem  Verhilltniss  der  Summe  der  Zilhler  und  Nenner  der 
beiden  ersten  gleich,  so   folgt: 

H,l>/  —  (A'-- yr;)  (Lc  —  X,{:, 


t-(^-m^       «g-(X-V«)^' 


imd  unterdrückt  mau  hier  die  Nenner,    welche  gleich  sind,   so  erhält  umn 
die  erste  der  Gleichungen  (B). 

Ferner  kann  man  infolge  der  Gleichungen  "7^0  =  0,    7.,0==O,  dereu 
erste  giebt: 

^x    '^   ^z  ^  N   9?  N         87/ 

die  Gleichungen,  welche  aus  dem  ersten,  vierten  und  fünften  der  Brüche  (4) 
gebildet  werden,  folgendermassen  schreiben: 

—  dz, 


(Ix 

—  dz* 

8<& 

dz' 

L  a<f 

.Y    8^' 

K-[-\G  8* 

.Y        hz, 

^  8^   _   K  —  JG   8^' 

.Y  8.^,  .Y         8? 


Multiplicirt  man   Zähler  und   Nenner    des   ei-sten  Bruches   mit  M,    die   des 
zweiten  mit  H,  die  des  dritten  mit  K  -f-  ^Cr  und  verfahrt  analog,  so  folgt: 

Mdx  —  Hdz'  —  (K  +  iG)  dz, 


„  8$  HL  —  K-+  G   8$      ■ 

^     8^'  N  82' 

Nun  ist  aber 

G  =  K'  —  LH  +  MN,  also  ^^~5'"^  ^  =  M. 

N 

Unterdrückt  man  also  den  gleichen  Nenner  in  den  letzten  beiden  Brüchen, 
so  findet  man  die  zweite  der  Gleichungen  (B). 

Endlich  findet  man    leicht    die   folgende  Combination   der  Brüche  (4): 
z'dx  -\-  z,dy  dz 


^    82'  '^  ^'dz,  '^'    87  "^  ~'  ~^, 

und  hieraus  folgt  die  dritte  der  Gleichungen  [B). 

Man  würde  in  genau  derselben  Weise  den  zweiten  Theil  der  Bemerkung 
Ampere's  beweisen. 
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122.  Abgesehen  von  der  oben  angedeuteten  Unvollkommenheit  ist  die 
Monge'scbe  Methode  sehr  der  Beachtung  werth,  da  sie  die  erste  hinreichend 
allgemeine  Methode  ist,  welche  für  die  Integration  der  Gleichungen  von 
der  betrachteten  Form  vorgeschlagen  worden  ist,  um  so  mehr,  als  der  Ur- 
heber dieser  Methode  schöne  Anwendungen  derselben  in  seiner  berühmten 
„Application  de  V Analyse  ä  la  Geometrie"  gegeben  hat.  Wir  wollen  in 
kurzem  Auszuge  diesem  Werke  ein  Beispiel  entlehnen,  um  eine  vollständigere 
Vorstellung  von  den  verschiedenen  Hülfsmitteln  zu  geben,  welche  ein  ge- 
schickter Analyst  bei  der  Entwickelung  und  Anwendung  der  einfachen  Ideen, 
welche  dieser  Methode  zu  Gininde  liegen,  benutzen  kann. 

Wir  nehmen  an,  dass  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichung  handle 

a{ß  +  zy  +  [ßiß  +  „%)  -  a(a  +  z')]z',  -  ß{a  +  z')z„  =  0, 
worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


xz,  —  yz'  xz,  —  yz 

Durch  Vergleichung  mit  der  Gleichung  (1)  hat  man  hier: 

^=a(y9+^,),     K=\vß{ß-\-^^-<(^^^%    L  =  -ß{a+z') 

M=  N=  0,     G=\[ß{ß^  ^,)  +  a{a  +  z')\\ 
Hiernach  nehmen  die  Gleichungen  {Ä)  und  {B)  die  Form  an: 

{ßJ^z)dy-{-  (a  +  s')dx  =  0     I 

adz'  -\-  ßds,  =  0     \       ....     {Ä): 
dz 


uns      -\-    fJllJi,     =^     ^'  f 

—  z'dx  —  z,dy  ^  0     j 


ady  —  ßdx  =  0 

(ß-{-^;)dz'  —  (a  +  z')d0,  =  O     j        ....     (B). 
dz  —  z'dx  —  z,dy  =  0     j 

Addirt  man  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  (Ä),  so  findet  man: 

adx  -\-  ßdy  -\-  dz  =  0. 

Die  letztere  Gleichung,  betrachtet  zugleich  mit 

adz'  +  ßdz,  =  0, 
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kann  durch  zwei  andere  ersetzt  werden.  Dazu  braucht  man  nur  zu  be- 
merken, dass  die  oben  für  a  und  ß  gegebenen  Werthe  erhalten  werden 
als  algebraische  Lösungen  der  beiden  Gleichungen: 

fix  +  ßif    4-  .^  =  0 
az'  -\-  ßz,—  \   =  0. 

Denkt  man  sich  also  hier  für  n  und  ß  ihre  Werthe  substituirt  und  ditferentiirt 
man  die  so  erhalteneu  Identitäten,  so  findet  man  die  identischen  Gleichungen: 

ndx  +  ßdy  -{-  dz  -\-  xdn  -{- ydß  =  (^ 
adz*  +  ßdz,  +  z'da  +  z,dß  =  0, 

zufolge  deren  die  beiden  zu  integrirenden  Gleichungen  sich  reduciren  auf 
die  Fonn: 

xda  +  ydß  =  U,     z'da  +  z,dß  =  0, 
oder: 

da  =  0,  dß  =  0. 

Somit  sind  die  beiden  verschiedenen  Integrale  des  Systems  (Ä): 

a  ^  (I,  ß  =  '^ 

oder: 

y  -^zz,      x-\-  zz'      - 


xz,  —  yz'  '       xz,  —  yz 

wo  a  und  }>  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Man  erhält  jetzt  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  der  gegebenen 
Gleichung,  wenn  man  a  aus  den  beiden  Gleichungen  eliminirt: 

y-\-zz,  x-\-zz'  ,  s 

xz,  —  yz'  xz,  —  yz'  ^  ^  ' 

wo  9?  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Infolge  der  vorher  gemachten 
Bemerkung  aber  kann  man  an  Stelle  dieser  Gleichungen  die  beiden  folgenden 
nehmen : 

ax  +  y^piff)  -\-  z  =  0 

a^  -f-  ^,^  (^)  —  1  =  0- 

Um  a  zu  eliminiren,  kann  man  sich  den  Werth  dieser  Grösse  aus  der 
ersten  Gleichung  entnommen  und  in  die  zweite  substituirt  denken.  Welches 
nun  aber  auch  die  Function  q)  sein  möge,  dieser  Werth  muss  sich  aus- 
drücken mittels  X,  y,  z  allein.  Mithin  wird  die  zweite  Gleichung,  welche 
nach    der  Substitution    das    allgemeine   Integi-al    erster    Ordnung    darstellt. 
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linear  in  Bezug  auf  s'  und  s,  sein.  Um  daher  daraus  das  primitive  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  abzuleiten,  braucht  man  nur  das  System  simul- 
taner Gleichungen 

dx            du             ,  ,  . 

~  =  -j-.  =  dz (y) 

zu  integriren,  indem  man  a  als  eine  Function  von  ic,  y,  z  betrachtet,  die 
der  Gleichung 

ax  -f-  im>{(^  -|-  ^  ^  0 
genügt. 

Hat  man  zwei  verschiedene  Integrale  dieses  Systems  mit  zwei  will- 
kürlichen Constanten  c  und  c'  bestimmt,  und  stellt  man  zwischen  diesen 
letzteren  eine  willkürliche  Relation  c'  =  ^>{c)  fest,  so  hat  man  zwischen 
den  so  erhaltenen  drei  Gleichungen  nur  noch  die  Grössen  c  und  c'  zu  eli- 
miniren.  Das  Resultat  der  Elimination  wird  das  primitive  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  ergeben. 

123.  Eins  der  Integrale  des  betrachteten  Systems  kann  man  sehr  ein- 
fach finden.     Mau  hat  nämlich  nach  diesem  System: 

xdx-\-ydy     ^  ^^^ 


ax-\-y(p{a) 
oder  infolge  der  Gleichung  ax  -\-  y(p{a)  +  -^  =  0: 

xdx  -f-  yäy  -\-  sclz  =  0, 
also  integrirt  und  wenn  man  mit  c  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet: 

x-i  ^  y-i  -{.  g-i  =  c\ 

Dieses  Integral  kann  nach  einer  Bemerkung  Ampere's  auch  leicht 
mit  Hülfe  des  Systems  der  Gleichungen  [B]  erhalten  werden.  In  der  That, 
substituirt  man  die  Werthe  von  a  und  ß  in  die  erste  dieser  Gleichungen 
und  addirt  man  sie,    nachdem  man  den  Nenner    weggelassen,    zur    dritten, 

so  erhält  man: 

xdx  -f-  ydy  -\-  zdz  =  0. 

Indem  wir  jetzt  zur  Berechnung  des  andern  Integrals  des  Systems  (y) 
übergehen,  bemerken  wir,  dass  wir  haben: 


somit: 


dx  du  ,  N 


dz  ^  \dz  ]• 
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Aus  den  Gleichungen 

xdx  +  ifdi/  4-  zdz  =  0.     x-  4-  y-  +  ^'-  =  r-' 

erhUlt  mau  aber: 

^^  __     .rdx  +  ydy 

somit : 


dy^c-i  —  x^  —  if  (dx\c-  —  x^  —  y-\ 

xdx  +  ydy  ^  v     xrf./-  +  .'/f^.'/     ^ 

Die  Integratioii  dieser  letzteren  Gleichung  zwischen  den  beiden  Ver- 
änderlichen  x  und  y  kann  in  folgender  Weise  ausgeführt  werden.  Bezeichnet 
man  mit  tu  die  Grösse  unter  dem  Functionszeichen  q),  so  hat  man  an  Stelle 
der  vorstehenden  Gleichung  die  folgenden  beiden: 


cox  -f  y(p{<^^)  =  ^^"  —  X-  —  2/ "5     f'^f^?y  —  (p{co)dx  =  0     .   (a). 

Wäre  oj  constant,  so  würde  das  Integral  der  letzteren  Gleichung  von 
der  Form  sein: 

coy  —  (p{oj)x  =  const; 

da  aber  co  eine  veränderliche  Grösse  ist,  so  muss  die  Constante  auf  der 
rechten  Seite  durch  eine  Function  von  co  ersetzt  werden,  so  dass  man  hat: 

ojy  —  (p{oj)x  —  f{oj)  =  0 (ft). 

wo  f{cü)  derart  zu  bestimmen  ist,  dass  die  Ableitung  der  linken  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung,  genommen  nach  (o  allein,  gleich  Null  ist,  d.  h. 
derart,  dass  man  hat: 

y  —  (p'{co)x  —  f\oj)  =  (i  .     .....     (c). 

Durch  Elimination  von  x  und  y  zwischen  den  Gleichungen  (a),  (ft),  (c)  erhält 
man  eine  gewöhnliche  DiiFerentialgleichung  zwischen  w,  (p{o)),  f(oj),  welche 
dazu  dienen  kann,  die  Form  der  Function  f  zu  bestimmen.  Aus  den  Glei- 
chungen (6)  und  (c)  erhält  man  nämlich: 

cacp   —  qp  oiqp    —  qp 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  erste  Gleichung  (a), 
so  folgt: 

{CO  +  (p(p')f  —  (W2  +  992)/* 

=  {c^iüjcp'  —  cpy  —  (1  +  (p'^)p  +  2{oj  +  (p(p')  /r  —  (oj^-h  cp'-)  rf\ 

Setzt  man  nun 

.=  f 
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so  ist: 

iü  ^   (fo-  +  y')f  —  (<a  +  y<pO/' 

und  hierdurch  geht  die  vorige  Grleichung  über  in: 

ldv^\2_  c%a>q>'-  cpY  -  (1  +  tp")  r  -\-2ico  +  cpcp')  ff'  -  (g,-^  +  «pQ  r 

Multiplicirt    man    diese    letztere  Gleichung    mit  co'^  -j-  q)'    und    addirt   sie 
sodann  zu  dem  Quadrat  der  vorigen,  so  folgt: 

somit : 

dv  (taep'  —  qp)  dco 


Vc»  -  »»  («"  +  9»^)  Vi  +  0)^  +  (p* 

Hierin   sind  demnach   die  Veränderlichen  getrennt.      Integrirt   man ,    so   er- 
giebt  sich: 

0  f 


sin 


Substituirt  man  den  Werth  von  f  in  die  Gleichung  (fe)  und  setzt  man 

c*  =  xp{c\     c  =  \x^  +  «/"  +  ^'^> 
so  erhält  man  das  primitive  allgemeine  Integral  des  Problems  unter  der  Form : 

An  Stelle  der  Bedingung,  welche  o)  bestimmt,  hat  man  die  Gleichung  (c)  oder 

0(0 

Beginnt  man  mit  der  Integration  des  Systems  (B),  so  kann  man  eben- 
falls eine  allgemeine  Lösung  des  vorstehenden  Problems  erhalten,  welche 
ein  besonderes  Interesse  für  die  geometrische  Interpretation  der  gegebenen 
Gleichung  und  aller  daraus  abgeleiteten  Rechnungsresultate  darbietet.  Es 
ist  uns  aber  nicht  möglich,  hier  in  alle  diese  Einzelheiten  einzugehen. 
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124.     Die  Ampöre'sche    Methode    für    ilie    Int^'gratiuii    der   Uleichuug 


Hz"  4-  2Kz',  4-  Lz„  4-  il/  4-  N{z"z„  —  ^2) 


0 


in  den  Fällen,  wo  sie  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  besitzt,  bildet 
eine  Abänderung  in  der  Form  und  eine  Vervollkommnung  der  Monge - 
scheu  Methode. 

Wir  st^illen  die  beiden  Systeme  von  Gleichungen,  auf  welche  sich  die 
Integration  der  Gleichung  (1)  reducirt,  unter  der  Form  dar,  die  ihnen 
Ampere  gegebeu  hat  (§   12): 


H 

8.'/ 
ax(a 

^       8a;  (a 

— 

(K  -h  \'G)  = 

() 

H 

ö.c(a 

+  (A'  -  ^ 

CG) 

8.^  +  ^ 

0 

'dz 
8a;  (« 

-  z' 

8y 

"'  dx{u 

0 

(^) 


^4?^  + -^Ir?  -  (^ -''«)  = « 


8s' 


i// 


^ikß  +  ^''-^'^^^ß  +  ''-' 


iz 
8^ 


(B). 


In  den  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  nimmt  man  resp.  a;,  a  und  x,  ß 
als  unabhängige  Veränderliche.  Dabei  kann  x  irgend  eine  der  beiden 
früheren  unabhängigen  Veränderlichen  darstellen,  und  a  und  ß  bezeichnen 
die  Argumente  der  beiden  willkürlichen  Functionen  des  primitiven  all- 
gemeinen und  endlichen  Integrals  dieser  Gleichung.  Offenbar  kann  mau 
in  den  Gleichungen  (^4)  und  {B)   überall  das  Vorzeichen    der  Wurzelgrösse 

y  G  ändern. 

125.  Wenn  die  Gleichung  (1)  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung 
zulässt,  so  kann  man  annehmen,  dass  zwei  Combinationeu  der  Gleichung  [Ä) 
existiren  von  der  Art,  dass  man  sie  auf  dieselbe  Weise  integriren  würde, 
wie  wenn  sie  an  Stelle  der  partiellen  Ableitungen  gewöhnliche  Ableitungen 
von  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen  x  enthielten.  Um  diese  beiden 
integrablen  Combinationen  zu  finden,  kann  man,  wenn  sie  sich  nicht  von 
selbst  darbieten,  die  in  §  14  auseinandergesetzte  Methode  benutzen.  Hat 
man  ihre  Integrale,  in  denen  zwei  willkürliche  Constanten  auftreten,  er- 
halten, so  ist  man  berechtigt,  eine  dieser  Constanten  durch  a,  die  andere 
durch  eine  willkürliche  Function   (p  (a)  von  a   zu   ersetzen ;    denn   bei   den 
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Gleichungen  (Ä)  nimmt  man  an,  dass  zugleich  mit  x  eine  zweite  unab- 
hänsfiffe  Verändei'liche  o  auftritt.  Wir  nehmen  also  an.  dass  die  beiden 
verschiedenen  Integrale  der  Gleichungen  (Ä)  seien: 

f{x,  y,  z,  z\  z,)  =  a,       Fix,  y,  s,  z\  z,)  =  cp{a). 

Betrachtet  man  jetzt  x  und  ß  als  unabhängige  Veränderliche  und 
differentiirt  man  unter  dieser  Annahme  nach  x,  so  erhält  man  aus  den 
beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  folgenden: 

8/'     ,    ^     ^l_    ,     ¥  _8^  _,    _8/   Jf^    ,     8/"      8^;,     8a 


^x     '     %    8a; (^    '     8ä    ^x{ß    '     Is'   8a; (|3    '     8^^,  8a;(/S  8a;(/J  ^  . 

8a;  "'"  8?/    8a;(ß  "^     8s    8a;(/3    ■"   8^'  8a;(/J  "^  8^',   8a;(^  ^  ^^'   8a;(^) 

Eliminirt  mau  zwischen    den   sieben  Gleichvmgen  (2),  (3)  und  {B)  die 

vier  Grössen  s\  z,,  ;— ^,    t~77,,  so  erhält  man  drei  Gleichungen,  in  denen 
'     8a;(ß      8a;(p 

nur  die  Ableitungen  der  Veränderlichen  y,  z,  a  nach  x  vorkommen.  Man 
kann  sie  daher  integriren  wie  ein  bestimmtes  System  simultaner  Gleichungen 
mit  ofewöhnlichen  Differentialen  und  man  findet  so  die  Ausdrücke  von 
«/,  z,  a  mit  Hülfe  von  x  und  drei  willkürlichen  Constanten  C,  C",  C". 
Da  hierbei  aber  vorausgesetzt  ist,  dass  ß  neben  x  die  zweite  unabhängige 
Veränderliche  ist,  so  können  die  willkürlichen  Constanten  C,  C,  C"  resp. 
ersetzt  werden  durch  ß,  y^{ß),  Ziß)-  ^'^  V  ^^^  X  willkürliche  Functionen 
bezeichnen. 

Das  Ensemble  dieser  drei  Gleichungen  aber,  welche  drei  willkürliche 
Functionen  ^,  \p,  ^  enthalten,  stellt  noch  nicht  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  (1)  dar,  da  dieses  Integral  nur  zwei  willkürliche  Functionen  ent- 
halten darf.  Das  Vorhandensein  der  überschüssigen  willkürlichen  Function 
erklärt  sich  dadurch,  dass  wir  nur  einen  Theil  der  Bedingungen  benutzt 
haben,  welche  die  Function  z  bestimmen,  nämlich  Gleichungen,  in  denen 
nur  die  partiellen  Ableitungen  nach  x  vorkommen,  während  man  noth- 
wendig  auch  die  anderen  Gleichungen  berücksichtigen  muss,  in  denen 
auch  die  partiellen  Ableitungen  nach  ß  vorkommen. 

In  der  That,  drückt  man  die  Gleichung 

dz  =  z'dx  +  z,dy 
mittels  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  ß  aus,  so  erhält  man: 

I  «'^  + '4 ''^  =  ^''^  +  ^' (I ''^  + 1 " 

Hieraus  folgen  die  beiden  Gleichungen: 


8a;  "~  ''    ~^  "'   8a;'      8^  '    8^' 
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und  wir  haben  bisher  noch  nicht  die  zweite  von  diesen  (ileichuugeu  in 
Berücksichtigung  gezogen.  Substituirt  nian  iilso  darin  die  für  die  Functionen 
y,  z,  z,  gefundenen  Werthe,  so  erhült  man  eine  Bedingung  für  die  Be- 
stimmung und  die  Elimination  der  überschüssigen  willkürlichen  Function. 
Dazu  kann  man  sich  einer  andern  der  vorigen  äquivalenten  Gleichung  be- 
dienen,  die  man   findet,   wenn   man   sich   darauf  stützt,   dass  man   hat: 


^{^  +  ^'1]      »(^.|) 


8^  8a; 

oder: 

3|J    "•     b/3   Sa-    '    ~'  8,t;8/J  5a;  S/3    '    ^'  8x8/3' 

und  hieraus  folgt: 

8£|^  ^^  8^;,   o.v 

8/3  8a;  8^  8^  8^* 

126.    Wir  wenden  diese  Methode  auf  das  folgende  Beispiel  au: 

{z,  +  yz,)  (z"  +  1)  =  (j/z:  —  z'  —  X)  z\. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems  (^),  in  welchem  wir  die  Zeichen 
vonV^T  durch  die  entgegengesetzten  ersetzen  wollen,  nehmen  die  Form  an: 

'  8a;(a         "^  8a;(a  '  8a;(a     '    ^  ^  ^x{cc  ' 

Integrirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen,  so  folgt: 

z,y  =  a. 

Zz 
Eliminirt   man   zwischen   jenen  Gleichungen   -r-^.    so   erhält  man  die  inte- 

8.'c(o: 

grable  Combination: 

2' (^„  +  1)  -  (^' + -)  ä|^  =  ». 


aus  welcher  folgt 


C5' 


z'  -{-  X  ,   . 

=  <3P(a). 


V 

Nimmt  man  x  und  ß  als  unabhängige  Veränderliche  und  diflPerentiirt 
man  unter  dieser  "Voraussetzung  die  Gleichungen 

z,y  =  u (1) 

z'  -\-  X  =  tj(p{a) (2), 
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SO  findet  man: 

'  Sx'(^  ^  ^  e«(/j       8ic(ß ^  ^ 

^  +  1  =  9^(«)  ^^  +  ^*?''(°)  8li-^      ....    (4). 

Zu  diesen   vier  Grleichuugen    muss    man   noch    das   System  {B)  hinzu- 
fügen, welches  wird,  nachdem  man  überall  das  Zeichen  von  \  Gr  geändert  hat: 

e^^+l   =  '^ •    •     (ö) 

Die  Gleichung  (4)  nimmt  infolge  von  (6)  die  Form  an: 

-  ^.  +  ^!  .-^  =  0,  also:  y^>{a)  =  ß     .     .     .    (8) 

Die  Gleichung  (5)  nimmt  infolge  von  (3),  (2)  und  (8)  die  Form  an: 

^  =  y(p{a)  =  ß,     also  a  =  ßx  +  xp{ß). 

Die  Gleichung  (7)  kann  man   infolge   von  (2),  (8)  und  (1)  folgender- 
massen  schreiben: 

Nun  folgt  aber  aus  (8) 

8y    /?y'(«)      8c 

8"^  ~  [<p(a)]-  8«(j3' 

mithin : 

82    ,,  ^'(a)     Sa 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

s  =  (|y?  _  Ij  a?  —  a  log  9)(a)  +  Jlog  (p{a)  da  +  xiß)- 

Setzt    man   jetzt   log  (p{a)  ^  <?'(")'    ^°    ^^^"^    ^^^^^  "^^^   ^^®^  durch 
Integration  erhaltenen  Gleichungen  folgendermassen  schreiben: 

z=[ß-  f)  x+0{a)-  a0'{a)  -f  ^(A 
a  =  ßx  +  ip{ß). 
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Um  die  überechüssige  willkürliche  Function  zu  elimiuiren,   muss  man 
der  Gleichung  genügen: 

Man  hndet  dazu: 

bxr  ,,.,,,    .     'oa       .       .,,,.  et  u      ■'■'(") 

et 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  so  erhält  man 
die  folgende   Relation  zwischen  den  Functionen  rp  und  ^: 

W(ß)  =  ß/(ß)- 

Mithin    kann    man    nach    Elimination   von   a  das   primitive  allgemeine 
Integi-al  der  gegebenen  Gleichung  auf  folgende  Form  bringen: 

z  =  [ß-fjx +0{ß[x + /m}  -  ß\^ + /m^'{ß[^ + /(ß)]} + /(ß) 

Das  primitive  allgemeine  Integral  kann  man  in  einer  einfacheren  Form 
erhalten,  wenn  man  die  Integrale  des  Systems  [Ä)  auf  die  Form  brmgt: 

yz,=^q){a)      .     .     .   • (1') 

z'  -\-  X  =  ya (2'). 

Betrachtet  man  x  und  ß  als  unabhängige  Veränderliche  und  differentiirt 
man  die  vorstehenden  Gleichungen  nach  x,  so  folgt: 

^  »Si  + -.  »I-,  =  ^'W  ,^, w 

Aus  den  Gleichungen  (4')  und  (6)  folgt: 

ay  =  ß (8'). 

Die  Gleichung   (5)  wird  infolge  von  (3'),  (2')  und  (8'): 

und  giebt  durch  Integration: 

ip{a)  =  ßx-\-  ip{ß). 

28* 
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Endlich  nimmt  (7)  infolge  von  (2'),  (8')  und  (1')  die  Form  an: 


Nun  erhält   man  aber  aus  (8') 

8/y     ß      va 

Mß  ^  dx(ß' 

somit: 

os_  p  (p(a)    dcc 

und  hieraus  erhält  man,  wenn  man  (p  {a)  =  a0'(a)  setzt: 

a0'(a)  =^ßx  +  xpißl     z,  =  ^'''  0\d). 

Es  ist  leicht  zu  veriticiren,  dass  mau  mittels  der  vorstehenden  Werthe 
von  «/,  z,  z,  auch  der  Gleichung 

8s'  8v 


^ß{x  '  ^{x 

genügt,  wenn  man  ähnlich,  wie  dies  im  vorigen  Falle  geschah, 

wm  =  ß:<:{ß) 

setzt.     Hieraus  folgt,  dass  nach  Elimination   von  a  das  primitive  allgemeine 
Integral  dargestellt  wird  durch  die  Gleichungen: 

^  =  (^~|)--<f(-f-)+;f(Ä 

deren  zweite  man  erhält,  wenn  man  die  erste  partiell  nach  ß  differentiirt. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  man  dies  Integral  in  dieser 
letzteren  Form  auch  sehr  einfach  nach  der  Monge'schen  Methode  erhalten 
kann. 

127.  Nach  den  soeben  gegebenen  Andeutungen  sieht  man,  dass  die 
Ampfere'sche  Methode  in  Wirklichkeit  nur  in  einer  einfachen  formalen 
Abänderung  der  Methode  von  Monge  besteht.  In  der  ersten  genau  ebenso 
wie  in  der  zweiten  beginnt  man  damit,  mittels  des  Systems  {A)  z.  B.  ein 
allgemeines  Integral  der  ersten  Ordnung  der  Gleichung  (1)  zu  bestimmen. 
Anstatt    aber    mit    Monge    dieses    Integral    als    eine  partielle  Differential- 
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gleichung  erster  Ordnung  zu  betracht.eii  und  zu  ihrer  Integration  das 
Lagrange'sche  Hülfssystem  sinuiltaner  Gleichungen  zu  bilden,  benutzt 
Ampere  direct  die  Gleichungen  iU),  die  wie  bewiesen  in  dem  Lagrange'sch«Mi 
System  enthalten  sein  müssen.  Und  gerade  in  diesem  Vorgehen  besteht 
der  Vortheil  der  Ampere'schen  Methode.  Indessen  befreit  man  sich  auf 
diese  Weise  nicht  von  der  willkürlichen  Function  des  allgemeinen  Integi-als 
erster  Ordnung,  die  unvermeidlich  in  den  drei  simultanen  Gleichungen  mit 
gewöhnlichen  Ditferentialen  auftritt,  auf  deren  Integi-ation  sich  schliesslich 
die  Autgabe  reducirt.  Ausserdem  treten  in  den  Integralen  dieser  Gleichungen 
drei  willkürliche  Functionen  auf,  von  denen  eine  mit  Hülfe  einer  der 
Gleichungen 

dz*  ^    8//      ,   ..9^   ^^t    ^y  ^y  3^, 

8^  ~'   ö/J   '       "■    8^  ix    ^ß  ü  dß 

eliminirt  werden  muss.  und  dies  führt  eine  Complication  des  Problems 
herbei,  deren  man  bei  der  Monge'scheu  Methode  nicht  begegnet. 

Im  folgenden  Kapitel  werden  wir  eine  Methode  auseinandersetzen, 
welche  das  Auftreten  von  willkürlichen  Functionen  in  den  zu  integinrenden 
Gleichungen  des  ursprünglichen  Problems  vermeidet.  Denn  in  den  Fällen 
selbst,  in  denen  die  Gleichung  (1)  allgemeine  Integrale  erster  Ordnung  be- 
sitzt, kann  man  nach  unserer  Methode  an  Stelle  dieser  letzteren  particuläre 
Integrale    benutzen,    in  denen   keine  willkürlichen   Functionen   vorkommen. 


4.  Kapitel. 
Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten. 


^-  IS. 

128.    Wenn  die  Gleichung 

Hz'-  +  2Kz',  +  Ls„  +  iJf  +  N{s"s„  —  s','^)  =  0     .     .     (1) 

keine  allgemeinen  Integrale  erster  Ordnung  hat,  so  sind  die  Integrations- 
methoden, welche  sich  wie  die  von  Monge  auf  die  Annahme  der  Existenz 
von  solchen  Integralen  gründen,  nicht  mehr  anwendbar.  .  Lagrange  ver- 
suchte es,  die  Theorie  der  Integration  der  in  der  allgemeinen  Form  (1) 
enthaltenen  Gleichungen  auf  die  Bestimmung  ihrer  vollständigen  parti- 
culären  Integrale,  d.  h.  derjenigen  Integrale,  welche  fünf  willkürliche  Con- 
stanten enthalten,  und  auf  die  Anwendung  der  von  ihm  entdeckten  Methode 
der  Variation  der  Avillkürlichen  Constanten  zu  gründen.  Auf  diese  Weise 
gelangt  man  aber  zu  Bedingungen,  deren  Befriedigung  im  Allgemeinen  so 
schwierig  ist,  dass  er  selbst  dieses  Verfahren  mehr  als  merkwürdig  denn 
als  vortheilhaft  anerkannt  hat.  Ampere^)  hat  mit  mehr  Erfolg  die  Methode 
der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  particulären  Integrale 
erster  Ordnung  angewandt,  die  sich  aus  den  Systemen  von  Gleichungen 
ergeben 


H 


H 


8a;  (a 


+  N 


öa;(a 


—  K 


^z. 


V(?  =  o 


+  (^-^^^)Ä.  +  ^=o 


(ix{a 


oz 


Z' 


''  8«(a 


=  0 


(^), 


fi-  ^   +  A^    ^'' 


8a;  (ß 


ea;(|3 


K  +  SG 


0 


B 


8s' 


'i:Z, 

^z  .  8«/ 

ff'   c,    ~ 

8ic(|3 


=  0 


(^). 


s  —  s 


'  ^x(^ 
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in  dem  Falle,  wo  jedes  dieser  Systeme  oder  wenigstens  eins  von  ihnen 
nur  eine  einzige  integrable  Combination  zulässt  und  es  daher  unmöglich 
ist,  für  die  Gleichung  (1)  ein  allgemeines  Integral  erster  Ordnung  zu  er- 
halten. Bevor  Ampere  die  Aufmerksamkeit  auf  diese  particuliii-en  Inte- 
grale gelenkt  hatte,  wusste  man  daraus  für  die  Ermittelung  des  allgemeinen 
primitiven   Integi"als  der  Gleichung  (1)   keinen  Nutzen   zu  ziehen. 

Man  kann  indessen  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  die  von  Ampere 
auf  diese  fruchtbare  und  originelle  Idee  gegründete  Methode  sich  nicht 
durch  Einfachheit  auszeichnet,  und  dass  auch  der  Weg,  den  er  gewählt 
hat,  an  vielen  Stellen  geebnet  werden  und  directer  zum  Ziele  führen  könnte. 
Ausserdem  haben  sich,  wie  Bour  mit  Recht  bemerkt  hat,  die  FäUe,  in 
denen  die  Gleichungen  der  Charakteristik  (d.  h.  die  Gleichungen  (A)  und  (B)) 
keine  integrable  Combination  zulassen,  bisher  fast  gänzlich  jedem  Versuch 
einer  allgemeinen  Theorie  entzogen. ^)  Nach  einigen  Steilen  in  der  Bour'schen 
Abhandlung  zu  urtheilen,  aus  welcher  die  vorstehende  Bemerkung  entnommen 
ist  \ind  in  der  er  einige  kurze  Betrachtungen  über  die  Integration  der 
partiellen  Diti'erentialgleichungen  zweiter  Ordnung  auseinandersetzt,  kann 
man  schliessen,  dass  er  es  als  möglich  erachtet  hat,  auf  die  Methode  von 
Lagrange  zurückzugehen  trotz  der  Schwierigkeiten,  welche  sie  darbietet. 
„Ich  bin  glücklich",  sagt  er  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung,  „bewiesen  zu 
haben,  dass  diese  Schwierigkeiten  nicht  immer  unübersteiglich  sind,  und 
dass  die  schöne  Methode  von  Lagrange,  nachdem  dieselbe  über  alle  auf 
die  Gleicbimgen  erster  Ordnung  bezüglichen  Fragen  so  viel  Licht  ver- 
breitet hat,  noch  nicht  ihr  letztes  Wort  über  die  viel  schwierigere  Theorie 
der    partiellen  Differentialgleichungen    zweiter  Ordnung    gesprochen    hat."  2) 

Das  aufmerksame  Studium  der  Methoden  von  Lag  ränge  und  Ampfer  e 
hat  mich  zu  der  Überzeugung  geführt,  dass  es  möglich  ist,  die  Theorie 
der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  particulären  Integrale 
der  Gleichung  (1)  unter  einer  einfacheren  und  allgemeineren  Form  anzu- 
wenden, als  diejenige  ist,  unter  der  Ampfer e  seine  Methode  dargestellt  hat. 
Indem  ich  mich  nur  auf  die  Annahme  der  Existenz  von  primitiven  particu- 
lären Integralen  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Constanten  stütze, 
habe  ich  allgemeine  Formeln  erhalten,  um  daraus  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  (1)  mit  Hülfe  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten 
des  particulären  Integrals  abzuleiten.  Die  Allgemeinheit  dieser  Grund- 
voraussetzung gestattet,  diese  Formeln  nicht  allein  auf  den  oben  erwähnten 
Fall,  mit  dem  sich  Ampfere  ausschliesslich  beschäftigt  hat,  sondern  im 
Gegentheil  auch  auf  denjenigen  anzuwenden,  in  w^elchem  die  Gleichungen  (A) 
und  [B)  keine  integrablen  Combinationen  zulassen,  sowie  auf  den,  wo  sie 
mehr  als  eine  integrable  Combination  zulassen.    Wir  haben  so  eine  Methode, 


^)  Journal  de  l'Eeole  polyt.     39.  Cahier  p.  189. 
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440     Anhang  11.  Imschenetsky,  Parfc.  Differentialgleichungen  II.  0.  [Nr.  129—130] 

welche  alle  die  Fälle  der  Integration  der  Gleichung  (1)  umfasst,  welche 
sich  durch  die  Anzahl  der  möglichen  Integrale  der  Gleichungen  (Ä)  und 
(J5)  unterscheiden,  eine  Anzahl,  die  von  drei  bis  Null  einschliesslich  variiren 
kann.  Unsere  allgemeinen  Formeln  geben,  unter  einem  andern  Gesichts- 
punkte betrachtet ,  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Methoden ,  um  Trans- 
formationen der  Gleichung  (1)  zu  erhalten,  vermöge  deren  diese  ihren  ur- 
sprünglichen Typus  beibehält  oder  eine  bemerkenswerthe  Vereinfachung 
erfährt,  indem  sie  sich  in  eine  in  Bezug  auf  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  lineare  Gleichung  verwandelt. 

129.  Indem  wir  jetzt  die  Auseinandersetzung  der  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  in  Angriff  nehmen,  beschäftigen  wir  uns  zu- 
nächst mit  der  Lösung  der  folgenden  wichtigen  Frage:  Wie  kann  man  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  erhalten,  wenn  man  irgend 
ein  particuläres  Integral  mit  drei  willkürlichen  Constanten 
kennt? 

Es  ist  klar,  dass  der  Erfolg  der  Lösung  dieser  Frage  die  ganze  Theorie 
der  betrachteten  Integrationsmethode  umfasst. 

Es  sei 

z  =  CO  {x,  y,  a,  y,  rj) (2) 

ein  particuläres  Integi'al  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Con- 
stanten a,  y,  if.  Difierentiirt  man  dasselbe  nach  x  und  y,  so  erhält  man 
die  Ausdrücke  der  fünf  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
der  Function  z,  welche  man  darstellen  kann  durch 

Z'==C0',       Z,==OJ,,       z"  =  C0'\       z\=(jii\^       5;^^  =  0J„. 

Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  des  gegebenen  Aus- 
druckes von  z  muss  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  nach  Voraus- 
setzung auf  Null  reduciren  und  zwar  für  beliebige  Werthe  der  Grössen 
«,  y,  ri. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  eine  von  diesen,  z.  B.  /y,  eine  vorläufig 
unbestimmte  Function  von  a  und  y  darstelle,  und  dass  a  und  y  bestimmt 
seien  als  Functionen  von  x  und  y  durch  die  Gleichungen: 

die  man  erhält,  wenn  man  die  partiellen  Ableitungen  von  ui  nach  a  und  y 
für  sich  gleich  Null  setzt.  Man  kann  diese  Gleichungen  kürzer  auf  folgende 
Weise  schreiben   (Nr.   102): 


wenn  man    festsetzt,    dass   ein  Punkt   hinter  dem  Zeichen  ()  andeuten  soll, 
dass    die  Differentiation    nach  a  oder  y  ausgeführt  werden    soll   nicht    nur 
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insofern  diese  (Jrössen  explicit  vorkommen,  sondern  auch  insofern  sie  mit 
Hülfe  v<in  andern  Grössen  auftreten,  wie  es  im  gegenwärtigen  Falle  ge- 
schieht durch    Vermittelung   von  7], 

130.  Wir  untersuchen  jetzt ,  unter  welchen  Bedingungen  dir  drei 
Gleichungen  (2)  und  (3)  ein  Integral  von  (1)  darstellen  können.  Dazu  be- 
rechnen wir  von  Neuem  die  Ausdiücke  der  partiellen  Ableitungen  von  z 
mit    Rücksicht  auf  die  Annahmen,   die  wir  bezüglich   a,  /,  tj  gemacht  haben. 

Infolge  der  Gleichungen  (3)  bewahren  die  Ausdrücke  der  Ableitungen 
erster  Ordnung   ihre  ui-sprüngliche  Form: 

Z     =^    lij  ,       Zf    =^    CO,. 

Die  Ausdriicke  für  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ändern  sich  und  werden : 

_,    ,      .      f' .  m'    ()a      ,      8  .  to'    t)y  ,      .     h  .  co,   (ia      .      3  .  «a,    8y 

^'  "^     '     Y^  s,/   ""      ~g^  8y  ^'^'   "T"     j,„     g.v;   "*"    "37   3a; 

_.      0  .  CO,  oa      1^   3  .  <a,  3y 

OK      0//      '         3y      3f/ 

oder: 

Z"  =  CO"    +   h.        ■:  =  0/,   +   /.•  =  0/,  +   //,       Z„  =  CO,,   -f   /, 

indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 

,     8  .  öl'  3a    _,      3  .  co'    cy       ,    ii  .  w'  3a      ^^    3  .  co'    3y 

'  ~^  "bx   "•"    "^   3x'       '  3«     8//    "l        8^   8//' 

,,  3  .  ü),  3a    ^1      3  .  09,    3y        ,  3  .  oj,    ca    ^^    3  .  to,    3y 

3«     8.r     '        8y     8a;'  3a     3//   "^      8y     3,y* 

Den  vorstehenden  Ausdrücken  von  //,  /i;,  Zc',  Z  kann    man    eine  andere 

Form  geben,    nachdem   man  die  Werthe  von  ~,   ^,   ^,  -^  bestimmt  hat. 
°         '  3.x'    3«/'    3a;'   8i/ 

in  welchem    Falle    die   Gleichheit    von  k  und  h'  von   selbst  zu  Tage  tritt. 

Dazu  difierentiiren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (3)  nach  x,  wodurch  sich 

er  triebt: 


8  .  fi)  o    3  .  oj  r,    3  .  ü} 


oa      _,  Oa     da    j^  3a      3y   ^ 


8a;         '  3a       8a;   ^        3y       3a; 

Im  ersten  Gliede  der  linken  Seite  aber  werden  die  Ditierentiationen 
nach  X  und  «  wie  nach  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  ausgeführt: 
mithin  ist: 

o    8  .  fl>  rv    8oi 

T^  ^  •  8i  3  .  m' 


3a;  3a 


0a 
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und  somit  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  au: 

8.0)'     ^^   8'.  0)   8a     1^    8*.  CO   iy  , 

8a  Ca'-    8,r  8a8y  hx 

Ebenso    erhält    man ,    wenn    man    die    zweite    der   Gleichungen  (3)  nach  x 
differentiirt : 

0  .  ö)'  8-.  CO   80:    j^    h'-.co     oy   „ 

8y      """     8a8y  ^x      '      ^    8.7-  * 

Diffei'entiirt  man  die  beiden  Gleichungen   (3)   nach  ?/,  so  folgt: 


0  .  0), 

8a 
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8'-.  CO    8a 


8a-     82/ 

8  .  ö),     1^    8".  üj    8a 
8y  8a8y    8?/ 
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0'.  (o  Gy 
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0, 
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Aus  den  vier  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man: 


-.  (O     0  .  ü) 
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8-. 
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8y         D  \8a8y 
wenn  man  setzt 


8.6),         8'.  ü)    8  .  Q),\         8y  1    /8".  0)  8.0),         8'- 

8y  8y-        da   j^       dtj  D  \8a8y      8a  0, 

[dadyj  ' 


0)     d  .  CD,] 

6a-       6y    j 


i»   = 


0-.  0)     Ö.  0)  /ö. 


8a'-       8y"- 


und  durch  Substitution  dieser  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  von  a 
und  /  in  die  Ausdrücke  von  /*,  Je,  Je',  l  erhalten  diese  letzteren  die  folgende 
Form : 


]c  = 


Je  =  Je'  = 


1 
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0".  0)        C  .CO  \-  cy    O".  CO 
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8a8y      8y 


I,    8.0),     1^  8-.  0)  /  8  .o),\2 
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Ausserdem  bestätigt  man  durch  eine  einfache  algebraische  Rechnung- 
leicht,  dass  man,  indem  man  das  Quadrat  der  zweiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  von  dem  Product  der  ersten  und  dritten  abzieht,  das  folgende 
einfache  Resultat  erhält: 


Jil 


,,  1    Ih  .  co'    0  .  CO,  8.0)'  8.0),  \  2 

I)  \    da         8y  8y        8a    /    ' 
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131.  Jetzt  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Bedingung,  zufolge 
deren  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  ein  Integral  von  (1)  dai-stellen.  Be- 
zeichnet man  zur  Abkürzung  die  linke  Seite,  der  Gleichung  (1)  mit 

F{x,  y,  z,  z\  z,,  z'\  z',,  z„). 
substituirt  darin   die   Werthe 
z  =  CO,  z'  =  (-/.  z,  =  w„  z"  =  vj"  -f  //,    z\  =  (./,  +  k,    z„  =  o>„  4-  l 

welche  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ergeben,  und  setzt  man  die 
Summe  der  Glieder,  welche  nicht  verschwinden,  gleich  Null,  so  erhält  mau 
die  gesuchte  Bedingung. 

Das  Resultat  der  Substitution  kann  man  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  folgender massen  schreiben: 

F{x,  y,  CO,  cü',  oj„  oj"  +  h,  oj',  +  l\  0)„  +  /)  =  F{x,  y,  (o,  w',  oj„  oj'\  o/„  oj„) 

,^F,,     8F  ,     ,     (iF  j    ,      1     c-'F  , ,    ,        0-'/'      , , 
+  "8^''  "  +  8«;  '^  +  8a,„  '  +     2     8«-  "'  +    co,^c«''  '''- 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf  Null 
infolge  der  Voraussetzung,   dass  durch  Substitution  der  Werthe 

^  =  a>,    z'  =  oj',    z,  ==  (o,,    z"  =  f'j",    z',  =  oj',    z„  =  oj„ 

die  Gleichung  (1)  erfüllt  werden  soll  für  beliebige  Werthe  von  a,  y,  ij. 
Ferner  findet  man: 

^.  =  H+mo„.   11  =  2(/v  -  Ä.;),    |£  =  z  +  r<,y, 

_  1    h^ r-F     

2    So);-   ~   8co„8ö)"    ~  ^^' 
mithin : 

F{x,  y,  üJ,  oj',  CO,,  oj"  +  h,  oj\  +  Ic,  co,,  +  /) 
=  {H  -\-  Noj„)h  -f  2  {K—  Noy,)lc  +  (X  +  No)")l  +  N{ld  —  Ä^). 

Man  schliesst  hieraus,  dass  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  nur  in  den 
Fällen  ein  Integral  von  (1)  darstellen  können,  wenn  die  Function  i^  derart 
bestimmt  wird,  dass  sie  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  auf  Null 
reducirt.  Substituirt  man  darin  die  oben  für  h,  Tc,  l,  hl  —  Je-  gegebenen 
Werthe,  setzt  das  Resultat  der  Substitution  gleich  Null  und  unterdrückt 
den  gemeinschaftlichen  Nenner  D,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

«'ii?   +   2S|^    +   2'^+f^=0    .     .     .     (4), 
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worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

\   Sa        8y  8y       Sa   / 

Beachtet  man  die  Zusammensetzung  der  Gleichung  (4),   so  sieht  man 
leicht,  dass  sie  linear  ist  in  Bezug  auf  die  partiellen  DiflFerentialquotienten 


)(5: 


zweiter  Ordnunsr  von 


ö    ■—  T- 


'7]  CT] 


^h 


Sa"'     SaSy     Sy' 
und  dass  in  ihren  Coefficienten  schliesslich  nur  vorkommen: 

S77      S?7 
«'  ^'    ^^'    Sa'    Sy- 

In  der  That,  die  Ableitungen  ~,  tt^,  -ttI  können  ausschliesslich  vor- 

°        öa-     SaSy     Sy- 

kommen  die  erste  nur  in   t:^,  die  zweite  nur  in  Tr-Tr-,    die   dritte   nur   in 

Sa-  SaSy 

-^r^  und  demzufolge  treten  sie   in   keiner  andern  Potenz  als  in  der  ersten 
Sy" 

auf.      Überdies    kommen    in   der   Zusammensetzung   der   Gleichung  (4)   nur 

die  Veränderlichen  a,  y,   n,   ~,  ^,  x,  y  vor,  deren  letzte  beiden  mit  Hülfe 

'       '     da     cy 

der  Gleichungen   (2)  und  (3)  eliminirt  werden  können. 

132.  Mithin  liefert  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Con- 
stanten die  Möglichkeit,  die  wegen  Auftretens  der  Grösse  .z"z„  —  s',^  nicht 
lineare  Gleichung  (1)  in  eine  Gleichung  (4)  zu  transformiren,  die  in  Bezug 
auf  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  der  gesuchten  Function  linear  ist, 
während  dieses  Ziel  durch  die  oben  (III.  Kap.,  §  15)  angegebenen  Trans- 
formationen von  Legend re  und  Ampfer e  nicht  erreicht  wird.  Man  kann 
beweisen,  dass  es  unendlich  viele  dieser  letzteren  analoge  Transformationen 
giebt,  d.  h.  solche,  dass  die  Gleichung  (1)  nach  der  Transformation  ihren 
ursprünglichen  Typus  beibehält.  Dazu  braucht  man  nur  vorauszusetzen, 
dass  in  dem  vorigen  Beweise  der  Werth 


■"o^ 


z  =  oj{x,  y,  a,  y,  ij) (2) 
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vollständig  willkürlich  gewühlt  sei  und  nicht  mehr  ein  particuläres  Integi'al 
der  Gleichung  ( 1)  darstelle.  Alsdann  bleiben  alle  Schlüsse  der  vorstehenden 
Rechnung  bestehen,  ausser  dass 

F(x,  y,  oj,  ('/,  oj,.  o)".  (■)',.  (')„)  =    W 

nicht  mehr  gleich  Null  ist.    Mithin  erhält  man,  wenn  mau  die  schliessliche 

Gleichung  mit 

j    h'.a   ö'-.  Ol  /b".  £a\- 

oa"      by-  \ baSy  / 

multiplicirt ,  noch  das  Glied  W.  L>  und  au  Stelle  der  Gleichung  (4)  hat 
man  die  folgende: 


0«'  daoy  oy 


b".  ta    Ü-.  ö  Ic'-.foV- 


+  r  =  0. 


Zufolge  der  Bemerkung  des  vorigen  Artikels  über  die  Art,  wie  die  Ab 

ba"'    baby'   ^y' 
von  der  Form  sein  wird: 


,   ..  b'w       o'n      b"77   .      b'.ci)     b".<a      o'.to  ,  •  .     i  i  j  7, 

leitungen  -r-4,  --^,  r-^  m  -^-^,  -^^-^,    — r    vorkommen,   ist   klar,   dass  J) 
da"      oaoy     oy  o«'       oaoy      oy 


^  —  ""  [^^  %f  Wcyj  J   +  %«^  +  '  da^y   +  '  by^  +  '' 

wo  sich  rt,  i,  c,  e,  f  ausdrücken  mit  Hülfe  von  a,  y,  n,  — ,  -^.  Somit  behält 

(JOE       Oy 

die  transformirte  Gleichung  den  allgemeinen  Typus  der  Gleichung  (1)  bei. 


133.  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  führt 
das  Problem  der  Integration  der  Gleichung  (1)  auf  die  Integration  der 
Gleichung  (4)  zurück.  Die  Werthe  der  Coefficienten  der  letzteren  hängen 
von  der  besonderen  Form  des  particulären  Integrals  z==oj  der  Gleichung  (1) 
ab.  Mithin  besteht  die  ganze  Schwierigkeit  der  Anwendung  dieser  Methode 
darin,  unter  den  particulären  Integralen  der  Gleichung  (1)  dasjenige  aus- 
zuwählen, für  welches  (4)  eine  der  integi-ablen  Formen  annimmt.  Wir 
werden  die  Charaktere,  auf  welche  man  bei  dieser  Wahl  in  den  bekannten 
Fällen  recurriren  kann,  ausführlicher  auseinandersetzen.  Jetzt  wollen  wir, 
um  die  allgemeinen  Formeln  zu  erläutern,  dieselben  auf  ein  besonderes 
Beispiel  anwenden,  nämlich  auf: 

<.p--+i':i;-.,+(te+«j'+«»)K-<^-2(4-;'-5')-(4-y,-5n=o. 

wo  a,  b,  l,  m,  7i  gegebene  Constanten  bezeichnen. 
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Untersucht  man  die  Möglichkeit,  der  gegebenen  Gleichung  durch  Werthe 
von  der  allgemeinen  Form 

z  =  Ax^  -{-  Bxy  +  C'i/2  -[.  Bx  +  Ey  ^  F 

zu  genügen,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  als  particuläres  Integral  der 
gegebenen  Gleichung  den  Ausdruck: 

z  =  ax  -{-  yy  —  rjxy  =  co, 

welcher  drei  willkürliche  Constanten  a,  y,  )j  enthält.  Betrachtet  man  somit 
Tj  als  eine  Function  von  a  und  y  und  verbindet  man  mit  der  vorigen 
Gleichung  die  beiden  folgenden: 


3 
ö.t» 


SO  erhält  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  man 
die  Function  ?^  durch  die  Bedingung  bestimmt: 

Um  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  zu  finden,  berechnen  wir 

co'  =  a  —  rjy,     co,  =  y  —  rjx,     co"  =  0,     co'^  =  —  /y,     w„  ^  0 

durch  Differentiation  der  Function  6J  nach  x  und  y,  wenn  man  diese  als 
von  a  und  y  unabhängige  Veränderliche  betrachtet.  Differentiirt  man  sodann 
co'  und  CO,  nach  a  und  y,  indem  man  diese  als  unabhängig  von  x  und  y 
betrachtet,  so  folgt: 

ö.ta'    ÖTy     S.m,    dr] 

(Jk  "^    tiß        cty  Oy 

Die  rechten  Seiten  der  letzten  beiden  Gleichungen  reduciren  sich  infolge 
der  zweiten  und  der  dritten  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  auf  Null. 
Nunmehr  findet  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  (5)  des  vorhergehenden 
Paragraphen: 

oder  zufolge  der  dritten  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals: 

~  R  =  a. 
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Sodann  findet  man: 

weil  sich  der  Factor  K  -\-  Nfj  nach  Elimination  von  /y  mittels  der  Glei- 
chungen des  Integrals  und  Substitution  der  aus  der  gegebenen  Gleichung 
entnommenen  Werthe  von  K  und  N  auf  Null  reducirt.     Ferner  ist: 


-  ^ = M'^T = "d^:) ' 


oder  infolge  der  zweiten  Gleichung  des  Integrals: 

—   r  =  h. 
Schliesslich : 

oder  infolge  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  des   allgemeinen  Integrals: 

U  ^  Ix  -{-  my  4-  ne. 
Hiemach  reducirt  sich  die  Gleichung  (4)  auf  die  Form: 

0-.  0)        ,        ,      0-.  CO  /7  I  I  \  A 

«  -g^  -h  ^'  -g^  —  (^a;  -f  my  +  ns)  =  0. 

DiflFerentiirt  man  jetzt  die  Function  o)  zweimal  nach  jeder  deV  Ver- 
änderlichen a  und  V,  die  man  hier  als  unabhängig  von  einander  und  von 
den  Variablen  x  und  y  betrachten  muss,  so  hat  man: 

b'.  (o   8"jj     9".  at  ö'j; 

8«-'  —  ~  ^y  8„2'  '^f  —  ~  ^y  äp- 

Substituirt  man   diese  Werthe   in   die   vorige  Gleichung   und   dividii-t  man 
sie  durch  xy^  so  folgt: 

Ott'  oy-  y      *      X 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  geben  aber: 

1    07]         1    877 

X  8y'      y  8a' 

wir  erhalten  daher  schliesslich  zur  Bestimmung  der  Function  /y  die  lineare 
Gleichung  mit  Constanten  Coefficienten : 

Ca'  oy^  da  dy  ' 
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deren  allgemeines  Integral,  sei  es  unter  endlicher  Form,  sei  es  mittels  be- 
stimmter Integrale,  immer  nach  der  Methode  von  Laplace  (Histoire  de 
l'Ac.  d.  Sciences  1779,  Memoire  sur  les  suites)  erhalten  werden  kann. 
Nimmt  naan  also  die  Fimction  rj  als  bekannt  an,  so  kann  man  mit  Hülfe 
dieser  Function  und  ihrer  partiellen  Ableitungen  das  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  unter  folgender  Form  darstellen: 

"     _i_     y     _i_        ^  1  1 

öt;  ct;  0?j  ot;        "^  oj]  orj 

dy  8a  8a  8y  8a  8y 


§  20. 

1B4.  Wie  bereits  oben  bemerkt  worden,  hat  Ampfer e  eine  wichtige 
Vervollkommnung  in  die  Theorie  der  Integration  der  Gleichung  (1)  ein- 
geführt, indem  er  die  Möglichkeit  entdeckte,  die  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  anzuwenden  auf  die  Integrale  dieser  Gleichung, 
welche  mit  Hülfe  der  Gleichungen  {Ä)  und  {B)  erhalten  werden,  falls  jedes 
dieser  beiden  Systeme  nur  eine  integrable  Combination  zulässt.  Indem  er 
aber  seine  Theorie  auf  diesen  richtigen,  nur  nicht  genügend  allgemeinen 
Gedanken  gründete,  hat  er  nicht  bemerkt,  erstens  dass  dieselbe  Methode 
angewendet  werden  kann  auf  die  particulären  Integrale  der  Gleichung  (1), 
welche  mit  Hülfe  der  Systeme  {Ä)  und  {B)  erhalten  werden,  falls  jedes 
dieser  beiden  Systeme  mehr  als  eine  integrable  Combination  zulässt,  und 
allgemein  auf  jedes  particuläre  Integral  der  Gleichung  (1)  mit  drei  willkür- 
liehen Constanten,  auf  welchem  Wege  man  es  auch  erhalten  habe.  Zweitens 
haben  die  allgemeinen  Formeln  Ampere's  den  schweren  Nachtheil,  dass  sie 
nicht  gestatten,  sich  zugleich  der  Integrale  der  Systeme  {Ä)  und  {B)  auf 
die  vortheilhafteste  Weise  zu  bedienen.  Drittens  könnte  auch  die  An- 
wendung der  Ampere'schen  Fonneln  vereinfacht  werden  durch  die  An- 
wendung der  bekannten  Lagrange'schen  und  Charpit'schen  Methode  für 
die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  in  dieser 
Theorie  vorkommen,  anstatt  der  von  Ampfers  selbst  angegebenen  Methode. 

Wir  wollen  versuchen,  diese  Sätze  in  diesem  Paragraphen  und  den 
folgenden  zu  beweisen;  zuvor  aber  wollen  wir  untersuchen,  welchen  be- 
sonderen Nutzen  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation  der  willkür- 
lichen Constanten  auf  diejenigen  particulären  Integrale  gewährt,  welche 
mit  Hülfe  der  Gleichungssysteme  [Ä]  und  (J5)  erhalten  werden. 

135.  Nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine  integrable  Com- 
bination zulassen,  deren  Integral  wir  unter  der  Form 


f{x,  xj,  z,  s\  s,)  =  a 
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darstellen,  so  wird  dies  bezüglich  der  Gleichung  (1)  ein  particuläres  Integral 
erster  Ordnung  sein.  Betrachtet  man  es  aber  als  eine  paiüelle  Difterential- 
gleichung  erster  Ordnung,  so  wird  man  nach  der  Lagrange 'sehen  und 
Charpit'schen   Methode  ein  vollständiges  Integral  desselben 

r  =  (.){x,  y,  a.  y,  t]) 

bestinmien  können,  welches  ausser  (i  noch  zwei  ändert^  willkürliche  Cou- 
stauten  y,  ij  enthält  und  welches  bezüglich  der  Gleichung  (1)  ein  primitives 
l)articuläres  Integral  sein  wird.  Wendet  man  darauf  die  Methode  dei 
Variation  der  willkürlichen  Constanteu  an,  so  muss  man  »y  als  eine  Function 
von  a  und  y  betrachten  und  zu  ihrer  Bestimmung  wird  man  eine  Gleichung 
mit  den  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

8"i7        fi'i]        8*?7 
8a'-  '     3a8y '      8y'- 
erhalten. 

Die  Grösse  a  stellt,  wie  man  weiss,  das  Argument  der  einen  der  beiden 
willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  Integrals  von  (1)  dar,  und  dieses 
letztere  Integral  muss  sich  ausdrücken  mit  Hülfe  von  ?y  und  der  willkür- 
lichen Functionen,  welche  t]  enthält.  Mithin  muss  eine  der  willkürlichen 
Functionen,  welche  in  dem  allgemeinen  Integrale,  welches  den  Werth  von 
jj  darstellt,  vorkommen,  ebenfalls  a  als  Argument  haben.  In  diesem  Falle 
aber  darf  die  Gleichung,  welche  die  Function  /y  bestimmt,  nicht  die  Ab- 
leitung T-^  enthalten,  wie  wir  in  der  Theorie  der  Integrale  der  partiellen 
Difierentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bewiesen  haben  (Kap.  I,  §  6),  Diese 
Ableitung  -rA,  darf  und   muss   in    die  Gleichung  (4)  eintreten  nur   mittels 

des  Ausdruckes  t— v;  somit  hat  man  in  dem  betrachteten  Falle  nothwendig 
Oa- 

i?  =  0. 

Benutzt  man   das  Integral 

F{x,  y,  z.  z',  z)  =  ß. 

welches  aus  einer  integrablen  Combination  der  Gleichungen  [B)  abgeleitet 
ist,  und  berechnet  man  ein  vollständiges  Integi'al  dieser  Gleichung: 

z  =  co(x,  y,  ß,  y,  /;), 

• 

so  wende  man  hierauf  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Cou- 
stanten  an.  Betrachtet  man  ?y  als  Function  von  ß  und  y,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  dieser  Function  eine  Gleichung  wie  Formel  (4),  in  welcher 
man  nur  ß  für  y  und  y  für  a  zu  schreiben  hat.  Aus  demselben  Grunde 
wie  im  vorigen  Falle  schliesst  man,  dass  man  jetzt  nothwendig  T  =  0 
haben  muss. 

MansioE,  Part.  Differentialgleichungen.  29 
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136.  Kann  man  vermittelst  integrabler  Combinationen  der  Gleichungen 
(Ä)  und  (B)  die  Integrale,  die  wir  resp.  durch 

f{x,  y,  z,  z',  z)  =  a,     F{x,  y,  s,  z',  z,)  =  ß 

bezeichnen,  erhalten,  so  liefern  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  die 
bekanntlich  (Kap.  III,   §   16)  der  Integrabilitätsbedingung 

\8x  ^  8ä      /  32'  \dx  ^  dz      j  Sä' 

.     /¥    ,    8/"  .  \  ^F  (dF        dF     \    df   _ 

'^  [^~^  S^"'j  e^  ~   Ibt^"^  8^    ')  K  ~ 

genügen,  die  Werthe  von  z'  und  z,,  durch  deren  Substitution  die  Gleichung 

dz  =  z'dx  -f-  z,dy 

entweder  unmittelbar  oder  nach  Multiplication  mit  dem  Integrabilitätsfactor 
integrabel  wird.     Als  Resultat    dieser  Integration    erhält    man  den  Werth: 

z  =  ci){x,  y,  a,  ß,  rj), 

welcher  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  (1)  darstellt.  Betrachtet 
man  r)  als  Function  von  a  und  ß  und  wendet  man  die  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  auf  dieses  Integral  an,  so  findet  man  zur 
Bestimmung  der  Function  rj  die  durch  die  Formel  (4)  gegebene  Gleichung, 
in  der  man  ß  für  y  zu  schreiben  hat.  Das  allgemeine  Integral,  welches 
den  Werth  von  z  darstellt,  drückt  sich  aus  vermittelst  des  allgemeinen 
Integrals,  welches  den  Werth  von  rj  darstellt,  und  der  beiden  in  diesem 
Integrale  enthaltenen  willkürlichen  Functionen.  Nun  müssen  die  Argumente 
der  willkürlichen  Functionen  des  ersten  Integrals  a  und  ß  sein,  mithin 
müssen  a  und  ß  auch  die  Argumente  der  willkürlichen  Functionen  des 
zweiten  Integrals  sein.  Demnach  darf  die  Gleichung  (4)  im  gegenwärtigen 
Falle  (Kap.  I,  §  6)  nicht  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

enthalten,  woraus  mit  Nothwendigkeit  folgt,   dass   ß  =  0  und   T=  0  ist, 

137.  Hat  man  schliesslich  in  der  Gleichung  (1) 

a  =  K^  —  HL  -{-  MN  =  0, 

so  hören,  wie  man  weiss,  die  beiden  Gleichungssysteme  {Ä}  und  [B)  auf, 
von    einander    verschieden    zu    sein,    und   die  Argumente   a  und  ß  werden 
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einander  gleich.  Hat  man  in  diesem  Falle  eine  integrable  Combination 
der  Gleichungen  (A),  deren  Integral 

f{x,  y,  z,  z',  z,)  =  a 

sei,  und  integrirt  man  diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
so  erhUlt  man  das  vollständige  Integral  derselben 

z  ^  (xiix,  y,  a,  ;',  r]), 

welches  ein  pi-imitives  particuläres  Integral  der  Gleichung  (1)  ist.  Be- 
trachtet man  i]  als  eine  willkürliche  Function  von  «  und  y  und  wendet 
man  auf  dieses  Integral  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Con- 
stanten  an,  so  erhält  mau  zur  Bestimmung  der  Function  r]  eine  Gleichung 
vermittelst  der  allgemeinen  Formel  (4).  Das  allgemeine  Integral,  welches 
den  Werth  von  z  darstellt,  muss  sich  ausdrücken  vermittelst  des  allgemeinen 
Integrals,  welches  den  Werth  von  rj  darstellt,  und  der  willkürlichen 
Functionen,  welche  dieses  Integi-al  enthält.  Die  Argumente  der  willkür- 
lichen Functionen  des  Integrals  für  z  müssen  aber  gleich  «  sein,  mithin 
muss  a  auch  das  gemeinschaftliche  Argument  der  willkürlichen  Functionen 
des  Integrals  für  7]  sein.  Demnach  kann  im  gegenwärtigen  Falle  (Kap.  I,  §  6) 
die  Gleichung  (4)  nicht  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

7]  O'TJ 

enthalten  und  daraus  folgt  nothwendig,  dass  R  ^  Q  und  8=^0  ist. 

1B8.  Somit  besteht  der  Vortheil  der  Anwendung  der  Methode  der 
Variation  der  willkürlichen  Constanten  auf  die  mittels  der  Gleichungen 
[A)  und  {B)  erhaltenen  particulären  Integrale  der  Gleichung  (1)  darin,  dass 
die  allgemeine  Gleichung 


8".  W        I       f»    rr  8'-  <a        I        TT  8 


OD 


0«-  OaOy  oy- 

auf  welche  sich  schliesslich  das  Problem  der  Integration  der  Gleichung  (1) 
reducirt ,  in  den  soeben  betrachteten  vier  Fällen  folgende  vereinfachte 
Formen   zulässt: 

2«^ +  '-'  =  « 


i'  ^  +  t^  =  0. 

oy- 


29* 
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Ist  in  der  Gleichung  (1)  iV  =  0,  ein  Fall,  auf  den  sich  Ampere 
in  seiner  Theorie  i)  beschränkt  hat,  so  hat  man  zufolge  der  letzten  der 
Formeln  (5)  des  vorigen  Paragraphen,  U  =  0  und  die  definitiven  Glei- 
chungen nehmen  die  noch  einfacheren  Formen  an: 

fj    „  8'.  CO        I        rr  8"-  CO  ^ 

2S 


8a8y     '           8y- 

—    yj 

b".  ü)          j,  8".  CO 
8a8y                8a" 

—  0 

^,8^0, 
8a8ß 

—  0 

8y-^ 

—  0. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  stellen  die  einfachsten  Formen  dar, 
welche  die  Gleichung  (4)  annehmen  kann.  Ampere  erhält  mit  Hülfe  seiner 
Methode  leicht  die  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellte  Form  in  dem 
Falle,  wo  die  Gleichung  G  ^^  0  gilt.  Aber  viel  schwieriger  ist  es,  nach 
dieser  Methode  die  Form  zu  erhalten,  welche  die  vorletzte  Gleichung  dar- 
bietet, in  dem  Falle,  wo  Gr  nicht  gleich  Null  ist  und  wo  die  Systeme  [A) 
und  (B)  ein  jedes  integrable  Combinationen  liefern,  deren  Integrale  wir  in 
der  Form  dargestellt  haben  (Nr.   136): 

f{x,  y,  z,  £\  z,)  =  a,     F{x,  y,  z,  z',  z,)  =  ß. 

Die  Schwierigkeit  entspringt  daraus,  dass  Ampäre,  indem  er  seine 
Methode   nur  anwendet    auf    das    erste    der  beiden  vorstehenden  Integrale, 


^)  Wir  citiren  die  SteUe  der  Ampere 'sehen  Abhandlung,  wo   von  dieser 
Beschränkung  die  Rede  ist. 

„Je  vais  appliquer  la  methode  que  j'emploie  ä  l'equation 

Hr  ^  2Ks  -Y  U  -{-  M  =  0. 

Cette  methode  peut  aussi  etre  appliquee  avec  quelques  modifications  ä  requation 

Hr  -^  2Ks  ^  Lt  +  M  -\-  N{rt  —  s')  =  0 

et  servir  ä  la  ramener  ä  l'une  des  deux  formes 

t  =  fix,  y,  5,  P,  q),     s  =  f(x,  y,  z,  j),  q) 

suivant  que  la  quantite  K"  —  HL  -j-  MK  est  nulle  ou  ne  Test  pas.  Mais  pour 
rendre  plus  simple  rexposition  de  cette  methode  et  les  demonstrations  qui  y  sont 
relatives,  j'ai  cru  devoir  me  bonier  ä  la  formule 

Hr  +  2  Ks  +  i?  +  3f  =  0 

oü  les  deriv^es  du  second  ordi-e  ne  se  trouvent  qu'ä  la  premiere  puissance." 
(Journ.  de  l'FiCole  polyt.  18s  cahier  p.  106.) 
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auf  diese  Weise  das  Problem  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  der 
Form: 

Oaoy      '  Oy" 

zurückführt;  er  muss  sodann  mit  dieser  Gleichung  wie  mit  der  gegebenen 
Gleichung  (1)  verfahren  und  beweisen,  dass  die  neue  transforrairte  Gleichung 
von  der  Form  ist: 

«Si  =  «• 

während  bei  Anwendung  des  von  ims  oben  angegebenen  Verfahrens  mit 
einem  Male  das  Problem  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  dieser 
letzteren  Form  zurückgeführt  wird. 

139.    Wir  bemerken  ferner,  dass  die  linke  Seite  jeder  der  Gleichungen 

'öa^ß  '  3y-' 

aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  jeder  im  Allgemeinen  der  Null  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Das  allgemeine  Integral  aber,  welches  den  Werth 
von  rj  darstellt,  können  nur  die  zweiten  Factoren  liefern,  weil  nur  diese 
die  Ableitungen  zweiter  Ordnimg  von  dieser  Function  enthalten.  Die  ersten 
Factoren  S  und  T  für  sich  können  nur  in  gewissen  Fällen  particuläre 
Integrale  mit  einer  einzigen  willkürlichen  Function  liefern,  weil  sie  nur 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  von  rj  enthalten.  Im  Allgemeinen 
kann  man  diese  Factoren  weglassen. 

Ist  also   G  ==  0  und    erhält    man    aus  den  Gleichungen  (Ä)  und  (B) 
ein  particuläres  Integi-al  der  Gleichung  (1)  von  der  Form: 

2  ==  oj(x,  y,  a,  7,  /y), 

so  erhält  man  ihr  allgemeines  Integral ,  wenn  man  mit  der  vorstehenden 
die  drei  Gleichungen  verbindet: 


-"o^ 


3.Ö)    j-.       b.öj    p.       ö'.  0)    ^ 

8a  '       by  '       8y"  ' 

deren  letzte  zur  Bestimmung  von  rj  als  Function  von  a  und  y  dient. 

Ist  6r  nicht  gleich  Null  und  hat  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  {Ä) 
und  {B)  ein  particuläres  Integral  von  (1)  gefunden: 

z  =  oj{30,  2/,  a,  ß,  rj), 
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so  findet  man  ihr  allgemeines  Integral,    indem    man   mit   der  vorstehenden 
Gleichung  die  drei  folgenden  verbindet: 

deren  letzte  zur  Bestimmung  von  tj  als  Function  von  a  und  ß  dient. 


§'  21. 

140.  Um  eine  Anwendung  der  soeben  erhaltenen  theoretischen  Resultate 
zu  geben,  nehmen  wir  zunächst  die  Beispiele,  welche  Ampere  als  Er- 
läuterung für  seine  Methode  behandelt  hat.  Wir  werden  auf  diese  Weise 
bestätigen,  dass  man  in  allen  Fällen  der  Anwendung  der  Methode  der 
Variation  der  willkürlichen  Constanten  sich  derselben  Formeln  (5)  bedienen 
kann,  welche  ausserdem  die  Resultate  Ampfere's  auf  directerem  Wege 
liefern.  Zuvor  aber  bringen  wir  diese  allgemeinen  Formeln  auf  eine  für 
die  Anwendung  bequemere  Form.  Dazu  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke 
von  R  und  T  in  Factoren  zerlegt  werden  können,  da  jeder  von  ihnen  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  darstellt.  Durch  Auflösung  der  Glei- 
chung zweiten  Grades 

,    ,     „    K-N(o',  .     L-\-Na>"  „ 

'        H-\-N(o„  H-{-Nco„ 

findet  man: 

—  A'-f  N(o',  ±  Vcg—  iVray— (g+  Na,,,)  {L+  Noo") 

^  ~  H+N(o„ 

Bezeichnet  man  nun  mit  P  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  so 
hat  man: 

P=K^  —  HL  —  N[Hoj"  +  2Küj',  +  Loj„  +  N{ü)"aj„  —  oj;^)] 

und,  wenn  man  hierzu  die  identische  Gleichung  addirt: 

0  =  N[Hoj"  +  2Kojl  +  Loj„  +  M  -\-  N(cü"ü)„  —  w;^)], 

welche  gilt  infolge  der  Voraussetzung,  dass  oj   der  Gleichung  (1)  genügt, 
so  folgt: 

P=K^  —  HL  4-  MN  ==  a. 

Mithin 

—  K-^N(o',±  y'G 

vn   —   ' ' • 

H-{-Nco„ 
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Mittels  der   soeben   erhaltenen    zwei  Wertbe   von  m  können    die  Aus- 
drücke von  B,  S,   T  folgendermassen  geschrieben  werden: 


rS«' 


»       /W.Ar     J/Sai,\-'     Sy    ,    K-Na>',-\-^G 


S=(H+Noj„) 


Löy 


im,  bflo, 
3a   8y 


bco'  _ 

8y        K-Nm'-SG 
bca,  I1-\-N(o„ 

■h 

9a)'       bü)\ 


9<a,    Sco,        H-\-Nca„  \  bco,       Sw,  /         H-\-N(a 
-  8a      8y  ^  8«         8y 

i\ra)„  8ü),  if  +  iVm,, 

J  LäcT 


_r=,^+mJ(t)-||+^ 

I  Lsa 


>(6). 


141.    Wir  beschäftigen  uns  nunmehr  mit  den  Beispielen  Ampfere's. 


I. 


x*z 


>'  _  Axiz,z',  +  Azjz,,  +  2^'a;'^  =  0. 


mithin 


Man  hat  hier: 

E=:x\  A'  =  —  2a;%„  i  =  AzJ,  M=  2z' x\  N=0, 

G  =  E-^  —  HL  -\-  MN  =  0. 


Demnach  verschmelzen  die  beiden  Gleichungssysteme  {Ä)  und  {B)  zu 
einem,  nämlich: 

a:2Jf  +  2.,  =  0 
8a:(a  ' 


iK' 


8a;(a 


2  *;.  -^HI-  +   2  ^'«    =    0 
r  —  ^.  ;r^    =    0. 


8x(a  '  8a;(c 

^z  ,  8j/ 


'  ba;(a 


Die  zweite  von  diesen  der  Integrabilitätsbedingvmg  genügenden  Gleichungen 
giebt  das  Integral: 


2«' 


x^z 


2a. 


Um  diese  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  nach  der 
Methode  von  Lagrange  und  von  Charpit  zu  integriren,  bilden  wir  das 
System  simultaner  Gleichungen: 


dx 

X- 


dy 
-  2r, 


—  dz' 

2xz' 


—  dz, 
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deren  ein  Integral  offenbar  z,  =^  const  ist.     Man  hat  demnach: 

und: 

Integrirt  mau  diese  letzte  Gleichung,    so    erhält   man    das   particuläre 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

z  =  yy ^  -f  7^  =  w, 

dessen  Richtigkeit  man  leicht  bestätigt.  Betrachtet  man  /y  als  Function 
von  a  und  y  und  verbindet  man  mit  der  vorstehenden  Gleichung  die  drei 
folgenden : 

S-to  ^^ -  -L.  ^'?-   ==   0 

9«  o;         8a 

8.Ö)  I    ÖTj         2y  ^ 

Cy  '^  öy  X' 

•dy"-  a;  "•"  8y- 

so  erhalten  wir  das  allgemeine  Integral,  wenn  wir  die  Function  y  mit 
Hülfe  der  letzten  Gleichung  bestimmen.  Subtrahirt  man  nun  hiervon  die 
erste  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

ö'jj  8jj 

V  8«' 

deren  Integral  von  Laplace  unter  der  allgemeinen  Form 

(p  (y  +  2u\d)  e~"  du, 

in  der  q)  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  gegeben  worden  ist.  Die 
partiellen  Ableitungen  dieses  Wei-thes  von  )]  nach  a  und  y  sind: 

^^  =  ^r^u(p'(y+2uya)e-"'\lu,      p-  =  V"  (p'{y+2tiS  a)e-""du. 

s«     ya.'-x  ^y       .'-X 

Der  Werth  des  ersten  kann  noch  mittels  partieller  Integration  auf  die 
Form  gebracht  werden: 

^  =  [^'^m"(y+-2uM~a)e~"\lu. 
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Substitiiirt  man  diese  Werthe,    so    erhält  man  das  von   Ampere  ge- 
gebene Integral   des  Problems  in  der  Form  der  drei  (jleichungen: 

du 


z  =  yy  —    -^^-  4-       fp(y-\-'2i(^  a)e  ""( 

0  =  y  —    ^^  4-  I      (p'{y-\-2u^a)e~"''du 
0=     l   —\   '^(p"(y-^'2n'^a)e~"\lu. 


Um  die  Schlüsse  der  Theorie  bezüglich  der  Werthe  von  R,  S,  T  zu 
bestätigen,  differentiiren  wir  die  Function  w  nach  x  und  y^  indem  wir 
dabei  a  und  y  als  Constanten  betrachten.     Es  folgt: 


CO 

X 

Ditferentiirt    man    femer   die    Functionen  co'  und  oj,  nach   a  und  y  unter 
der  Annahme,  dass  x  und  y  constant  seien,  so  findet  man: 

ö.fi»'   2       8.0)'   2y       8.0J,   .      9.Ü1,    ^ 

8a  X''        8y  x'"'        8a  '        3y 

Substituirt    man    diese  Werthe    in  die  allgemeinen  Formehi  (6),    in  denen 
man  ^  =  0  setzt,  so  findet  man  übereinstimmend  mit  der  Theoriö: 

i?  =  0,     S  =  0,     T  =  —  1. 

Genau  in  derselben  Weise  integrirt  man  die  beiden  andern  Beispiele: 

z"  +  2{z,  —  x)z\  +  {z'  —  xyz„  —  z,  =  0 
und: 

(x  +  ^,)2^"+2(^  +  ^,)  {y  +  z')z',  +  {y  +  z'fz„  +  2{x-^z;)  {y  +  z')  =  0, 

welche  alle  beide  von  derselben  Art  sind  wie  die  vorige,  da  auch  bei  diesen 
Beispielen  die  Bedingung   (?  =  0  erfüllt  ist. 

142.    Betrachten  wir  nun  Beispiele,    in  denen  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist. 

n.  x^z"  +  2xX  +  [x^  -  ^.)  s„  -    2^  =  0. 

Man  hat  hier: 

H^x^  K=x\  L  =  x^- 1^,  31  =  —  2s,  N  =  0,  V^=  *. 

X^Sf  '  z, 
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Mithin  nehmen  die  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  bezüglich  die  Form  an: 

a;2— f a;-' =  0,  ^ V^  ■—  x-  -\ =  0 

ix{a  z,  hxiß  s, 


^x{a  '  lx{a '  Sa;(^  '  Mß 

Keine  dieser  Gleichungen,  für  sich  genommen,  genügt  der  Tntegra- 
bilitätsbedingung;  indessen  hat  Ampfere  eine  integrable  Combination  dieser 
Gleichungen  angegeben,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  beiden  Systemen 

die  erste  Gleichung  mit ^,  die  zweite  mit  —  1,  die  dritte  mit  —  2s 

multiplicirt  und  sodann  einzeln  die  Gleichungen  jedes  Systems  addirt.  Die 
beiden  Summen  können  folgendermassen  dargestellt  werden: 

0  =  x^'cs'  +  2x2"dx  +  x^'()s,  4-  2xsA}x  —  2s^x  —  2x'^z  +  — '  +  ^^, 

I  I  /    1  f  z,     —      X    ^ 

wenn  man  festhält,  dass  die  Gleichung  mit  den  oberen  Zeichen  aus  dem 
System  {A),  diejenige  mit  den  unteren  Zeichen  aus  dem  System  {E)  folgt. 
Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  partielle  Ableitungen  nach  x\  als  zweite 
unabhängige  Veränderliche  betrachtet  man  aber  in  der  einen  a,  in  der 
andern  ß.     Man  hat  daher  als  Integrale  die  beiden  Gleichungen: 

a;V  +  x'^z,  —  2zx  —  ölog^,  +  2&loga;  =  a 
a;V  +  a;%,  —  2zx  +  ^log^,  —  2&loga;  =  /?, 

aus  denen  durch  Addition  und  Subtraction  folgt: 

2x^-{z'  +  s)  —  Azx  ^  a  ■\-  ß 
2b\og^  =  ß-a. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  giebt: 

und  substituirt  man  diesen  Werth  von  z,  in  die  erste,,  so  hat  man: 

^'  =  ^  4-  2^  _  xH~^, 

2.T-         '       X 

somit: 
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Intfgrirt   man   diese  Gleichung,   nachdem   man  sie  mit   — ,    multiplicirt 

hat.  so  erhält  mau.  wie  man  leicht  a  posteriori  bestätigen  kann,  das  parti- 
cuUlre  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 


_   _    a±l 


Qx 


It-u 


Betrachtet   man   nun  ij  als  Function  von  a  und  ß  und  verbindet  man 
mit  der  vorstehenden  Gleichung  die  beiden  folgenden: 

so    erhält    man    das    allgemeine    Integral    der   gegebenen   Gleichung,    wenn 
man  rj  mittels  der  Gleichung  bestimmt: 

Subtrahirt    mau    nun    die    zweite   Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  von 
der  dritten,  so  folgt: 


•/■r(,_,),,  +  ,.|g_^,j^,. 


Multiplicirt  man  diese  mit     .   ,  addirt  sie  dann  zu  der  vorigen  und  dividirt 
durch  a;2,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  r^  die  Gleichung: 

S'^     _    1    (^  '^\  ^^  (. 

8ae/3  4^   \bu  9/3/ 

Man  bemerkt  leicht,  dass  dieselbe  in  endlicher  Form  nicht  integrirbar 
ist,  ihr  allgemeines  Integral  drückt  sich  aber  nach  der  Laplace'scheu 
Methode  mittels  bestimmter  Integrale  aus. 

Um  die  Werthe  von  R,  S,  T  zu  bestätigen,  so  findet  man  durch 
Differentiation  der  Function  o)  nach  x  und  y.  wobei  a  und  ß  als  Con- 
stanten betrachtet  werden: 

cü'  =  -^^gt_P  4_  e  2*  {2xy  —  Sx'-)  —  2xrj,     oj,  =  e  2^    x\ 
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DiÖ'erentiirt  man  to'  und  io,  nach  a  und  ß  und  betrachtet  man  x  und  y 
als  constant,  so  folgt: 

Aus  der  ersten  und  der   dritten    dieser  Gleichungen    kann    man  -^  und  ^ 

^  8a  8Ä 

2  .       . 

eliminiren,    indem    man    zu    ihnen    die   mit  —  — '  multiplicirte   zweite  und 

dritte  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  addirt.     Man  findet  so: 

8«'  1,1     ^  2      So'  1  1     ^    , 

8a    ~"  2a;-'  ^^  20  ^         ^  '       8^    "~  '2x'-  2b  ^  ^  ' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  aber 

(0,  =  e^^  x^ 
kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen  noch  auf  folgende  Weise  schreiben: 

8fij'    1       |_  üj,        8a)'    1  oa, 

J^  2^'  "'    %'      Yß  2^  2b 

8ß),    CO,  8a),    CO, 

J^  2&'  8^  2b' 

Diese  Werthe  müssen  in  die  allgemeinen  Formeln  (6),   in  denen  man 

y  =  ß  und  iV  =  0  zu  setzen  hat,  substituirt  werden.  Dividirt  man  dazu 

die  beiden  ei'sten  vorstehenden  Gleichungen  resp.  durch  die  beiden  letzten, 
so  folgt: 


8a)' 

So)' 

8a 
8a), 

'^              1 
x'^a,              ' 

8/J 
8a), 

!'       1. 

XCO, 

8« 

8^ 

Andererseits  hat  man: 

H 

1  +  .'• 

■KCO, 

H 

1    ^' 

x-(o, 

mithin : 

8a)' 

8fi)' 

8a 

8ü), 

K-\-fä 

H      ' 

8a), 

k  —  Sg 

H      ' 

8a 

¥ 

also  i?  =  0  und   T  =  0. 
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Multiplicirt  und  addirt  man  die  vorigen  Gleichungen,  so  ergiebt  sieb: 
6a>'    hat'  om'         i)a)' 

h.  l£  -  ^^  ~  ^'  —  ^'     ^  I  M.  —  —  ■^' 

009,   Süj,  H^  H^      'cui,        öo),  H 

da      c*^  Sa  ^ß 

folglich  giebt  die  zweite  der  Formeln  (6) 

^,  n  bo),  8a»,    IP  —  HL   n  5fl),  bo),    G 

3a    8/3  TT  ~        8a     fß    IV 

Man  hat  aber: 

8a),  8ö),  ©?         „   Ir        j.  , 

8a    '8^    "■  W      ^"  ~  ioV  ~ 

mithin : 

<?  —  J- 

143.  Wir  wollen  dieses  Beispiel  noch  benutzen,  um  den  Unterschied 
zwischen  unserer  Auilösungsmethode  und  derjenigen,  welche  Ampere  be- 
folgt hat,  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wie  wir  schon  oben  bemerkt 
haben,  hat  Ampere,  anstatt  die  Auflösung  gleichzeitig  auf  die  beiden  den 
Systemen  i^Ä)  und  [B)  genügenden  Integrale  zu  gründen,  nur  von  einem 
derselben  Gebrauch  gemacht,  nämlich: 

irV  +  a;%,  —  Ixz  —  ftlog^,  +  2  feloga;  =  «. 

Aus  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  musste  er  zuerst  sein 
particuläres  Integral  mit  drei  willkürlichen  Constanten  a,  /,  1]  ableiten, 
ein  Integi-al,  welchas  wir  bezeichnen  mit 

F  =  0. 

sodann  sein  allgemeines  Integral,  welches  man  erhält,  wenn  man  >y  als 
Function  von  a  und  y  betrachtet  und  mit  der  vorstehenden  Gleichung  die 
folgende  verbindet: 

8y 

Anstatt  aber  zu  diesem  Zwecke  die  Methode  von  Charpit  und  Lag  ränge 
anzuwenden,  welche  das  allgemeine  Integral  genau  unter  der  gewünschten 
Form  giebt,  bedient  sich  Ampfere  seiner  eigenen  Methode  für  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  im  Allgemeinen 
das  Integral  nicht  unter  der  Form  der  Gleichungen 

oy 
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giebt,    so   dass  es  einer  besonderen  Transformation    bedarf,    um    zu    dieser 
Form  zu  gelangen. 

Wenn  man  auch  der  geistreichen  Idee,  auf  welche  diese  Transformation 
sich  gründet^),  volle  Gerechtigkeit  widerfahren  lässt,  kann  man  doch  nicht 
umhin  zu  bemerken,  dass  die  Anwendung  eines  solchen  Verfahrens  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  die  Rechnung  sehr  unnöthig  complicirt.  In  der  That, 
bildet  man  das  Lagrange'sche  System  simultaner  Diflterentialgleichungen, 
welches  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ent- 
spricht,  so  hat  man: 

dx dy        dz  —  dz'  dz, 

ic- '  2x2,  A ' 

z,  X 

und  wenn  man  den  ersten  Bruch  dem  letzten  gleichsetzt,  findet  man: 

2  —  =  -^,     also     s,  =  yx'^. 
X  z,  '  ' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  findet  man  aus  der  gegebenen: 

,  2z  a  +  ölogy  „ 

X  x^  ' 

Integrirt  man  schliesslich 

dz  =  z*dx  -\-  3,dy, 

nachdem  man  die  vorigen  Werthe  von  z'  und  s,  substituirt  hat,  so   erhält 
man  genau  das  particuläre  Integral 

o  o  a  +  &logy    .       „ 

z  =^  yx-y  —  yx'  —  — -  -\-  x-7]  ^  co, 

zu  dessen  Bestimmung  die  Ampfer e'sche  Methode  weit  complicirtere  Rech- 
nungen erfordert.  2) 

Sodann  wendet  Ampfer e  die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen 
Constanten  auf  das  vorstehende  particuläre  Integral  an.  Man  gelangt  zu 
denselben  Resultaten  wie  er,  wenn  man  das  oben  entwickelte  Verfahren 
einschlägt.  Betrachtet  man  /y  als  Function  von  a  und  y  und  verbindet 
man  mit  der  vorstehenden  Gleichung  die  beiden  folgenden 

'^  =   -  1  +  ^^  "^  ==  0 
oa  ox  oa 

-^  =  x^y  -  x^  --^^x^JL  =  0, 


*)  S.  20  u.  ff.  der  Ampere'schen  Abhandlung. 
*)  S.  145 — 148  seiner  Abhandlung. 
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so  hat  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn  man 
die  Function  tj  durch  die  Gleichung  (4)  bestimmt.  Difterentiirt  man  aber 
(t>  nach  X  und  //  und  betrachtet  man  n  und  ;'  als  Constanten,  so  findet  man: 

oV  =  2yxy  —  ^^yx'^  +  "  +g^^^  +  2x,j,     o>,  =  yx\ 

Difterentiirt  man  jetzt  lo'  und  tu,  nach  a  und  y  und  betrachtet  dabei  x 
und  y  als  Constanten,  so  folgt: 

2«>'  =  0.     ^"'  =  x^ 

^  =  2xv  -  3:r-^  +  JL^,  +  -lx^ä      ^  =   /,.  +  2x  'T'. 

8y  '  iyx-  öy         Ca  -iX-  Oa 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  nehmen  infolge  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  des  allgemeinen  Integrals  die  Form  an: 

"87  ~  ~  '^"  "'"  i^'      8^7  ~  ^" 

Wendet  man  sodann  die  allgemeinen  Formeln  (5)  oder  (6)  an,  so  findet 
man  sehr  einfach: 

i?  =  0,      .9  =   — ..      T  =    l, 

yx-  X- 

somit  erhält  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Function  r^  die  Form: 

2b  8^  _  ö^  ^ 

y    8a8y  8y''  '  " 

wie  es  nach  der  Theorie  vorauszusehen  war.     Man  findet  sodann: 

8*.  öJ    2     Ö-j;  8-.  0)    h  2  ^^ 

8a8y  8a8y'       8y''  3y*a;  8y"' 

und  ausserdem  giebt  die  zweite  Gleichung  des  allgemeinen  Integrals: 

1     ^^   85^ 
3a;^  Sa' 

Mithin  hat  man  schliesslich  zur  Bestimmung  von  *ri  die  Gleichung: 

8^  2&    8^     .     _L  _^  =  0 

8y"  y    Sa8y  y'    8a 

genau  in  der  Form,  welche  ihr  Ampere  gegeben  hat. 
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Diese  Gleichung  muss  man  sodann  zwei  Transformationen  unterwerfen, 
um  sie  auf  die  einfachste  Form,  die  wir  oben  unmittelbar  erhalten  haben, 
zu  bringen.     Für  die  erste  Transformation  führen  wir,  indem  wir 

log;/  =  £ 

setzen,  e  an  Stelle  von  y  als  unabhängige  Veränderliche  ein  und  erhalten 
dadurch  die  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten: 


^  Oh   1!^  u-  h  ^  —  ^ 

8s«  ÖaSs  "^       8a  Ss 


Für  die  zweite  Transformation  führen  wir,  indem  wir 

ß  =  a  -\-  2h£ 

setzen,  ß  als   unabhängige  Veränderliche    für  £  ein    und    bringen    dadurch 
die  Gleichung  auf  die  verlangte  Form: 

4&^  _  -^  +  ^  =  0. 

Diese  letzteren  Transformationen  lassen  sich  im  betrachteten  Beispiele 
ziemlich  einfach  ausführen,  da  die  zu  transformirende  Gleichung  bereits 
eine  lineare  Form  hatte  und  zwar  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  zweiten, 
sondern  auch  in  Bezug  auf  die  ersten  Ableitungen  der  Function  rj. 

Die  Schwierigkeit  dieser  Transformationen  ist  aber  grösser,  wenn  die 
zu  transformirende  Gleichung  nur  in  den  zweiten  Ableitungen  von  ri  linear 
ist.  Man  überzeugt  sich  davon  leicht  durch  Behandlung  der  folgenden 
Beispiele : 

z"  +2z,z\  +  {zj  —  x^)z„  -  ^,  =  0 

a;V  —  4a;%,^;  +  3^,^,,  +  2a;V  =  0 

^"  +  2^/,  +  {zJ  —  h^)z„^0, 

bei  welchen  man  aber  nacb  imserer  Methode  auf  die  allereinfacbste  Weise 
zu  den  schliesslichen  Resultaten  Ampere's  gelangt. 

§  22. 

144.  Wir  haben  oben  für  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation 
der  willkürlichen  Constanten  auf  die  Integration  der  Gleichung  (1)  voraus- 
gesetzt, dass  es  primitive  particuläre  Integi'ale  dieser  Gleichung  mit  drei 
willkürlichen  Constanten  gäbe.  Man  begegnet  aber  Fällen,  in  denen  man 
nur  ein  particuläres  Integral  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  haben 
braucht.     Ein  solcher  Fall  bietet   sich   dar   in   den   in  Bezug   auf  die  Ab- 
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leitun>,'t'ii  /weiter  Ordnung  linearen  Gleichuiigen.  welche  nur  z"  und  ä^  oder 
nur  z',  und  z„  enthalten.  Man  niuss  beachten,  dass  diese  Form  der  Glei- 
chungt-n  in  der  Ampere  sehen  Theorie  eine  besondere  Wichtigkeit  besitzt, 
da  nijiii.  wif  oben  bemerkt  wiirdf,  auf  dies»'  Form  stets  die  vollständigen 
in  Me/ug  auf  z'\  z"^,  z,,  linearen  (tleichungen  zurückführen  kaau.  In  unsrer 
Auseinandersetzxuig  die.ser  Integrationsmethode  kann  man  die  betreffende 
Form  als  einen  besonderen  Fall  betrachten;  denmach  wollen  wir  uns  auf 
die  Vorführung  eines  der  von  Ampere  behandelten  Beispiele  beschränken, 
um  eine  Idee  von  der  von  diesem  Geometer  benutzten  Integrationsmethode 
zu  geben.      Wir  nehmen   die  (Gleichung: 

-*■/       I         ^3    ~il    ^    ""-, 
~  I 

Nach  einer  Untersuchung  ihrer  Form  schliesst  man  (Kap.  I,  §  6),  dass  das 
Argument  einer  der  beiden  willkürlichen  Functionen  des  allgemeinen  In- 
tegrals gleich  X  ist.  Setzt  mau  u  =  x,  so  muss  das  andere  Argument  ß 
als  eine  gewisse  Function  von  .'•  und  y  betrachtet  werden.     Ist 

so  kann  man  zufolge  dieser  (ileichung  x  und  ß  an  Stelle  von  x  und  y 
als  unabhängige  Veränderliche  einführen. 

Differentiirt   man    unter    dieser   Voraussetzung    die   Relation  zwischen 

ß,  X.  y  partiell   nach  .-v;  und  betrachtet  man  ß  als  Constante,  so  folgt: 

^   +   y  ^  =  ..    oder   ''^    +   M  _^  _  0 
3a;    ^    8//   b.r(/3  8a:    ^    %y   dx{ß 

Mau  hat  ferner: 

dcr{ß  •''"•"  ''"cw(|3'      ox{ß  ''"  ix{ß' 

Substituirt  man  die  aus  diesen  letzteren  Gleichungen  sich  eingebenden  Wei'tbe 
von  z',  und  z„  in  die  gegebene  Gleichung,  so  folgt: 

hs' 


Mß  ^  ~~'  ^      U;  Mßl 


mj  \    8.r(/?    ^^  ^ 


\lv(ßl    ^ 
hx{ß 

Diese   letztere   Gleichung   muss    (Kap.  III.    §   12)    in    die   beiden    folgenden 
zerfallen: 

8a;(/S  ^       '  '      Mß  ^? 

Mansion,  Part.  Diffeieutialgleicluingen.  30 
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zu  denen  man  noch  eine  dritte  hinzufücren  kann: 


o^ 


Mß        ^         "'  Mß 

Da  die  drei  vorstehenden  Gleichungen  keine  Ableitung  von  z'  enthalten, 
so  kann  man  mit  ihnen  keine  andere  integrable  Combination  bilden,  als 
indem  man  z'  eliminirt.  DazAi  eliminiren  wir  s'  aus  der  ersten  und  dritten, 
was  giebt: 

Mß  ^  "'  Mß        "'  Mß 

oder  infolge  der  zweiten  von  eben  jenen  drei  Gleichungen 

3^,      ,  82  .,    -. 

^  Mß'^  ^'Mß" 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  findet  man: 

ZZ,    X    =   ß. 

Betrachtet  man  hier  ß  als  eine  constante  Grösse  und  nimmt  man  wieder 
X  und  y  als  unabhängige  Veränderliche,  so  stellt  die  vorstehende  Gleichung 
ein  particuläres  Integral  erster  Ordnung  der  gegebenen  Gleichung  dar.  In 
der  That,  differentiirt  man  sie  nach  x  und  y,  so  folgt: 

^^;  4-  ^'s,  —  1  =  0,   zs„  +  zj  =  0. 

Addirt  man   die   erste    von    diesen    zu    der    mit   — .^   multiplicirten   zweiten 

Gleichung,  so  erhält  man  wieder  die  gegebene  Gleichung. 

Aus  dem  particulären  Integi'ale  erster  Ordnung  erhält  man,  indem  man 
sie  wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  integiirt  (da  in  ihr  keine 
Ableitung  nach  x  vorkommt),  das  primitive  particuläre  Integral 

M  =  -^ —  (^  +  ß)y  -\-  V  =^  0, 

wo  7^  eine  vollkommen  willkürliche  Function  von  x  bezeichnet.  Betrachtet 
man  aber  rj  als  eine  Function  von  x  und  ß,  so  wird  die  letztere  Gleichung 
noch  immer  ein  Integral  derjenigen  Gleichimg  sein,  aus  der  sie  abgeleitet 
ist,  wenn  man  mit  ihr  die  Bedingung  verbindet: 

^ß  ^      ^      Oß 
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Es  bleibt  uoch  die  Bedingung  zu  Hnden,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit 
die  Gleichung  zz,  —  z  =  ß  noch  immer  ein  Integral  der  gegebenen  ist. 
Diffei'eutiirt   man   dazu   dieselbe   nach   x  und  y,  so   folgt: 

zz,  -f  .z,  —   1   _  g^,     .z„  +  .-    -     -^. 

Addirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  zu  der  mit    -^   multiplicirten 
zweiten,  so  kommt: 

Mithin  ist  dit-  gesuchte  Bedingung  ausgedrückt  durch  die  Gleichung: 


Nun  hatten  wir  aber: 


-^   4-    1    '''^   =   0 
8.f  "•"   8i/    8u;(j3 


somit  nimmt  die  Bedingungsgleichung  die  Form  an: 


Substituirt  mau  in  diese  Gleichung  die  Werthe: 


^  ~  ^'      ^'^°      8S(^  ~"    8lc8^ 


und: 

.i  =  /i+i\^'  = 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Function  /y  die  Gleichung: 

die  nach  der  Laplace' sehen  Methode  integi-abel  ist. 

§  23. 

145.  Die  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Constanten  in  der 
Form,  die  wir  ihr  im  Vorhergehenden  gegeben  haben,  bildet  das  allgemeinste 
aller  Verfahren,  die  man  bisher  für  die  Integration  der  Gleichung  (1) 

Hz-'  +  2Ä>;  +  Lz„  +  M  +  N{z"s„  —  z',^)  =  0     .     .     (1) 

30* 
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vorgeschlagen  hat,  denn  sie  umfasst  alle  die  Fälle,  welche  sich  dm'ch  die 
Anzahl  der  möglichen  Integrale  der  Cxleichungen  [Ä)  und  (B)  von  einander 
unterscheiden. 

In  der  That,  in  diesem  Kapitel  haben  wir  ihre  Anwendung  auf  die 
Fälle  betrachtet,  wo  wir  nicht  einmal  ein  einziges  Integral  der  Gleichungen 
(Ä)  und  (B)  kannten,  und  auf  diejenigen,  wo  jedes  dieser  beiden  Systeme 
nicht  mehr  als  ein  Integral  zulässt.  Wir  haben  weiter  oben  (Kap.  III,  §  13) 
die  Anwendung  dieser  Methode  auf  den  andern  extremen  Fall  angegeben, 
wo  die  beiden  Systeme  [Ä)  und  (J5)  bis  drei  Integrale  zulassen  und  in  eins 
vei'sehmelzen  infolge  der  Bedingung  G-  =  0.  Da  wir  aber  diese  Methode 
auf  die  vorgängige  Bestimmung  eines  beliebigen  primitiven  particulären 
Integrals  der  C41eichung  (1)  mit  drei  willkürlichen  Constanten  gegründet 
haben,  so  ist  von  selbst  klar,  dass  wir,  wenn  jedes  der  Systeme  (A)  und  (^B) 
oder  auch  nur  eins  von  ihnen  zwei  Integi'ale  zulässt,  sogar  mehrere  Mittel 
haben,  um  zu  deni  gesuchten  particulären  Integral  der  Gleichung  (1)  zu 
gelangen.  Die  vortheilhaftesten  von  diesen  Wegen  sind  offenbar  diejenigen, 
wo  in  die  Gleichung  ('4)  a  und  ß  als  unabhängige  Veränderliche  einge- 
führt sind. 

Um  dieses  Verfahren  zu  erläutern,  nehmen  wir  als  Beispiel  die  Gleichung: 

^,^"  +  (^'  +  ^)^;  +  y^„  +  p{^'%,  —  K^  -h  ^,  =  0, 

die  wir  schon  früher  (Kap.  III,  §  17)  nach  der  Ampfere' sehen  Methode, 
die  sich  wie  die  Monge 'sehe  auf  die  vorausgehende  Bestimmung  eines  all- 
gemeinen Integrals  erster  Ordnung  gründet,  behandelt  haben.    Man  hat  hier: 

H  =  31  =  s,.     L  =  N  =  y,     K  =  V"^  =  ^^-i^, 

mithin  nehmen  die  Systeme  {A)  und  (B)  die  Form  an: 

''      +    1   =  0:  ^\^   +    (^    +   ^0    &   +   ^,   =    0, 


8a;(a   ^  "  Mß    '    ^       '       ^  ^x{ß 

^x{ci         "         •*'  cxia  ~~  8a;(/?        "  "'  Mß 

Das  erste  von  diesen  Systemen  liefert  das  Integral: 

g'  -\-  X  =  const ,     .     .     (rt), 

aus  dem  zweiten  erhält  man  die  beiden  Integrale: 

p^,  ==  const (p). 

s,{s'  -{-  X)  =  const (c), 
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Die  Gleichungen  [a)  und  (c).    in    denen    man    die    willkürlichen    Constanten 
resp.  durch   n  und  ß  ersetzen   kann,  geben: 

e'  =  a  —  X,      z,  =  — 
und 

r  =  ax  —     2     +    „    //  +  '/  =  ^^• 

Betrachtet  man   /y  als  eine  Function   von  a  und  ß  und  verbindet  man  mit 
der  vorstehenden  die  beiden  folgenden   Gleichungen 

f*«  ,.  ßy     \      '^^   n       ^'-^   !l     I     "^n  i\ 

öa  «0«  ^ß  «  0/J 

so  erhält  man  das   allgemeine  Integral  der  gegebenen  (xleichung.  wenn  man 
ij  durch   die   (Gleichung 

bestimmt.     Nun  hat  man   aber: 

(X}'  =  a  —  X,     iij,  =  ^ .  oj"  =  —  1,     oj',  =  0,     (o„  =^  (.». 
8.0)'         ^      b.flfl'         .,      ü.üj.  Ö      c).6j.         1      B'-*.  m  */     .      b' 


)^' ^      ö.flfl' ,      ü.üj,  ß      b.öj, 1      B'-*.  OJ  // 

är~  •      ^a  -^;    ~äir  3'      ^o  7.'    ^T^o  ^^  IT» 


+ 


o'rj 


da  cß  ■      8«  «-'      8^  a'    8a8/3  «'    '    8«8(3" 

Hiernach  geben  die  allgemeinen  Formeln  (6): 

c 1      TT  —  y 

Demnach  hat  man  zur  Bestimmung  von   /y  die  Gleichung: 

^   =   .) 
aus  welcher  folgt: 

Mithin   drückt   sich   das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  durch 
die  drei  Gleichungen  aus: 

Ebenso  kann  man .  wenn  man  das  Integral  (r/)  des  Systems  {Ä)  und 
das  Integi-al  (h)  des  Systems  [B)  benutzt,  das  allgemeine  Integral  der  ge- 
gebenen Gleichung  durch  die  di-ei  Gleichungen  darstellen: 

~  =(«  -  I)  ^'  +  ^^"^^ ^  +  ß^""^  (^^-  ^)  —  ^(«)  -  V'(A 


x 
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Nachdem  wir  die  Anwendung  der  Methode  der  Variation  der  willtür- 
lichen  Constanten  auf  alle  Fälle  gezeigt  haben,  indem  wir  uns  stets  auf 
dieselben  allgemeinen  Formeln  stützten,  dürften  wir  wohl  hinreichenden 
Grand  haben,  dieselbe  eine  allgemeine  und  grösstentheils  neue  Methode  für 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und 
wenigstens  derjenigen  Gleichungen  zu  nennen,  welche  von  der  allgemeinen 
Form,  auf  die  wir  unsere  Untersuchungen  beschränkt  haben,  sich  nicht 
entfernen.^) 


*)  6.  Teixeira  hat  in  einer  ,,Note  sur  l'integration  des  equations  aux 
derivees  partielles  du  second  ordre  (Bullet,  de  la  See.  math.  de  France,  1889, 
t.  17,  S.  12.5 — 131,  und  Jörn,  de  Sciencias  mathematicas  et  astronomicas ,  1889, 
t.  9,  S.  163 — 172)  mehrere  der  in  diesem  Kapitel  auseinandergesetzten  Resultate 
in  directer  und  einfacher  Weise  erhalten.  (P.  M.) 


Anhang  III. 


Über  die  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.) 


Von 


G.  Darboux. 


^)  Übersetzung  eines  Aufsatzes  in  den  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  nor- 
male superieure,  Bd.  7,  1870,  S.  163—173. 


I. 

Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  weiss  man  noch  s»'hr 
wenig  von  den  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Ab- 
gesehen von  einer  sehr  scharfsinnigen  Hemerkung  von  Bour  (Journal  de 
l'Kcole  polytechnifjue.  39.  cahier  \>.  186 — 189)  ist  der  wichtigen  Theorie, 
wie  sie  in  so  lichtvoller  Weise  von  Ampere  im  17.  und  18.  Hefte  des 
.loumal  de  l'Ecole  polytechnique  auseinandergesetzt  wurde,  nichts  Wesent- 
liches hinzugetügt  worden.  In  der  vorliegenden  Note  beabsichtige  ich,  nur 
die  Principien  einer  neuen  Methode  auseinanderzusetzen,  welche,  ohne  eine 
vollständige  Lösung  des  Problems  zu  geben,  mir  einen  Fortschritt  in  der 
Theorie  der  partiellen  Difterentialgleichuugen  zu  bilden  scheint.  Diese  Methode 
erstreckt  sich  auf  Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig  vielen 
Variablen  und  selbst  auf  die  simultanen  Gleichungen.  Tim  mich 
jedoch  in  diesem  kleinen  Expose  möglichst  kurz  fassen  zu  können,  werde 
ich  nur  von  den  partiellen  Dilierentialgleichungeu  zweiter  (Ordnung  mit 
zwei   unabhängigen   Veränderlichen  sprechen.^) 

Es  sei 

f'{x,  Iß,  z,  p,  7,  r,  .y,  ^1  =  0 (1) 

die  gegebene  (Gleichung  und 

Xdx  4-   Y<ly  +  Zih  -\-  Pdp  +  Qdq  -f  Rdr  +  Siis  +  Tdt  =  0       (2) 

ihr  totales  Differential.  Wir  bedienen  uns.  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  der 
von  Ampöre  und  Cauchy  mit  so  grossem  Erfolge  augewendeten  Methode 
der  Vertauschung  der  Variablen.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  x  und  y 
durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,j.  wo  y„  eine  Function  von  x.  y 
ist,  die  man  nach  Belieben  in  passender  Weise  bestimmen  kann. 


')  HeiT  E.  Picard  sagt  in  seiner  Revue  annuelle  d'Analy.se  (veröffentlicht 
in  der  Nummer  vom  30.  November  1890  der  Revue  generale  des  Sciences  pm'es 
et  appliquees  und  reproducirt  in  den  Rendi  conti  del  Circolo  matematico  di 
Palermo,  1891.  Bd.  5.  S.  80—90)  hierüber  (S.  85):  „Für  die  zweite  Ordnung  ist 
die  Reduetion  der  Integration  der  Gleichung  auf  die  Integration  eines  Sj'stems 
von  gewöhnliclien  Differentialgleichungen  noch  nicht  bewei'kstelligt  und  wird  es 
ohne  Zweifel  nicht  so  bald  werden,  in  dieser  Beziehung  ist  eine  interessante 
Hinzufügung  zu  den  bei-ühmten  Abhandlungen  von  Monge  und  Ampere  im 
.Tahre  1870  von  Darboux  gemacht  worden."  [P.  M.] 
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Wir  haben  zunächst  die  folgenden  bekannten  Relationen: 
^  =  rt  ^       ^-  =  s  ^      ^  =  t  ^ 


ix         ^    ^  ^  ea;'     8x 


0X-'      dx  b.r 


(3), 
(4). 


Ferner  nehmen  die  Integrabilitätsbedingungen  die  Form  an: 


82/0 

8(/    8;/ 
8a;  82/,, 

85  82/ 
82/0  8rc 

8/- 

8s    8// 
8a;  8?/o 

8s  82/ 
82/0  8a; 

8s 

8«    82/ 

8«    82/ 

82/0 

3^  82/, 

S2/0  8^ 

(5). 


Mit  diesen  Gleichungen  muss  man  die  folgende  zusammennehmen,  welche 
man  erhält,   indem  man  die  Ableitung  der  Gleichung  (1)  nach  t/j,  nimmt: 


^  8^  +  ^¥„  +  ^8^  +   ^  82,,  +  ^  82^  -*-  -^  82,„  +  ^8-2^; 


0. 


Bedienen    wir    uns   jetzt    der  Gleichungen  (3),  (4),  (5),    um    aus   der   vor- 
stehenden Gleichung  alle  Ableitungen  nach  ««  mit  Ausnahme  von  ^    und  ^ 
zu  eliminiren,  so  erhalten  wir  die  neue  Gleichung: 


82/ 

8a; 


=  0 


(«). 


Isun  kann  man  annehmen,  aus  Gründen,  die  wir  hier  nicht  anzuführen 
brauchen,  dass  i/^^  derart  gewählt  sei,  dass  die  Gleichung 


B 


8// 


^.  +   ^=0 


befriedigt  ist. 

Die  Gleichung  (ä)  reducirt  sich  alsdann  und  wird: 


(6) 


Y+  Zq  +  Ps  +  Qf  +  B  ^  +  S  II 


r.   8«    82/    ^ 

^  8^  8^  —  ^' 


die  man  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (6)  schreiben  kami: 

U 

Y  +  Zq  +  Ps  +  Qf  +  B  ll  +  T^^  =  0    .     . 


(7). 
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Wir  haben  daher  schlies:5lich  die  sieben  Uubekanuten  y,  e,  p,  q,  r,  s.  /  als 
Functionen  von  x  und  von  y^  derart  zu  bestimmen,  dass  sie  den  Glei- 
chungen (1).  (3),  (4).  (6),  (7)  Genüge  leisten.  Man  kann  auch  die  ge- 
gebene Gleichung  ersetzen  durch  ihre  Ableitung  nach  a;,  die  mit  Berück- 
sichtigung   der  Gleichung  (7)  die    folgende    sehr    einfache  Form   annimmt: 

X  +  Zp  4-  Pr  +  <;>*•  -f  /<"  ^;  +  6'  1^  =  0     .     .     .     (8). 

Von  den  Gleichungen  (3j,  (4j,  (6j,  (7),  (8)  enthalten  nun  sechs  die 
Variable  y^,  nicht:  da  es  aber  sieben  Unbekannte  giebt,  so  hat  hier  die 
Vertauschuiig  der  Variablen  nicht  mehr  denselben  Nutzen  wie  im  Falle  der 
Ditierentialgleichungen  erster  Ordnung:  sie  kann  nicht  die  vollständige 
Lösung  des  Problems  geben. 


II. 

Die  vorhergehende  Methode  ist  einer  grossen  Vereinfachung  fähig  in 
dem  sehr  wichtigen  Falle,    wo  die  gegebene  Gleichung   von   der  Form  ist: 

Hr  4-  -IKs  -\-  Lt  ^  M  +  N{rt  —  «2)  =  o    .     .     .     (9), 

in  welcher  H.  K,  L,  M,  X  beliebige  Functionen    von   x,  y,  z.  p.  q   sind. 
Man  kann  sich  hier  der  Gleichungen  bedienen: 

^  _  ,.  4_  o  £//      ^  _  s-     .     /  ^ 
8x  "~  '   ^  ^  8.r'      o.r  —  -^   "l"   ^  g^- 

Wenn  mau  aus  diesen  beiden  Gleichungen  r  und  s  als  Functionen 
von  t  ausdrückt  und  ihre  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  (9)  substituirt, 
so  ergiebt  sich  infolge  der  besonderen  Form  dieser  Gleichung, 
dass  der  Coefficient  von  t  Null  wird:  t  verschwindet  aus  dem  Resultat. 
Man  wird  demnach  zu  dem  folgenden  System  geführt: 

ex 


Hm^  —   2Km  +  X  +  iv(^  +  m  '||j  =  0 

H  (^  -  ,n  ^)  +  25:  ^  +  iV/  -  iS^f.^)'   = 
dz  =  pdx  -\-  qdy 


{10), 


welches  nicht  mehr  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung   r,  s,  t,  sondern  nur 
•^j  2/'  P}  Q  ^^^  ilii'e  Ableitungen  nach  x  enthält.    Es  sind  dies  die  Gleichungen 


H  '«// 

dy    %ii    _ 

'^P 

i)z                dy 

B.r  Sj/o 

Xix  S?/„ 

■^llo 

H,              8^0 
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von  Monge,  zu  denen  man  zur  vollständigen  Bestimmung  von  y,  ^,  j),  q 
nocli   die   folgenden  hinzufügen  muss: 

■  ■  ■  (11)- 

Man  sieht,  dass  in  dem  Falle,  den  wir  soeben  untersucht  haben  und 
der  beinahe  der  einzige  ist,  welcher  von  den  Geometern  betrachtet  wurde, 
die  besondere  Form  der  Gleichung  gestattet,  aus  dem  System  der  oben 
betrachteten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  die  drei  Ableitungen  r, 
s,  t  zu  eliminiren.  Wir  wollen  jedoch  hinzufügen,  dass  eine  derartige 
Vereinfachung  nur  selten  einen  Vortheil  bildet,  und  dass  analoge  Verein- 
fachungen bei  allen  Ordnungen  auftreten,  wenn  die  partiellen  Differential- 
gleichungen eine  passend  gewählte  Form  haben. 

III. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass 
sich  das  Problem  der  Gleichungen  von  höherer  Ordnung  von  dem  auf  die 
Gleichiuigen  erster  Ordnung  bezüglichen  Problem  sehr  scharf  unterscheidet. 
Bei  der  ersten  ( Jrdnung  wird  nämlich  durch  die  Methode  der  Vertauschung 
der  Variablen  die  Aufgabe  auf  die  Integration  eines  vollständigen  Svstems 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zurückgeführt.  Bei  der  zweiten 
und  allen  höheren  Ordnungen  hat  man  dagegen  weniger  Gleichungen,  als 
Unbekannte  zu  bestimmen  sind.  Die  folgenden  Bemerkungen  dürften  eben- 
falls einen  tiefen   Unterschied  zwischen  den  beiden  Problemen  andeuten. 

Da  man  in  dem  Falle,  wo  man  sich  auf  die  Unbekannten  p,  *,  p,  g,  >•,  s,  t 
beschränkt,  eine  Gleichung  weniger  hat.  als  zur  gesuchten  Lösung  des 
Problems  erforderlich  wären,  so  muss  man  sich  natürlich  fi-agen,  ob  man 
nicht  dadurch,  dass  man  zu  den  vorhergehenden  Unbekannten  die  vier 
partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung,  die  wir  a.  ß.  y,  t)  nennen  wollen, 
adjungirt,  zu  einer  Anzahl  von  Gleichungen  gelangt,  die  hinreichend  ist, 
um  nicht  nur  die  ursprünglichen  Unbekannten,  sondern  auch  (i,  ß,  y,  ö 
als  Functionen  von  x  zu  bestimmen.  Es  zeigt  sich  da  eine  wichtige  That- 
sache,  die,  wie  ich  glaube,  noch  nicht  bemerkt  worden  ist.  Die  Zahl  der 
Gleichungen,  welche  y/„  nicht  enthalten,  ist  ebenfalls  um  eins 
kleiner  als  die  Anzahl  der  unbekannten  Functionen.  Diese  Glei- 
chungen genügen  demnach  nicht  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  als 
Functionen  der  einzigen  Variablen  x:  aber  der  Unterschied  zwischen  der 
Anzahl  der  Gleichungen  und  der  Anzahl  der  Unbekannten  bleibt  derselbe 
wie  vorher,  er  ist  gleich  1.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man,  anstatt  bei 
der  dritten  Ordnung  stehen  zu  bleiben,  die  Rechnungen  bis  zu  einer  be- 
liebigen Ordnmig  fortsetzt:  Man  hat  immer  eine  Gleichixng  weniger 
als  Unbekannten. 
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Dif  vorstehenden  Hesultate  be<Tründen.  wie  man  siebt,  einen  wesent- 
lichen l'nterschied  zwischen  den  partiellen  Ditierentialgleichungen  erster 
Ordnuii;,'  und  denjenigen  Ixiherer  Ordnung.  Bei  den  (ileichungen  ereter 
Ordnung  ist  die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  nur  die  Ableitungen  nach 
X  enthalten,  stets  gleich  der  Anzahl  der  unbekannten  Functionen.  Für  die 
<ileichiuigen  höherer  Ordnung  ist  dem  nicht  mehr  so.  Bei  der  im  S  11 
betrachteten  Gleichung  von  Monge  z.  B.  hat  man  nur  drei  Relationen  zur 
Bestimmung  von  »-,  p,  q.  y,  betrachtet  als  Functionen  von  x.  Man  kennt 
übrigens  den  ganzen  Nutzen,  den  man  aus  diesen  Ditferentialrelationen 
zieht:  allemal,  wenn  sie  zwei  iutegrable  Combinationen  darbieten,  kann  man 
die  Diti'erentialgleichung  auflösen  oder  sie  wenigstens  auf  eine  (ileichmig 
erster  Urdiumg  zurückführen. 

Die  von  uns  gemachten  Bemerkungen  geben  ebenso  für  die  Gleichungen 
der  zweiten   Ordnung  die  folgende  Methode  au  die   Hand: 

.Man  suche,  ausser  der  gegebenen  Gleichung,  zwei  integrable  Com- 
binationen der  Gleichungen  in  y,  z^  j),  q.  r.  s,  f  zu  linden.     Wenn  in  den 

beiden  Svst^meu .   welche  man    erhält,    wenn    man    nacheinander    für  r^  die 

ex 

beiden  Wurzeln  der  diese  Ableitung  bestimmenden  Gleichung  zweiten  Grades 

nimmt,  solche  Combinationen  existiren.  so  kann  das  Problem  als  vollständig 

gelöst  betrachtet  werden;  hat  man  keine  integrable  Combination.  so  muss  mau 

die  Gleichungen  zu  Hülfe  nehmen,  welche  die  Ableitungen  dritter  Ordnung 

enthalten.     Selbst   dann,   wenn   die  ersten  Gleichungen  keine  inte- 

grirbaren  Combinationen    liefern,  kann  doch   das  zweite  mit  den 

Ableitungen    bis    zur   dritten    Ordnung   gebildete   System   solche 

liefern.    Wenn  dieses  System   keiner  partiellen  Integration  fähig 

ist,    so    geht   man    zu   den    Ableitungen    vierter  Ordnung,    wobei 

man  integrable  Combinationen  erhalten  kann,  u.  s.  w. 

IV. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ausgesprochene  Bemerkung 
scheint  mir  zu  einer  allgemeineren  Methode  als  die.  welche  man  gewöhnlich 
anwendet,  zu  führen.  ]\Ian  kann  übrigens  diese  Methode  unter  einem 
andern  Gesichtspunkte  darlegen,  welcher  gestattet,  die  aufeinander  folgenden 
Systeme,  die  man  theilweise  benutzt,  in  leichterer  Weise  zu  erhalten. 

Wir  nehmen  an,  dass  irgend  eins  unserer  Systeme  zu  zwei  integrablen 
Combinationen  führe : 

F{x,  ij,  .r,  i;,  q )  =  const,  F^{x,  y,  s,  p,  q,  .  •  .)  =  const. 

Die  beiden  Constanten,  welche  in  diesen  Gleichungen  vorkommen, 
Hnüssen  als  unbekannte  Functionen  von  ?/,,  betrachtet  werden. 
Eliminirt  man  y^,  so  kommt  man  zu  einer  Gleichung  von  der  Form 

F  =  Willkür.  Function  von  F^. 
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Diese  letztere  Gleichung  kann  offenbar  als  eine  neue  mit  der  a-esfebenen 
verträgliche  Differentialgleichung  betrachtet  werden,  die  gemeinschaftlich 
mit  dieser  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen  Function  besitzt. 
Wir  werden  somit  zu  der  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  geführt,  die 
dieser  zweiten  Art  der  Auseinandersetzung  entspricht. 

Eine  Differentialgleichung  n^^^'  Ordnung 

V  =  a 

zu  finden,  welche  mit  der  gegebeneu  eine  Lösung  gemeinschaft- 
lich hat,  die  wenigstens  eine  willkürliche  Function  enthält. 

Dazu  braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  die  gegebene  Gleichung, 
(w — l)mal  differentiirt,  n  Gleichungen  giebt,  welche  die  Ableitungen  von 
der  Ordnung  n  -\-  1,  deren  Anzahl  n  -{-  2  ist,  enthalten.  Die  Gleichung 
V  =  a,  der  Reihe  nach  nach  x  und  y  differentiirt,  giebt  zwei  Gleichungen, 
welche  ebenfalls  die  Ableitungen  von  der  Ordnung  n  -{•  1  enthalten.  Man 
hat  also  im  Ganzen  n  -j-  2  Gleichungen,  welche  die  Ableitungen  ii  -\-  1*^'' 
Ordnung  linear  enthalten  und  welche  diese  n  +  2  Ableitungen  als  Func- 
tionen der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  bestimmen,  falls  die  beiden 
Differentialgleichungen,  deren  gemeinschaftliche  Lösung  man  sucht,  will- 
kürlich angenommen  werden.  Aber  hier  darf  dies  nicht  der  Fall  sein, 
sonst  würden  die  Ableitungen  von  höherer  ()rdnung  als  der  )i  -\-  \^^ 
ebenso  wie  die  Ableitungen  n  -\-  l*®i"  Ordnung  sämmtlich  bestimmt  sein 
als  Functionen  der  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung,  da  man,  nachdem 
einmal  sämmtliche  Ableitungen  n  -j-  l^ei"  Ordnung  als  Functionen  der  Ab- 
leitungen niedrigerer  Ordnung  erhalten  sind,  nur  sämmtliche  Gleichungen, 
welche  je  eine  dieser  Ableitungen  ergeben,  abzuleiten  brauchte,  um  die 
Ableitungen  höherer  Ordnung  zu  erhalten,  und  die  gemeinschaftliche  Lösung, 
wenn  eine  solche  existirt,  nur  höchstens  eine  begrenzte  Anzahl  willkür- 
licher Constanten  enthalten  könnte.  Diese  n  -j-  2  Gleichungen,  welche 
die  w  -4-  2  Ableitungen  (w  +  l)*«^  Ordnung  linear  enthalten,  müssen  daher 
ein  unbestimmtes  System  bilden,  was   zwei  Bedingungsgleichungen  ergiebt. 

Da  zwei  der  Gleichungen  die  Ableitungen  von  F.  ^-,  t—,  -tt-,  -.5-,    ,r  ,  •  •  • 

enthalten,  so  müssen  die  Bedingungsgleichungen  als  zwei  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  betrachtet  werden,  denen  die  Function  V 
genügen  muss.  Diese  Gleichungen  sind  homogen  und  vom  zweiten  Grade 
in  Bezug  auf  die  Ableitungen. 

Das  Vorhergehende  erklärt  und  verallgemeinert  die  Bemerkung,  mittels 
deren  Bour  bewiesen  hat,  dass  man  stets  erkennen  kann,  ob  die  Anwendung 
der  Methoden  von  Monge  und  Ampfere  zum  Ziele  führen  kann.  Bou» 
hatte  nur  den  ersten  Fall,  nämlich  den,  wo  angenommen  wird,  dass  die 
Gleichung  zweiter  Ordnung  ein  Zwischenintegral  besitzt,  untersucht. 
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V. 

Die  beiden  soeben  dargelegten  Methoden  tinden  sich  übrigens  auch  in 
der  Theorie  der  pai-tiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  wieder. 
Die  erste  auf  der  Vertauschung  der  Variablen  beruhoiul«'  Methode  rührt 
bekanntlich  von  Cauchy  her,  der  sie  im  .Tahre  1819  angegeben  hat. 
Die  zweite  wurde  von  -Tacobi  in  die  Wissenschaft  eingeführt  und  ent- 
wickelt. Indem  ich  vei-suchte,  zwischen  diesen  beiden  Methoden  eine  Ver- 
bindung herzustellen,  wurde  ich  zu  der  Untersuchung  geführt,  deren  Haupt- 
resultate hier  kurz  angegeben   wurden. 

Vermittelst  der  zweiten  Methode  kann  man  sich  auch  in  einfacher 
Weise  Rechenschaft  darüber  geben,  wieviel  Integrationen  für  die  voll- 
ständige Lösung  des  Problems  erforderlich  sind;  jedoch  müssen  wir,  ehe 
wir  diesen  Punkt  behandeln,  einige  Erläuterungen  voi-ausschicken. 

Gegeben  sei  eine  Differentialgleichung  n^^^'  Ordnung 


Wir  bezeichnen  mit  Ä,„  i?„_i.  ...  die  Ableitungen  der  linken  Seite  der 
gegebenen    Gleichung,     genommen    nach     den     Ableitungen    )i^^    Ordnung 

ö— „,    ^—;7=rnr-f  ■  ■  ■■  ^^öd  nennen  charakteristische  Gleichung  der  Difte- 

O.V"      OX"     '01/  ^ 

rentialgleichung  die  folgende  Gleichung  mit  einer   Unbekannten  ii: 

B„u''  -^  M„_,H"-'  +  ...  =  0. 

Zum    Beispiel    würde    für    die    im    Anfang    betrachtete    Diiferential- 
gleichung  (1)  diese  charakteristische  Gleichung  sein: 

Äw2  4-  Su  +    7=0. 

Nachdem  diese  Definition   festgestellt   ist,    ist   es   leicht,   ein  oben  an- 
gegebenes Resultat  zu  vervollständigen. 
Damit  die  gegebene  Gleichung 

f{x,  y,  s,  p,  </,...)  =  () 

und  die  Differentialgleichung  Y  =.  a  eine  gemeinschaftliche  Lösung  mit 
einer  willkürlichen  Function  besitzen,  muss  zunächst  die  charakteristische 
Gleichung  der  Gleichung   T  =  a  eine  Wurzel  mit  der  Gleichung 

jRu2  +  Ä(  +  T  =  0 (12) 

gemeinschaftlich  haben.  Man  sieht  also,  dass  die  Differentialgleichungen 
Fi^a,  die  wir  suchen,  sich  in   zwei  Klassen  theilen,   je   nachdem  sie  zu 


480  Anhang  III. 

der  einen  oder  der  andern  Wurzel  der  vorstehenden  Gleichung  gehören. 
Für  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  genügt  es,  eine  Gleichung  von 
jeder  Klasse  zu  erhalten,  welche  selbst  eine  willküi'liche  Function  enthält. 
Eine  beliebige  Anzahl  von  zu  derselben  Klasse  gehörigen  Difierential- 
gleichungen  kann  nicht  das  vollständige  Integral  unserer  Gleichung  geben. 
Es  ist  übrigens  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  (12)  iiTeductibel.  d.  h. 
S-  —  4:RT  kein  vollkommenes  Quadrat  ist,  man  nur  in  einem  Integrale 
das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  zu  ändern  braucht,  um  ein  neues  Integral 
ziT  erhalten. 

Somit  genügt  es  in  dem  Falle,  wo  die  charakteristische  Gleichung 
irreductibel  ist,  für  die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe,  dass  eins  der 
zu.  integrirendeu  Systeme  zwei  integi'able  Combinationen  liefert,  welche 
derselben  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  entsprechen. 

Erhält  man  nicht  die  gewünschte  Anzahl  von  integrablen  Combi- 
nationen, so  erhält  man  offenbar  nur  particuläre  Lösungen. 

Die  vorstehenden  Methoden  führen,  wie  man  leicht  beweisen  kann, 
allemal  zum  Ziele,  wenn  die  Integrale  von  der  Art  sind,  welche  Ampere 
Integrale  erster  Art  nennt,  und  die  kein  Integralzeichen  enthalten. 


VI. 

Zum  Schlüsse  dieser  summarischen  Auseinandersetzung  will  ich  einige 
Gleichungen  anführen,  auf  welche  ich  die  vorstehende  Methode  angewandt  habe. 

1)  Zrmächst  ist  dies  die  lineare  Gleichung  von  Laplace:  Die  ver- 
schiedenen von  Laplace  angegebenen  Fälle  der  Integrirbarkeit  entsprechen 
imsern  aufeinander  folgenden  Gleichu.ngssjst€men. 

2)  Die  einfache  Gleichung: 

s  =  f{z). 

Sucht  man  die  einfachsten  Fälle,  in  denen  die  Methode  zum  Ziele 
führt,  so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

s  =  e*-, 

die  schon  von  Liouville  integi'irt  wurde  ( Journ.  de  Mathematiques,  t.  XVIII. 
p.  71).  Diese  Gleichung  kommt  vor  in  der  Theorie  der  auf  eine  Kugel 
abwickelbaren  Flächen,  und  ihr  Integral  kann  durch  oreometiische  Betrach- 
tungen  erhalten  werden. 

3)  Wir  betrachten  die  von  Bour  gegebene  Differentialgleichung  der 
Flächen,  welche  auf  eine  gegebene  Fläche  abwickelbar  sind,  für  welche  die 
Entfernung  zweier  unendlich  nahe  liegender  Punkte  durch  die  Formel  ge- 
ifeben  wird: 


o 


ds-  =  AÄdxdy. 
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Bour  hat  gezeigt,   dass   die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der 
gesuchten  Flüche  der  Gleichung  genügen: 

^(«-'^)'^'-'-'  +  ('-'''-^)('-"'-^')  =  «- 

Suchen  wir  die  einfachsten   Fälle,    in    denen    die   angegebene  Methode 
zum  Ziele  führen  kann,  so  finden  wir,  dass  man,  wenn  man 

_  ologA       ,    _  ologA  ü-logi 

setzt,  allemal,  wenn  A,  der  Differentialgleichung  genügt: 

eine  Schaar  von  auf  der  gegebenen  abwickelbaren  Flächen  finden  kann,  die 
in  ihrem  Ausdruck  eine  willkürliche  Function  enthalten. 


VII. 

Die  vorstehenden  Resultate  wurden  der  Akademie  der  Wissenschaften 
am  28.  März  1870  ^)  mitgetheilt;  man  kann  aber  aus  den  oben  angestellten 
Betrachtungen  leicht  einige  neue  Bemerkungen  über  die  Methode  der 
Variation  der  Constanten  ableiten,  welcher  Bour  die  gi'össte  Bedeutung 
beilegte. 

Wir  führen  an,  wie  man  im  Falle  der  Gleichungen  zweiter  Ordnung 
die  Methode  von  Lagrange  anwenden  müsste.  Man  hätte  zunächst  ein 
particuläres  Integi'al  mit  fünf  Constanten  zu  suchen,  und  indem  man  sodann 
die  Constanten  durch  Functionen  ersetzt,  über  diese  derart  zu  verfügen, 
dass  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung  ganz  die- 
selben bleiben.  Man  wird  auf  diese  Weise  zu  einem  System  simultaner 
Gleichungen  geführt,  das  im  Allgemeinen  ebenso  schwierig  zu  integriren 
ist,  infolge  dessen  die  Methode  nicht  dieselben  Vortheile  wie  für  die  erste 
Ordnung  darbietet. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  inan,  anstatt  das  endliche  Integral  mit  fünf 
Constanten  zu  kennen,  nur  ein  particuläres  Integi'al  erster  Ordnung  mit 
zwei  Constanten  kenne: 

(p{x,  y,  z,  p,  q,  a,  h)  =  0 (13). 


')  Comptes  rendus  des  Seances  de  rAcademie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  675 
und  786. 
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Da  dieses  Intesrral  der  creorebenen  Gleichuncf  ^enüpft.  welches  auch  die 
Coustanten  a  und  h  seien,  so  muss  man,  indem  man  a  und  h  zwischen  der 
Gleichung  (13)  und  ihren  beiden  ersten  Ableitungen  eliminirt,  die  gegebene 
Differentialgleichung  wiederfinden.  Dies  vorausgeschickt,  nehmen  wir  an, 
dass  a  und  h  nicht  mehr  Constanteu,  sondern  Functionen  von  x,  y,  z.  j),  q 
seien,  einsetzen  h  durch  eine  willkürliche  Function  von  a  und  bestimmen  a 
durch  die  Gleichung 

lf  +  Sl  =  o (1^)- 

Dann  wird  a  eine  Function  von  x,  y,  z,  x>;  2-  welche  durch  die  Gleichung  (14) 
bestimmt  ist.  Die  beiden  Ableitungen  der  Gleichung  (13)  ändern  ihre 
Form  nicht  und  man  erhält  dieses  Mal  ein  Zwischenintegral  mit 
einer  willkürlichen  Function,  welches  aus  einem  nur  zwei  Constanten 
enthaltenden  Integrale  abgeleitet  ist.  Derselbe  Satz  findet  Anwendung  auf 
alle  im  §  IV  betrachteten  Gleichungen    F  =a.  i) 


*)  Darboux  hat  sich  in  seineu  Ler-ons  sitr  la  theorie  generale  des  Surfaces 
et  les  applications  (jeometrUßies  du  calcid  infinitesimal  (Paris,  Gauthier- Villars, 
t.  I,  1887,  t.  II,  1889,  t.  III,  fascicule  1,  1890,  fascicule  2,  1891),  zugleich  vom 
analytischen  wie  synthetischen  Standpunkte  aus  mit  der  Integration  verschiedener 
bemerkenswerther  partieller  Differentialgleichungen  beschäftigt.  (P.  M.) 
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